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Proleg

Proleg

Sempre he pensat que els estudiants havien de configurar els seus apunts consultant la
bibliografia i discutint sobre els conceptes presentats en el curs, ja que aquesta era una part
formativa molt necessaria, i per aix0 he estat reticent a la publicacid de les meues notes de
classe o apunts. Amb l'apariciod de la IA, que, d’una banda, podria no estimular la consulta
directa dels textos de la bibliografia que es recomana i, de l'altra, demana tenir un criteri
academic per a discernir la correccio o la incorreccié de les seues aportacions, he considerat

gue havia de publicar aquest manual de 'assignatura.

Les notes que es publiquen aci es basen en el plantejament i el contingut original del
professor José Luis Lloret Sebastian per a l'assignatura Electricitat i Magnetisme (que era com
s'anomenava aleshores) de la Llicenciatura en Fisica de la Universitat de Valéncia (UVEG).
Aquesta assignatura s’estructurava en diversos blocs, en un dels quals s’abordava el Camp
electromagneétic en el buit, el que actualment seria, juntament amb part d’un altre dels blocs
sobre Resoluci6 de problemes seleccionats, lassignatura Electromagnetisme |, que

desenvoluparem en aquest manual de I'assignatura.

Lesquema original del professor Lloret Sebastidn, que ha servit de base per a molts
dels projectes docents dels membres del departament de Fisica Aplicada i Electromagnetisme
de la UVEG i que va ser integrat (encara que sense citar-ne l'origen) en un manual universitari,
serveix com a fonament d’aquest text, que s’ha enriquit amb les converses amb companyes i
companys del Departament de Fisica que al llarg dels anys han impartit I'assignatura, en

particular la professora Maria del Carmen Martinez Tomas.

L'objectiu principal d’aquest manual és oferir un recurs util per als estudiants del Grau
en Fisica i del Doble Grau en Fisica i Matematiques, que facilite el seguiment de les explicacions

impartides a classe.

Cada capitol inclou un apartat titulat “Contingut complementari”, en qué es recullen
demostracions, exemples o temes addicionals que faciliten i donen suport al desenvolupament

de la lligd, perod que, per claredat pedagogica, s’han traslladat a aquesta seccid separada.



Proleg

Aixi mateix, en cada llicd es proporcionen:

e Alguns exemples i enunciats de problemes, marcats amb trama grisa.

e Una bibliografia especifica per apartat, destinada a complementar o
aprofundir tant el que s’explicita en aquestes notes com les explicacions de classe.

e Una bibliografia general i altres referencies que presenten versions més

avancades del contingut tractat.

Els exemples i els enunciats de problemes han estat seleccionats de la col-leccio de
problemes que hem anat configurant els diferents professors de I'assignatura al Departament
de Fisica Aplicada i Electromagnetisme; servisca aquest paragraf com a reconeixement a
aquests col-legues. En alguns casos, pot ser que algun problema corresponga a alguna
publicacid prévia i demane disculpes per no haver trobat la referéncia per a citar-la
explicitament com correspondria, encara que possiblement estiga continguda en la bibliografia

recomanada.

Port de Sagunt, agost de 2025.



Lli¢d 1: Introduccid a I’Electromagnetisme
Llico 1
Introduccio a lI'electromagnetisme

1.0. Introducci6 a I'assignatura Electromagnetisme |
1.1. La interaccio electromagnética en la Fisica
1.2. Carregues i corrents
1.3. La conservacié de la carrega. Equacio de continuitat
1.4. Determinacio univoca d’'un camp vectorial. Teorema de Helmholtz

1.5. Contingut complementari

Bibliografia general
Griffiths, David J. (3a edicio), L1, pags. 1-53.
Textos avancats:
Panofsky, Wolfgang K.H. & Phillips, Melba
Jackson, John David
Arfken, George B. & Weber, Hans J.
Marsden, Jerrold E. & Tromba, Anthony

> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la llicd s’inclouen les referencies bibliografiques completes.
1
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Lligd 1: Introduccio a l'electromagnetisme

Llico 1:
Introduccio a l'electromagnetisme

1.0. Introduccid a I'assignatura Electromagnetisme |

Lobjectiu d’aquesta assignatura és oferir una visié general de la interaccié electromagnética
en el buit, plantejada com una teoria de camp.! Aixd suposa la necessitat d’una definicié

precisa dels camps eléctric i magnetic com a camps vectorials.

Segons el teorema de Helmholtz, per a poder definir univocament un camp vectorial,
cal coneixer les fonts tant de la divergencia com del rotacional d’aquest camp i que siguen
continues i integrables en tot I'espai. Aixd és precisament el que expressen les equacions de
Maxwell del camp electromagneétic, el qual també acompleix que aquestes fonts sén zero en
I'infinit aixi com que el camp tendeix a cero en l'infinit, la qual cosa completa la condicio
necessaria i suficient per a la unicitat que exigeix el teorema de Helmholtz. Obtindrem
aquestes equacions a partir de les lleis experimentals de les interaccions basiques entre
carregues i corrents, cosa que dona un fonament experimental a la teoria. La relacié d’aquesta
assignatura amb la resta de les assignatures del Grau en Fisica queda palesa a través del seu

contingut:

e Les conseqliencies de la interaccié electromagnética sén objecte d’estudi de la
Mecanica.

e Llanalisi de les solucions ondulatories de les Equacions de Maxwell requereix els
coneixements adquirits en Oscil-lacions i Ones i sén la base de I'Optica.

e Les eines matematiques necessaries per a resoldre les equacions de Maxwell sén
objecte d’estudi en els diferents cursos de Metodes Matematics.

e Finalment, l'estudi de la interaccié electromagnetica en el buit i les seues

conseqliencies incideixen directament en l'assignatura de Laboratori d’Electromagnetisme.

L El contingut d’aquest apartat correspon a la informaci6 inclosa en la Guia docent de I'assignatura impartida en
la Facultat de Fisica de la Universitat de Valéncia en

https://webges.uv.es/uvGuiaDocenteWeb/guia? APP=uvGuiaDocenteWeb&ACTION=MOSTRARGUIA.M&MODUL
0=34255& CURSOACAD=2019&IDIOMA=V (curs 2025-2026).
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Lligd 1: Introduccio a I’Electromagnetisme

1.1. La interaccid electromagnetica en la Fisica

La Fisica estudia les interaccions que es produeixen en la naturalesa, és a dir, les forces que
sorgeixen per diferents causes. En el nostre entorn quotidia, dues sén clarament patents: la
interaccio gravitatoria i I'electromagnetica. Aquesta ultima és una de les quatre forces
fonamentals, juntament amb la gravitacid, la interaccié nuclear forta i la interaccié nuclear

feble.

A diferéncia de la gravitacié, que només actua entre masses, la interaccid
electromagnetica es manifesta entre particules amb carrega eléctrica, siga positiva o negativa,
i és responsable d’'una amplia gamma de fenomens fisics, tant en el nivell macroscopic com
en el microscopic. En el nivell macroscopic, explica des de I’atraccié entre un imant i un objecte
metal-lic amb propietats ferromagnétiques, fins al funcionament de motors eléctrics o la
transmissio de senyals per cables. En I'ambit microscopic, regeix les forces entre atoms i
molecules; és la base de la quimica, I'estructura de la materia i la propagacié de la llum, la qual

és, de fet, una manifestacié d’aquesta interaccié en forma d’ones electromagnetiques.

La descripci6 matematica de I'electromagnetisme es fa mitjangcant camps: el camp
eléctric, que actua sobre les carregues, i el camp magnetic, que ho fa sobre les carregues en
moviment, és a dir, els corrents. Aquests camps estan interrelacionats i s’unifiquen en la teoria
del camp electromagnetic, formulada per James Clerk Maxwell a través de les seues celebres
equacions, que mostren que electricitat i magnetisme sén manifestacions d’una mateixa

interaccio.

Entre els fendmens fonamentals que descriuen aquesta interaccié hi ha els que

s’engloben en les lleis experimentals seglients, punt de partida de la nostra formulacio:

e Laforca de Coulomb entre carregues eléctriques.
e Lallei d’Ampere, que descriu la interaccio entre corrents electrics.
e La llei de Faraday-Lenz, que relaciona la variacié dels camps magnetics amb

I"aparicié de camps eléctrics (induccié electromagnética).

© 2025 Vicente Mufioz Sanjosé



Lligd 1: Introduccio a l'electromagnetisme

Des dels dispositius electronics fins a la comprensié de I'estructura atomica, la
interaccido electromagnetica és essencial per a la ciéncia i la tecnologia. Estudiar les
interaccions implica estudiar les forces; en aquest context, el fet de plantejar la interaccié com
la produida per un camp (gravitatori, electromagnetic...) sobre les propietats sensibles a
aquest (massa, carrega...) es revela com a molt positiu i fructifer, ja que permet analitzar la
interaccié com una modificacié de les propietats de I'entorn que envolta les fonts i evita
alguna de les quiestions paradoxals que han aparegut en la Historia de la Ciencia. Tanmateix,
no és I"tnica opcid, per tal com, historicament, es va plantejar la interpretacié d’aquesta

interaccio a partir d’una teoria basada en I’accid a distancia.?

La teoria de I'accié a distancia i la teoria de camps son dos enfocaments diferents per a
descriure interaccions fisiques. L'accid a distancia postula que la interaccié entre objectes
passa instantaniament a través de I'espai, mentre que la teoria de camps descriu la interaccié

a través d’un camp fisic que intervé la interaccio.

En la teoria d’accio a distancia, els objectes sensibles a la interaccid s’influeixen entre
si directament i instantaniament, sense necessitat d’'un medi o intermediari. S6n exemples
d’aquesta perspectiva la forca de la gravetat entre dues masses, la interaccid electroestatica
entre dues carregues o el magnetisme entre dos imants. Tot i aix0, 'accid a distancia presenta
dificultats per a explicar com podria actuar instantaniament la interaccié i com es propaga a

través de 'espai la informacid sobre aquesta interaccio.

En contraposicid, tenim la teoria de camps, que descriu la interaccié mitjancant un
camp fisic que permea l'espai. Seria el cas del camp gravitatori, el camp electric o el camp
magnetic. La teoria de camps ofereix una explicacié més satisfactoria, completa i coherent
de les interaccions fisiques, davant de I'accid a distancia que postula interaccions instantanies,
ates que la informacié es transmet a través del camp, i no de manera instantania. Els camps
poden ser escalars (una magnitud escalar a cada punt), vectorials (una magnitud vectorial

en cada punt) o tensorials (una magnitud tensorial en cada punt).

2 Consulteu el capitol 1 de Feynman, Leighton & Sands.
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El plantejament que farem de l'assignatura sera justament aquest: el de la teoria de
camps centrada, en el nostre cas, en I'estudi de les propietats matematiques i dels efectes dels
camps eléctric i magnetic, que confluiran finalment en el camp electromagnetic i en la seua

formulacié amb les equacions de Maxwell.

Des dels primers estudis i descobriments de William Gilbert, Henry Cavendish i Charles
Coulomb, passant pels dAmpéere, Oersted, Faraday i Maxwell, la historia de
I'electromagnetisme és una successié d’idees brillants que culminen en la unificacié de

I'electricitat, el magnetisme i I'Optica.

Podriem preguntar-nos com unifica I'electromagnetisme el marc teoric de les
equacions de Maxwell i si aquestes equacions sén suficients per a una descripcié completa del

camp electromagnetic.

Les equacions de Maxwell en el sistema internacional (SI) sén, en forma diferencial i en

el buit:3

vE =2
=)
s_ OB
= T
VB =
. q OF
VxB = pof + 80#0%

on p és la densitat volumetrica de carrega, € és la permitivitat del buit, uo és la permeabilitat

del buit, i J és la densitat de corrent eléctric per unitat de superficie.

3 Cal notar que, depenent del sistema d’unitats, aquestes equacions es presenten amb lleugeres variacions, com
es mostra en el contingut complementari de l'apartat 1.5.1.
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Les equacions de Maxwell estan sustentades en les lleis experimentals de Coulomb,
Ampére i Faraday-Lenz, i descriuen univocament el camp. El teorema de Helmholtz és el que

ens permet confirmar aquesta assercié, com veurem en l'apartat 1.4.

Bibliografia per a I'apartat 1.1

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, vol. 2, apartats 1.1, 1.5i 1.6.

1.2. Carregues i corrents

Ja hem parlat de la interaccié electromagnetica i de com un conjunt de grans cientifics en els
segles XVIII i XIX van establir les bases experimentals i el desenvolupament formal del camp
electromagnetic. Hem de tornar a incidir en el fet que aquesta interaccio planteja els efectes
sobre les carregues en repos o moviment. Aquestes carregues positives (protons) i negatives
(electrons) formen part dels constituents de la materia, pero és evident que un tractament
realista del problema electromagnetic no pot estar basat en I'analisi de I'efecte individual
d’aquestes carregues, mentre siga possible proporcionar resultats de validesa a partir de
considerar el comportament mitja d’'un conjunt (ampli) de carregues individuals. Aquest sera
el plantejament que farem en el curs a partir de la definicié de densitats de carrega i de corrent
en volum.

Val a dir que, en el context de la fisica de semiconductors, un forat és I'absencia d’un
electrd en un material semiconductor,* i es comporta com una carrega positiva efectiva. Quan
un electroé s’allibera del seu enllag, deixa una vacant i aguesta vacant es considera un forat. Tot
i que no és una particula fisica real, el forat, com déiem, es comporta com una carrega positiva
a causa de la seua capacitat per atraure electrons.

Les fonts del camp electromagnétic sén les carregues i els corrents produits pel
moviment de les carregues. Podriem resumir les propietats de les carregues aixi:

e Hiha dos tipus de carregues: positives i negatives.

e Lacarrega es conserva.

4 El problema és relativament complex i hem preferit no entrar en molts detalls aci. Per a una definicié i analisi
més detallada, es pot consultar el text de Charles Kittel.
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e La carrega esta quantitzada: només pot variar de manera discreta, en un nombre
de vegades la carrega de I'electré e=1.6 10 *° coulombs.>
e Lacarrega és un invariant relativista, és la mateixa independentment del sistema

de referenciai la velocitat.

Com hem dit, el plantejament amb qué desenvoluparem lassignatura no sera
considerar l'efecte de quantitats ingents de carregues individuals, cosa que seria
matematicament monstruosa i poc operativa. Considerarem, en comptes d’aixo, la descripcio

de la carrega a través de densitats (funcions de la posicid i del temps, quan siga el cas) de
. .y - . . . dq |, .
carrega. Aixi, definirem la densitat de carrega per unitat de volum p = ﬁ, d’on es dedueix que

la carrega total en volum V (de vegades, realgarem aquest volum de les carregues amb una

prima):

Q= [, p(#) dv’

També podem modelitzar unes densitats de carrega superficials o lineals per a volums
reals que es poden idealitzar com a superficies (és a dir, bidimensionalment) o com a linies (és

a dir, monodimensionalment).

En aquests casos, tindrem:

_ = | o as’
0= Q= S,ar

dq N
A=— Q = L,A(r)dl

D’altra banda, aquestes densitats podran canviar amb la posicid, explicitament: p(#"), i

també amb el temps: p(7',t). Aixd dona lloc a dues situacions diferents: I'electroestatica

5> Un coulomb és la unitat de mesura de la carrega eléctrica en el sistema internacional (SI) i es defineix com la
quantitat de carrega que flueix en un segon quan el corrent és d’1 ampere (1 coulomb/segon). Per al S|, la unitat
fonamental és I'ampere, que és la intensitat d’'un corrent constant, que, mantenint-se en dos conductors
paral-lels rectilinis de longitud infinita (molt llargs), seccié circular negligible i situats a una distancia d’'un metre
I'un de Ialtre, produiria una forca entre aquests cables igual a 2x10”7 newtons/metre de longitud.
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p(7), i 'electrodinamica, p(7, t), la qual incorpora les variacions temporals de les carregues a

cada punt.

Una consideracié que hem de fer és que, quan parlem de carregues, hem de pensar en
materia, perdo hem de ser rigorosos i pensar que parlem d’excés de carrega i no del fet que la
materia tinga electrons (i en la mateixa quantitat, protons), llevat que tinguem un desequilibri
i aquesta matéria estiga “carregada”. Si parlem de corrents, haurem de pensar en els
conductors i els seus electrons lliures de moure’s o electrons de conduccid (encara que el
conductor en conjunt puga ser neutre). En el cas de semiconductors, hauriem d’incorporar el

concepte de forat de que hem parlat abans.

Enlataula 1incloem dades sobre la concentracid d’electrons referides a alguns metalls,

cosa que ens dona una idea de l'ordre de magnitud d’aquesta concentracio.

Taula 1. Concentracié d’electrons en alguns metalls

Element Nombre d’electrons/unitat de volum
Coure (Cu) 8,47 102 /cm?
Plata (Ag) 5,86 10%% /cm?3
Alumini (Al) 18,1 10%? /ecm3

Recordem que la conductivitat (capacitat de conduir el corrent eléctric) esta
determinada no només pel nombre dels electrons de conduccio, sind també per la mobilitat
gue tenen, la qual, en el cas de la plata, és molt superior a la del coure i per aixo la seua

conductivitat és més gran, malgrat que la concentracié de portadors siga lleugerament menor.

En aquest context de carregues i densitats de carrega, veiem que la delta de Dirac® ens

permet associar a la carrega puntual una densitat tal que

p(¥) = q6(r —17o)

sent 7, el punt on hi ha la carrega puntual, atés que

6 Vegeu I'apartat 1.5.5,, de contingut complementari.

8
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[ee] [ee]
0= [ p@av = [ a6 -7y’ =q G
0 0

Si seguim parlant ara de densitats de corrent, les carregues es poden moure i formar

part d’un corrent eléctric: és a dir, un pas de carrega (dq) a través d’una seccié superficial, per
. . d . - . -
unitat de temps, i = d—z, que podem descriure a partir d’'una densitat de corrent J (7', t), de

manera que el corrent a través d’una superficie siga el flux d’aquesta densitat:

i:-fs J (@ t) dS

En alguna modelitzacié, podriem tenir, o pensar, en la quantitat de carrega que, per

unitat de temps, travessa una linia (corrent superficial). En aquest cas,
- j K@ 0 dl
L

— —
on L és la linia travessada per la densitat superficial de corrent K i el vector dl’ és

perpendiculara L.

Les carregues en moviment, és a dir, els corrents, sén les que generen camps
magnetics, juntament amb les variacions del camp electric, com veurem més endavant. La
magnetoestatica se centrara en l'estudi dels camps magnetics produits per corrents que sén
constants (estacionaris) o varien molt lentament amb el temps (quasiestacionaris). El cas més
general tindra en compte els corrents que varien amb el temps i donen lloc a la relacié entre

el camp electric i el magneétic: I'electromagnetisme.

Relacionant la densitat de corrent amb la densitat de carrega que es mou amb una

certa velocitat v, tenim:

J@ ) =pF )T t)

dq di . dq dV _dq _ 4
v at™ Tavdr " delygs T

QU
95

di = (7 t)dS = p(7, ) 77 t) dS =
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essent dV el volum diferencial on es troba la carrega dq.

Com ja hem dit, el corrent es mesura en amperes i, consegiientment, la J (7, t) té

unitats d'amperes per unitat de superficie (A/m?).
De manera equivalent, per a una densitat superficial de corrent
K#t) = o )T (#t)

dq dit . dgdS d
1 p=212 21 _ g

dl:K(r’t)dl:o-(r,t)v(r,t)dl=EE S dS dt dtlyg

Tant en el cas d’una superficie com en el d’'una linia que sén travessades per unes
carregues, el que importara sera la ponderacié entre les que van en una direccid i les que van

en l'oposada.

Bibliografia per a I'apartat 1.2

Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, L7 (apartat 7.1).

1.3. La conservacio de la carrega. Equacio de continuitat

Com que la carrega ni es crea ni es destrueix, en un volum tancat s’haura d’establir un balang

entre els canvis de densitat local de carrega i el corrent (carregues) que entra o ix del volum.

Si dins del volum hi ha una certa densitat de carrega p(7',t) i en t=0 la carrega en el

volum és:

Qo =f p(7,0) dv’
14

perat > 0, tindrem:

0 = j p(#,6) dv' = Qo — Qi
4

10
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on el vector dS’ apunta cap a fora del volum (aquest criteri sera el que mantindrem al llarg

del curs). Per aplicacid del teorema de Gauss (vegeu

apartat 1.5.4.2) a la densitat de corrent J (#,t), tenim

e

que:

aQ(t)lx

T(#,0) dS' = f V) (7 t) dv’
\ el

A més,

000) 0 [ . . . [ 9p(0
9t —avp(r,t)dV—jV—at d

i la conservacio de la carrega obliga que

aQ(t) _ aQix
at ot
Per tant,
000 _ [ 0p(F0) L 0u [ s
ot _fv ot ot fV v/ )dv

i, considerant la igualtat dels dos integrands en cada punt del volum, tindrem que, en els punts

en que avaluem la divergencia, es complira:

En el cas estacionari (en qué no hi ha variacié temporal), I'equacié anterior haura de

considerar que

, ap_o
p(7,0) # f(8) ==

i, doncs,

11
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Aixi, J és un camp solenoidal, és a dir, les linies de |/ sén tancades.

Bibliografia per a I'apartat 1.3

Griffiths, David, J., apartat 8.1.

Marqués, Ricardo, apartat 1.10.

1.4. Determinacid univoca d’'un camp vectorial. Teorema de
Helmholtz

Podem enunciar el teorema de Helmholtz aixi: Un camp vectorial F en tot I'espai queda

univocament determinat per la seua divergencia i el seu rotacional si:

1. Laseua divergenciai el seu rotacional existeixen i sén funcions continues en tot I'espai.
2. Les fonts de divergencia i de rotacional sén integrables en tot I'espai.

3. El camp tendeix a zero en l'infinit.

D’aquestes condicions es dedueix, a més, que el camp decreix en l'infinit almenys com

1/7‘2 7
Siga un camp vectorial F amb les fonts de divergéncia i rotacional® que s’indiquen:
VxF = C
Demostrarem que el camp vectorial amb aquestes fonts sera Unic i vindra donat per
F=-Vp+ Vx4

on

7 Vegeu apartat 1.5.7, de contingut complementari.
8 Perqué I'equacié del rotacional relacionada amb les fonts siga autoconsistent, s’ha de complir que Ve = 0.

12
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1 S()

0@ =1 o RG ) 7y 4V

 4m s R (@, F’)
sent V'la regié en qué hi ha les fonts, 7’ i 7 els vectors de posicié dels punts on es troben
aquestes fonts (punt font) i el punt en qué calculem les magnituds (punt camp),

respectivament, i on

Abans de comencgar amb la demostracié, hauriem de considerar la informacid que ens
proporciona la divergencia i el rotacional d’un camp vectorial a partir de la definicié conceptual

d’aquests operadors vectorials.®

La divergencia en un punt és el flux del camp vectorial a través de la superficie que

conté un volum tendent a 0 que envolta aquest punt,

on Av és un volum infinitesimal que conté el punt en que volem determinar la divergencia. El

rotacional, per la seua banda, es defineix com:

1 5 o
(VXF)n— h—>0AS f Fdl

on AS és una superficie oberta que conté el punt on volem saber el rotacional i 71 és el vector
unitari perpendicular a la superficie dirigit segons el sentit de recorregut de la integral de linia

(regla de la ma dreta). Aquesta definiciéd ens dona una idea de qué ocorreria si posarem un

% Vegeu contingut complementari dels apartats 1.5.2.2 i 1.5.2.3.
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molinet d’aspes I'eix (sensible al camp) del qual esta orientat en la direccid del vector 1 i passa

pel punt en que avaluem el rotacional.
Demostracio del teorema de Helmholtz:

Comencarem calculant la divergencia del camp per a veure si satisfa la condicié de

partida.

NG
LGP

R . R 1
VE(#) = V(=V + VxA) = —V20(#) + V(Vx4d) = ——V2 f 2
v

4t

on hem utilitzat el fet quel0 V(fof) = 0i V? és l'operador laplacia respecte de les variables

. . . a7
espacials (x, y, z) associades al vector de posicid 7.

El laplacia actua sobre els punts camp (estem veient el que passa alla) i, per tant, pot

entrar dins de la integral. Considerant que *!

tindrem,

D2\ 1 =1\2 1 /__i SN[ r_ =
VF(T)__EJV NG )VT—R(F,F’)dv = 4nfv STF)[-4nS(R)]dv' =S(¥)

Queda demostrada, doncs, la primera igualtat de la divergencia amb les seues fonts,

guan els potencials estan definits a partir d'aquestes, tal com s’indica.

Pel que fa al rotacional del camp vectorial, considerant que VxV@ = 0, tindrem

VxF(7) = C = Vx(=V@ + VxA) = —VxV@ + Vx(Vxd) = 0 + V(VA) — V24

10 Vegeu el contingut de I'Annex.
11 Vegeu el contingut complementari de I'apartat 1.5.6.
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Recordem que el laplacia aplicat a un camp vectorial és, en coordenades cartesianes,

el laplacia de cada component multiplicat pel vector unitari corresponent.

El primer sumand de la igualtat anterior és

V(VA) = Z—;{fv v, (g) dv’} = %{fv v, [? v, (%)] dv’}

onV,. ésl'operador divergencia respecte de les variables espacials (x, y, z) associades al vector

de posicid 7 i

és el gradient del producte escalar de dos vectors.? Aquest gradient es pot desenvolupar com:

v, [E v, (%)] = (Cv,) ( v, (%)) + (vr (%) vr) CH)+Cx (er (vr %))
+vr<%)x(vrx5) = (5Vr)<Vr<%)> +0+0+0

resultat en que el segon i el quart sumand s’anul-len perqué les derivades actuen sobre els

punts camp i C esta definit en els punts font. Finalment, el tercer s’anul-la perque el rotacional

d’un gradient és sempre zero.

Recapitulant:

V(VA) = %Uy (Cv,) <vr (%)) dv’}

Estudiem amb més detall el primer sumand:

2y(d@h)=(@v)b+ (bv)d +dx(vxb)+ bx(Vx ).

15
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@ ()

Si tenim l'operador V que actua sobre funcions que depenen només de R, tenim que
V,= —V,s;13 per tant, podem intercanviar els operadors només canviant el signe, quan

actuen sobre aquest tipus de funcions.

Sl (s @)l oo (v )
= %{]V (Cv,.) (vr, (%)) dv’}

Analitzem l'integrand component a component,

€9 (5% (5)

comencant per veure el valor de I'expressi6 seglient:

v.(¢2 (1)
"\ " ox] \R
expressio que és la divergéncia del producte d’un vector per un escalar.'4
Aixi doncs,

o (1) -2 (1>(v C)+Cv i (1)
"\" ox/\R)| " ax]\R/\'T "\ ox/ \R

L

El segon sumand té I'estructura d’una de les components de l'integrand de la darrera

integral, i podem aplicar-hi la integracid per parts:

7,7 57

13V, ésl'operador divergéncia respecte de les variables espacials (x; y, z’) associades al vector de posicié 7'.
14 V(b a) =aVb + b Va.
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N\

I = { Vr, " ) } = |integrant per parts| =

417TUV v, <E x(%)dv —f (v,c)< ())dvl

Podem aplicar el teorema de Gauss al primer terme amb una superficie que, contenint

V, estiga molt lluny (en I'infinit), on les fonts sén 0 i, per tant, s'anul-lara. En el segon terme,
tenim la divergéncia de 5, que alhora esta definida a partir del Vxﬁ; en conseqieéncia, aquest
segon sumand també sera zero, ja que V(Vxﬁ) = 0. En conclusio, la integral per a cada

component j-ésima i, per aixo, la integracio global sera:

%{fv Evrf<vr (;))dv} 0

a la qual cosa haurem d’afegir el laplacia —V?4, per a completar el valor del rotacional.

Pel que fa al laplacia, per a cada component en coordenades cartesianes, tindrem

operadors de la forma (V24,)4;

V2A,(P) = — f - (}ﬁ, )) _ ﬁ jv G (—4n8(R))dv' = —C,(7)
D’aquesta manera,
(V2ADU; = —C; (P
i, per tant, sumant les tres components, ens queda:
V2ZAF) = —C(#)

i es compleix

Ny

VxF =

com voliem demostrar.
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Ens queda per confirmar que aquesta solucid és Unica (unicitat de la solucid). Suposem

dues solucions amb les mateixes fonts:
- -
VFl = S = VFZ
- - -
VXF1 = C = VXFZ
Definim un camp vectorial que siga la diferéncia entre les dues solucions,
> -

W=F —F

que satisfara

En conseqliencia, tenim:
W=-VW¥iV(-V¥) =-VP=0

Si apliguem el teorema de Gauss a la funcié (vectorial) ¥V W, que no és més que el

producte d’un escalar per un vector, ens queda la igualtat seglient:
f VPV W) dv' = f PV W) dS
14 s

I, si recordem el valor de la divergéncia del producte d’un escalar per un vector,'* tenim:
VPVY) =¥ (V(VY)) + VP VY = ¥ V2 Y + (V)2

Si, en l'aplicacié del teorema de Gauss, portem la superficie suficientment lluny, on les
fonts s'anul-len i ¥ — 0 almenys com 1/r , tindrem que la integral de superficie és nul-la i, per

tant,
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f wwvwmw:o:] UV W4 (V) (VW) dv' =
14 74

f(VlP)Zdv’=j (WW)dv' =0
v v

cosa que implica que W=0 i, consegiientment, 131 = ﬁz, de manera que queda demostrada

la unicitat de la solucio.

Bibliografia per a I'apartat 1.4

Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, apartat 1.1.

1.5. Contingut complementari

1.5.1. Sistemes d’unitats en electromagnetisme

Per a I'expressid de les magnituds fisiques en electromagnetisme, es poden emprar diferents
sistemes d’unitats. Els més comuns sén el Sistema Internacional d’Unitats (Sl), que forma part
del sistema MKS (Metro-Kilogram-Segon), i el Sistema Gaussia, que forma part del sistema CGS
(Centimetre-Gram-Segon). Aquests sistemes difereixen en les definicions fonamentals, les
constants i les conveniencies practiques, la qual cosa afecta la manera com es presenten i

resolen les equacions de I'electromagnetisme.

Sistema Internacional (Sl)

El Sistema Internacional (SI) és el sistema d’unitats més utilitzat mundialment. Les seues

unitats fonamentals en electromagnetisme inclouen:

e Metre (m) per a la longitud

e Quilogram (kg) per a la massa

e Segon (s) per al temps

e Ampere (A) per al corrent electric
e Com a unitats derivades

o Coulomb (C) per a la carrega eléctrica
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o Volt (V) per a la diferéncia de potencial
o Ohm (Q) per a la resisténcia
o Tesla (T) per al camp magnetic i

o Henry (H) per a la inductancia.

Les lleis de I'electromagnetisme, com les equacions de Maxwell, prenen una forma
estandarditzada en el Sl i usen la permitivitat eléctrica del buit & i la permeabilitat magnética

del buit po.

Sistema Gaussia (CGS)

El Sistema Gaussia es basa en centimetres, grams i segons (CGS). En aquest sistema, les unitats
electromagnetiques es defineixen sense introduir explicitament les constants €o i to. En el seu
lloc, la velocitat de la llum ¢ compleix el rol de constant fonamental que relaciona el camp
electric i el camp magnétic. Aixo porta a una formulacié més simetrica de les equacions de

Maxwell, encara que les unitats poden resultar menys intuitives:

e Lacarrega eléctrica es mesura en statcoulombs o franklins (Fr). Un statcoulomb =
3.33564 x 107'° coulombs. La carrega elemental és 4.803 x 107° Fr.
e El camp eléctric es mesura en statvolt/cm. Un statvolt/cm = 300 V/m.

e El camp magneétic es mesura en gauss. Un gauss = 107 tesla.

En la practica, com hem dit, el Sl és el sistema adoptat comunament, sobretot en
treballs experimentals i aplicacions tecnologiques. Tot i aix0, el sistema CGS encara es troba en
alguns textos teorics i en alguns treballs de fisica nuclear a causa de la seua simplicitat en

certes formulacions matematiques.

Sistemes racionalitzats i no racionalitzats

Els sistemes d’unitats es divideixen, a més, en racionalitzats i no racionalitzats, segons com es

manegen els factors geometrics com 4 en les equacions de 'electromagnetisme.

e En els sistemes racionalitzats (com el Sl), les equacions estan formulades perqué
els factors 4m apareguen en les expressions de simetria esférica, cosa que

simplifica les equacions generals.
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e En els sistemes no racionalitzats (com el CGS-Gaussia), els factors 4n apareixen
explicitament en les equacions de camp, com en la llei de Gauss.
Equacions de Maxwell en diferents sistemes d’unitats
Sistema Internacional (Sl)

1. Llei de Gauss per al camp eléctric:

- - 1
jg dS=—| pdv
S € Jy
2. Llei de Gauss per al camp magnetic:
55 BdS=0
s

3. Llei de Faraday-Lenz:

= > a - -
5EEdl=—— B dS
C

4. Llei dAmpere-Maxwell:

Sistema Gaussia (CGS)

1. Llei de Gauss per al camp eléctric:

fﬁ Edfzélrtf pdv
S v

2. Llei de Gauss per al camp magnétic:

o
ol
QU
Ly
Il
o

3. Llei de Faraday-Lenz:
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4. Llei dAmpere-Maxwell:

1.5.2. Operadors diferencials

A continuacio, farem un breu resum de les propietats i les caracteristiques dels operadors
diferencials incidint, sobretot, en els aspectes conceptuals que els determinen.

1.5.2.1. Gradient

El gradient és una generalitzacio del concepte de derivada d’una variable, pero ara en tres
dimensions. Podem demostrar que una funcié escalar f(#), quan ens movem un dA en una

certa direccié donada per un vector unitari i, varia de la forma:

af
dA

!

Vi@ -

de manera similar a com ho féiem en una Unica dimensid.

Corol-lari: La direcci6 de variacié maxima per a la funcié f(7) és quan la direcci6 és
paral-lela al vector gradient, ja que es maximitza el producte escalar. El modul del gradient
indica com de rapid canvia en aquesta direccié. Aixi mateix, el gradient és perpendicular a la
superficie de nivell o superficie equipotencial en que la funcié és constant, de manera que el

producte escalar de la direccié de desplacament i el gradient de la funcié és 0.
Demostracio:

Siga un vector U(a, b, ¢) en una certa direccio:

- a — b — c -
U= — U, +—= U, +—=u
71 I 71 R 171 B

Definim la derivada direccional com:
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a - b c - o
Dot = i EFRD @ SO (i * s * gy =) =/
u h—0 h h—0 h

Si fem el desenvolupament en serie de Taylor de la funcié de diverses variables, tenim:

( FRES, Y + h( +hi>~

of

O+ (i)l * )3, * (e

[’ 9z

h—>0>

Podriem afegir-hi els termes d’ordre superior per a h, pero, en considerar el

h—0

denominador de la definicié de derivada direccional, si fem el limit h — 0, donaria termes que

desapareixerien pel fet de ser polinomis amb exponent positiu en h.

En cas que introduim el desenvolupament en série de Taylor anterior a la definicié de

derivada direccional, tindrem:

0@ - LA
D+ (h2) 9L n) oL )i e
%ii%f(r)-l-( Iul)ax h—>0+( Iul)}(jy h—>0+( |u|)(’)z h—>0) f(r):ﬂvf(?)

tal com preteniem demostrar.

1.5.2.2. Divergencia

La definicié operacional de la divergéncia és ben coneguda:

3
-3
Oxi

1

23
© 2025 Vicente Mufioz Sanjosé



Lligd 1: Introduccio a l'electromagnetisme

Aquesta expressio ens proporciona com a resultat un escalariles Fjiles x; son les tres
components del camp vectorial i les coordenades cartesianes, respectivament. En altres

sistemes de coordenades, les expressions son diferents.?

Pero que vol dir conceptualment la divergencia d’'un camp vectorial? La definicié que

ens portara a la mateixa estructura operacional és:

> 1 e
VF =lim —¢ FdS
Av—0 Av

Es a dir, la divergéncia en un punt és el flux del camp vectorial a través de la superficie

tancada que conté un volum tendent a 0 que envoltaria aquest punt.

4z Vegem-ho:

.@g
- +
Ay 4

Av = AxAyAz

Es tracta d’un volum en el centre del qual hi ha el punt
(%0, Y0,Zo) en qué avaluem la divergencia. En les parets del
X volum infinitesimal, podem suposar que el camp vectorial

esta ben representat pel desenvolupament de Taylor.

Ay o Az OF
+ (1) =——— + (£ a2

X0,Y0,Z0 X0,Y0,20 X0,Y0,Z0

F » ) = ?‘) ) ) + i A A
(x,y,2) (X0, Yo, Z0) + ( > ox
Si, per a simplificar la notaci6, fem:

ﬁ(xo,y, Zy) = Fo)

podem calcular el flux a través de les sis cares del cub:

15 Les férmules operatives per al cas de coordenades cilindriques o esfériques es troben en 'Annex.
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. OF Ax\_, ., OF Ax\__ . 9F Ay\_
Uy AyAz — | F, —— — | u, AyAz + FO+E7 uy, AxAz —

FO+$7 ox 2
(FO’_O_FA_y>u_’AxAz+(F+a—F¥>u_’AxAy—
ay 2 )7 ° o0z 2)7*
(E’_a_FE>u—Z>AxAy:<6—F@’+6—F7+6—F7>AxAyAz=vﬁAv
0z 2 0x oy ¥ 0z *

. . . . . . . (0F —  OF _,
|, per tant, es compleix la identitat que buscavem, ja que el parentesi (5 Uy, +$ Uy +

OF . . Ly . . .
U, | no és més que la definicié operacional de divergencia.

Vinculat amb aquest operador, hi ha el laplacia, que és la divergencia del gradient d’una

funcié escalar i que s’escriu:

Vg = V(V0)

Aquest operador laplacia es pot estendre, en coordenades cartesianes, a les tres

components d’un camp vectorial:'®

3
V2F = z V2F, U
1

1.5.2.3. Rotacional

La definicié operacional del rotacional és:

i ={(5) (B () - (P () - (B

o, en forma matricial,

16 ’expressié en coordenades cilindriques o esfériques es pot trobar a I’Annex.
25
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'@ u_y’ u_z’l

S a d 0
VxF = |— — —
dx dy 0z

E. E E

Com en el cas de la divergencia, les expressions per al rotacional sén diferents en altres

sistemes de coordenades. °

Ar z Pero qué vol dir conceptualment el rotacional d’un camp
P N vectorial? Siga una superficie oberta que conté un punt on
7o Ay volem saber el rotacional la definici¢ del qual és:
: - — . 1 > >
y (VXF)n=A1§r_r)1()B Fdl
X on 71 és el vector unitari perpendicular a la superficie, dirigit

segons el sentit de recorregut de la integral de linia (regla de la ma dreta).
Demostracio:

Qualsevol superficie infinitesimal esta formada per les projeccions sobre els tres plans
cartesians. Siga una superficie dS el vector perpendicular de la qual és 7 = n, u, + ny@ +

n,u, , aleshores,

dS = (n,dS)u; + (n,dS)uy + (n,dS)u,

d’'on dS, = n,dS; dS, = n,dS; dS, = n,dS, que sén les ombres de I'area dS sobre cada pla
del sistema de coordenades cartesia.

En la definicidé de rotacional, tenim:

>N . 1 > o>
(VXF)n = Alér_r}oﬁ 7§ Fdl

o L. (dS, . dS, . dS, . T
(VXF)(nxux+nyuy+nZuz)=(VXF) dgux+d5uy+d5uz =A1§r—lr>loEj€Fdl
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d’on es dedueix que, per a cada component del vector 17,

- 1 >
(v P = Jim, 5 §
x x

= 2NN . 1 > o
(VxF)n = AlslyrEoE f Fdl

- 1 > o
(VxF)n, = AlSiZIEOA_% 35 Fdl

Estudiem la component 1,

WP tim —— §idi= im —{(F+ L) p
XE) T _Ay,lArzn—>0AyAZ§ _Ay,lArzn—>0AyAZ 07 9y 2 ZUz

— OﬁAy . (= OF Az ., [— OF Az .

Fy — @7 Azu, — | Fy + FrE Ayuy, + | Fo — 22 Ayuy ¢ =
y 1 aF\ _. [ 9F\ _, Ay A _(an> dF,
Ay,lArzn—mAyAz dy Uz 9z) VAT dy 0z

resultat que coincideix amb el primer terme del rotacional, és a dir, la component u,.

Si ho fem per a les altres components amb altres superficies en els diferents plans,
apareixen les altres components operacionals del rotacional i és facil demostrar I'equivaléencia
operativa d’aquesta definici6 amb la coneguda férmula que defineix operacionalment el

wt={(5) ()= () - (@) () - ()

Podem dir que, si el rotacional és diferent de 0 (VX F+ 0), un molinet, situat en el

punt on avaluem el rotacional, podra girar si F' és un camp de forces.
Algunes conseqiiéncies de les definicions anteriors son que
Vx(Vg) =0

cosa que es pot demostrar, per exemple, per calcul directe en coordenades cartesianes.
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Per tant, si un camp és irrotacional, es pot obtenir com el gradient d’una funcié escalar:
VxF=0 & F = Vo

De vegades, el camp conservatiu es definira com el gradient negatiu en fer-lo
correspondre amb conceptes fisics com el potencial del camp gravitatori o del camp

electroestatic. | també, com és obvi per consideracié directa de les definicions anteriors, tenim

gue V(Vxﬁ) = 0.
1.5.3. Integrals de camps vectorials

1.5.3.1. Integral de linia o circulacio

La integral de linia no és més que la suma de les projeccions de F sobre el recorregut en qué

s’avalua.

c=fﬁ7

En el cas que el cami siga tancat, podem dilucidar si el camp és conservatiu, ja que,

quan

o~

fﬁ_’zo o VxF=0itambé F = V@ « fvwiizo

Seguint, per exemple, la definicié de Tom M. Apostol (p. 395), tenim,

czfﬁa’:fﬁ (T(t))aszﬁ ()T dt

on [ és la corba oberta sobre la qual cal integrar i els limits de la integral, juntament amb la
parametritzacid, donen el sentit de recorregut. Hem de parar esment al fet que els vectors
unitaris no cartesians podrien dependre del parametre de parametritzacié (com és el cas, o
pot ser-ho, en coordenades esferiques o cilindriques). Si sempre considerem que els limits de
la integral, juntament amb la parametritzacio estableixen el sentit de recorregut, no tindrem

dubtes respecte del signe de dt, que sempre sera positiu.
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» Com a aplicacid dels conceptes anteriors, discutiu la integracié del camp vectorial

> z
E=k

—

(22 + a?)3/2 Wz

des de l'infinit fins a un punt z, de I'eix z i demostreu que el resultat coincideix amb el

valor d’una funcié potencial

E=-V¢

1

b=k (22 + a?)1/2

1.5.3.2. Integral de superficie

Depenent de si avaluem aquesta integral de superficie sobre un camp vectorial o sobre un

camp escalar, tenim:

e el flux del camp vectorial, que pot ser a través una superficie tancada o oberta,
@ = j FdS

e laintegracid (sumatori) de la densitat superficial, per exemple, d’'una densitat de

massa o carrega sobre una superficie determinada

Q=1 o(7)dS’

SI

on hem introduit la variable amb prima per a indicar que aquesta sera la variable

d’integracid i que el que importa sén els valors de o sobre la superficie S’.

» Com aexemple, demostreu que el flux d’'un camp A= f(r)7 através d’un casquet esféric

de semiamplitud 6, i radi a és

@ = f(a)a2n(1 — cosB,)
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> Aixi mateix, demostreu que és el camp A = f(r)7 és conservatiu per a qualsevol funcié
f@).

1.5.3.3. Integral de volum

En aquest cas, ens interessa I'avaluacio de les fonts (densitat volimica), o bé la suma de les

components vectorials d’un camp, dins d’'un volum tancat.
0=[ o(idv ; B:] A (#)dv'
V! v’

La indicacié prima (‘) té el mateix significat que en el cas de la superficie, és a dir, que es refereix

als valors de la densitat de carrega, o les components del camp, en els punts del volum V',

1.5.4. Teoremes integrals

A continuacid, analitzarem alguns dels teoremes, corol-laris i aspectes més significatius de les
integracions de linia, superficie i volum que solen apareixer en el context de

I'electromagnetisme.!’

1.5.4.1. Integracid entre dos punts. Integral de linia o circulacio

Lavaluacié de la integral d’'una certa funcidé entre dos punts quan estem en un problema

monodimensional és:

[[(&)ax = o) -f@

a

Aquesta mateixa estructura es manté en tres dimensions, pero ara amb el gradient:

-

b
f (Vo) d7 = 0(B) — 0(a)

-

a

No oblidem que

17 Vegeu la demostracié d’aquests teoremes, per exemple, en Marsden & Tromba, L8, p. 461 i segiients.
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V@dr = d@, +dp, + d@, = dd

Com veiem, el resultat de la integral és independent del cami i, per tant, si el cami és

tancat
f VO dF = 0

1.5.4.2. Teorema de Gauss

El teorema de Gauss, de la divergéncia o de Gauss-Ostrogradsky, estableix que

f vﬁdv:f £ as
174 S

on fﬁ indica que és una integral tancada, és a dir, que tenim un volum i una superficie que
I'envolta completament. En altres paraules, si sumem totes les fonts de divergencia dins d’un
volum, el resultat sera el flux del camp a través d’una superficie tancada que conté aquest

volum.

Podem obtenir una demostracié conceptualment simple i intuitiva considerant la

definicié de divergencia i dividint el volum V en elements infinitesimals:

- - 1 — - — -
f VF dv =ZVF AV, :Z{ lim — [ F dSi}VVi =Z{ lim fF dSl-}
v : — (av;—0 AV; — (AV;—0
l L
Les superficies comunes a dos volums infinitesimals contigus donaran un flux total O,
ates que, en un volum, el vector de superficie apuntara en una direccid perpendicular a la

superficie que el conté i en l'altre contigu, en la direccidé contraria. En conseqiiencia, només

ens quedaran sense compensar els elements infinitesimals de la superficie exterior:

Z{lim j?dsi-}: f F d§
AV;—0 S

i ext
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> Com a exemple, comproveu el teorema de Gauss'® per a un camp vectorial que en

coordenades esferiques esta definit per:
-
A = rcos0 U, + rsinf iy + 1 sinbcose U,

1.5.4.3. Teorema Stokes
El teorema de Stokes estableix que
f (VxF) dS = 3€ Fal
s.0. c

on C és el contorn sobre el qual recolza la superficie oberta (S.0). Noteu que la superficie pot
tenir qualsevol forma i el resultat sera el mateix per a qualsevol superficie que compartisca el

mateix contorn de suport.
Demostracio:

A partir de la definicié ja vista de rotacional

1 5 o

(VxF) i = lim F dl

AS—0 B c

subdividim la superficie oberta S en elements infinitesimals

= 1 = - = - - -
f (VxF)7 dS=E lim —f F dl Asj=§ 1im7§ F dl =f Fdl
S ] ASj-)O AS] Cj ] ASj—>0 Cj I

Ates que els diferents contorns de superficies contiglies van en direccions oposades
(perqueé els vectors de superficie tenen la direccié de la normal exterior), la circulacié s’anul-la

en cada superficie infinitesimal i al final només ens queda el contorn exterior.

8 Hem de reiterar que el teorema de Gauss es compleix per a qualsevol volum, considerant les fonts de
divergencia que s’hi inclouen.
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» Comproveu el teorema de Stokes en una semiesfera per a un camp vectorial que en
Y . Y = 1—)
coordenades esferiques esta donat per A = ~ Uy

» Repetiu l'analisi si la superficie fora plana (és a dir, el cercle que sostindria la semiesfera) .

1.5.5. La funcid delta de Dirac (6)

Les carregues (o les masses) puntuals no tenen dimensié espacial, cosa que pot generar
singularitats en el punt en qué es troben. Per a descriure aquests punts en un marc integral,

es fa servir la funcié delta de Dirac definida com:

0 si x#0
oo si x=0

5(x) = {

En el domini integral, aix0 ens condueix a:
f 6(x)dx =1

La delta de Dirac no és una funcid en sentit usual sind un limit:1°

%2

= 1i = lim ——p €2
o) = Iy = me

> Esun bon exercici representar aquesta funcié per a diversos valors de € (per exemple, amb

https://www.geogebra.org/graphing?lang=ca )

Algunes propietats de la delta de Dirac sén:

| £e86e = x)dx = £

% En la bibliografia, es poden trobar diverses definicions equivalents. Vegeu, per exemple, Arfken & Weber.
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En tres dimensions:

5(F) = {0 Si

co  Si

L=
I+
S o

f §(Mdv =1
V—ooo

fAEF —7o)dv = f(7p)

V—ooo

1.5.6. Alguns resultats d’interes per al desenvolupament del curs

Al llarg del curs ens caldran alguns resultats que ara demostrarem i que en aquest moment

plantegem només com a qiliestions matematiques.

1.5.6.1. Quant val V (r%)?

En7 # 0 ésimmediat demostrar per calcul directe que el resultat és: V (:—3) = 0.

En 7 =0 resoldrem a continuacié la singularitat i en

A
z
I
v demostrarem el valor. Siga un volum V que conté el punt
_, v 7 = 0 al voltant del qual considerem una esfera de radi €
T
menut (volum v") i apliquem el teorema de Gauss al volum

diferencia (V — v"):

- —

7 n
f V—3 dv=0= f —3dS
v—v' T s T

on S son les superficies que contornegen ambdés volums i V (r_3) = (. En consequiéncia,

- > — - —

T rn rn
f V_S dv = =] —3d5+] —3dS
v—v' T sy T s, T

v
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d’on deduim que

> =

rn rn
—3 dS =S —3dS
T r
Sy Sy
;o . " = 7, .
En la superficie interior (corresponent al volum v') n = —~,Jjaque la normal exterior
va cap a dins del volum v':
- — - o>
rn rr 5
— —dS = —dS = —dS = < 4me” = 4n
r3 r4 r2 g2
S.r Syt Sy

d’on deduim que

T o .
) perque la integracié ens done 4m?

Com podem expressar V (r3

- - —

T rn
J. V—3dU=j —3d5=477,'
v T sy T

Si aprofitem la definicid de la delta de Dirac, podem dir que, si V% = 416 (7), el
r

resultat de la integracid en el volum sera coherent amb el que s’ha demostrat amb la integracio

en la superficie i, per tant:
o) = { 0 si ##0
r3 4ns(F) si 7=0

ja que amb aixo:

-

j v dv:j 476 (7 Ydv = 4
v T v
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1
1.5.6.2. Quant val V? (—)?
-
Una altra de les expressions que ens apareixeran reiteradament durant el curs és el laplacia,

(),

Considerem 7 # 0; si calculem V( )(en coordenades cartesianes, per exemple), és

.

immediat demostrar que V (%) = - (r%) O, fins i tot més facil, en coordenades esfériques:

1\ d/1\_ 1 7
V(?)ZE(?)“r=‘r—zur:‘r—s

-

Per tant, el laplacia V2 (%) ==V (r%) pera r # 0, és:

()

Per a 7 = 0, podem veure que, aprofitant-nos del resultat de I'apartat 1.5.6.1, es pot

escriure:

o= ofp )] ()=
_——= - —_ = — — | =471 r
r3 r r
També es pot demostrar aquest resultat sense recdrrer al coneixement de la

divergencia de Vr_3' En efecte, avaluem el laplacia excloent-ne el punt 7 = 0, i considerant la

L, 1 1
funcio T la qual, quan & = 0, ens dona el terme - del nostre problema.

fv2<1)d_f 1d 2d(1>d_
Voo Vr2 4 g2 Ve V_)oorzdrrdr V12 F €2 v=

f ( ( 1 )d _f 1 d( 1 )d _
V—ooo; £—>0r2 dr 2 (rZ + 82)3/2 V= V—o0; €50 7"2 dT (Tz + 82)3/2 v=

dy = r?dr sinf d dp\  —3e’4m
jm, (r2+ez)5/2 v=3e fﬂvm CZrenZ )" 32 "
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Es a dir, la integral té la solucié —4m.2° Aixi mateix, com haviem dit, quan € — 0, tenim

1 . 1. . . . 1
ue —— tendeix a = i el valor —47 sera el que podrem associar amb la integral de V? (—)
q Vr2+4e2 r a P & r

En resum,
vz(}):{ 0 si 7#0
r —4ns(F) si =0
1.5.6.3. Quant val Vx (r’—j) ?

. N .. =3 7 .
Si fem el calcul en coordenades esferiques, essent F = s tenim:

l

— —
Uy Ug

_¢
2¢ 1 - -
. r salne rSLanG g _ u.ee (_?) u_(p%
- 30 30 rsin 1) r
E. 0 0

. , . , . . .,0
Sir # 0, el resultat és nul i, sir = 0, ambdds sumands donen la indeterminacié 5 aue

resolem aplicant la regla de L'Hopital:

fowl
a[r sm@] "~ sinf
[6 i

ﬁ =1‘
or

Queda, doncs, demostrat que el resultat és nul, com podiem esperar pel fet de ser un

camp central.

. Zd
20 E| valor de la integral fooo (—(rzigzr)s/z

https://www.calculadora-de-integrales.com/ ).

1 . . ..
)=§ es pot obtenir directament en linia (vegeu, per exemple,
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. ., . 1 = L,
1.5.6.4. Sobre la integracio en volum de funcions amb =z on R=7—7

Siga la integral seglient:

1
hi) = | ) e dv' = | gGay
14 14

7]

on una vegada més les 7 indiquen els punts en qué avaluem els camps i les 7’ indiquen els

punts on estan definides les fonts.

Es pot demostrar que la integral convergeix si hi ha el limit

lim g@,dv' =1,

-0 V-,

on v, és el volum esféric que conté 7 i el radi del qual és &; és a dir, la distancia maxima arno
excedeix de €. Aquesta és la situacié que tenim en els nostres problemes fisics, perquée, com
que f(7") és continua i acotada prop del punt # = 0, hi ha una constant M>0 en aquest volum

de radi ¢, tal que

lf@dl <M

i, per tant,

Vegem-ne la integral:

bo=[ = [ Lav
3\r) = #U: — av
1,glr—rl‘?‘ ». R¢

&
on la contribucid de I'esfera menuda de radi € sera:

&

€4TR? 4wRG~®)
L#) =| — dR=———
3(1) jo R (G—a)

0
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gue no presenta cap problema, sempre que a < 3; de fet, quan € — 0, la integral és nul-la
(0Obviament, sempre que «a < 3). D’altra banda, la contribucié V — v, té un valor finit, atés

qgue l'integrand és finit.

En la Llei de Coulomb I'exponent és 2, i podem justificar, també, la absencia d’una
singularitat, quan el denominador tendeix a 0 pensant que el volum dv (que depén del radi al
cub) tendeix més rapidament a 0 que lI'increment que es produeix en l'integrand com a

conseqliencia del fet que el denominador depén de la distancia al quadrat.

1.5.7. Demostracio que les condicions del teorema de Helmholtz impliquen que
el camp decreix a l'infinit, si més no, com 1/r2

De la definicié de 13,
F=-Vp+Vxd

NG
Q)()_EL,R(**’)

| c@y
A = Efv, R Y

Fon [ SO gl [ L),
"an ), RG) ), RG )

F=—l| s@yw (1>d’+1 L@
T ), VR Tan ), Y RG ) Y

B, 1 A 1 1 1 . . 1
F=——| SV, (—) dv' + — {— V,.xC(r") — C(r")xV, (—)} dv’
. R R R

41 A1 )y
477.' {

Si el punt camp esta molt allunyat de les fonts (tendint a I'infinit), aleshores

- | av]

VI

Introduint aixo en I'equacié de F, tenim:
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e 1 (7 i a 1
B = — if 5(?')dv'—ixf E@Edv’ +0(—)
4 (r3 ), 37 )y r3

Com que les fonts sén integrables, aquestes integrals son finites i, per tant,

|[F(#)| < =10 (r—3)

1.5.8. Notes historiques. Alguns detalls cronologics

e 600 aC: Tales de Milet observa que, en fregar ambre amb pell, aquest pot atraure
objectes lleugers. Es un fenomen electroestatic. Aquesta és una de les primeres

observacions documentades de |'efecte eléectric estatic.

e 1600: William Gilbert, metge de la reina Elisabet | d’Anglaterra, encunya el terme
“electricitat” en la seua obra De Magnete i diferencia entre magnetisme i

electricitat.
¢ 1660: Otto von Guericke construeix una maquina electroestatica.

e 1729: Stephen Gray descobreix que l'electricitat pot fluir a través d’alguns

materials (conductors), pero no a través d’altres (aillants).

e 1733: Charles du Fay identifica dos tipus de carregues electriques (positiva i

negativa).

e 1747-1752: Benjamin Franklin proposa la teoria del fluid electric uUnic i realitza el
famas experiment amb la milotxa, que demostra que els llamps de les tempestes

son descarregues electriques.
e 1780: Luigi Galvani descobreix I'electricitat animal.

e 1771-1781: Henry Cavendish estudia molts fenomens eléctrics, possiblement
abans que Coulomb, perd, com que no va publicar molts dels seus descobriments,
aquests només van ser coneguts postumament. Va treballar amb condensadors

(el que ell denominava "ampolles de Leyden") i va mesurar la conductivitat de
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materials. Fins i tot va calcular la capacitat eléctrica d’'una esfera i va arribar prop

del concepte potencial eléctric.

1785: Charles Coulomb formula la llei que descriu la forca entre dues carregues
electriques. Usa una balanca de torsié per a mesurar forces eléctriques entre
carregues puntuals. La seua llei és analoga a la llei de gravitacié de Newton, pero

per a carregues electriques.

1800: Alessandro Volta inventa la primera font continua de corrent, la pila voltaica.

1820: Hans Christian @rsted descobreix la relacié entre electricitat i magnetisme.

1820-1825 — André-Marie Ampeére formula la llei d’Ampére, que quantifica la forga

entre corrents electrics.

1827: Georg Simon Ohm formula la llei d’Ohm, que descriu la relacid entre

voltatge, corrent i resistéencia.

1830-32: Joseph Henry (1797-1878) descobreix la induccid electromagnética de

manera independent, gairebé al mateix temps que Faraday.

1831: Michael Faraday demostra la induccié electromagneética: un corrent pot

generar-se mitjangant un camp magnetic variable amb el temps.

1860: James Clerk Maxwell unifica la teoria electromagnética amb les seues

famoses equacions de Maxwell.

1879 - 1882: Thomas Edison desenvolupa el corrent continu.

1887 i 1888: Nikola Tesla desenvolupa el corrent altern, amb importants

aplicacions industrials.

Segle XX: La teoria quantica i la fisica de l'estat solid permeten explicar els

mecanismes microscopics del flux d’electrons.
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Llico 2
El camp electroestatic

2.1. Introduccio

2.2. Llei de Coulomb

2.3. Camp electric. Divergencia i rotacional del camp electroestatic
2.4. Teorema de Gauss
2.5. El potencial electroestatic. Equacions de Poisson i Laplace

2.6. Contingut complementari

Bibliografia general

Griffiths, David J.

Textos avancats:

Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba.

Jackson, John David.

> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la lligé s’inclouen les referéncies bibliografiques completes.
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Llico 2:
El camp electroestatic

2.1. Introducciod

El camp electroestatic és la descripcié fisica i matematica de la interaccié entre carregues
electriques en repos. El seu estudi forma part de l'electroestatica, una branca de
I'electromagnetisme que tracta fendmens en qué no hi ha moviment de carregues (corrents).
Aquesta aproximacié permet simplificar moltes situacions i construir les bases conceptuals de

la teoria electromagnética completa.

Historicament, I'estudi de I'electricitat comenga en 'Antiguitat, quan fildsofs grecs com
Tales de Milet van observar que, en fregar ambre amb pell es produien atraccions entre cossos
lleugers. Tot i aix0, no va ser fins al segle XVIII quan es van comengar a formalitzar aquestes

observacions en termes quantitatius.

Un dels exits més importants en aquesta linia va ser la formulacié de la llei de Coulomb
el 1785, que marca el punt de partida de l'analisi del camp electroestatic, seguit pel
desenvolupament del concepte de camp eléctric per part de Michael Faraday en el segle XIX,

i la seua formalitzacié matematica per part de James Clerk Maxwell.

Revisem el concepte de camp: Suposem que una carrega (o conjunt de carregues)

genera una pertorbacié o canvi en les condicions de I'espai, de manera que, si posem una

carrega de prova q (g — 0) que no modifique el camp, apareix una forga F.

Definim el camp eléctric com:

-

- . F
E = lim—
q-0q
Cal entendre el limit amb el significat fisic que la carrega de prova no modifica el camp

en aquests punts.
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Bibliografia per a I'apartat 2.1

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L4.

2.2. Llei de Coulomb (Coulomb-Cavendish)

La llei de Coulomb, formulada per Charles-Augustin de Coulomb el 1785, descriu la forca entre
dues carregues eléctriques puntuals.?! Aixi, a partir d’experiments amb una balanca de torsio,

Coulomb va descobrir que la forga és:

e directament proporcional al producte de les carregues,
e inversament proporcional al quadrat de la distancia entre elles,

e dirigida al llarg de la linia que uneix les dues carregues.

Matematicament, aquesta llei és analoga a la llei de la Gravitacié Universal de Newton,
amb la important diferéncia que la forca eléctrica pot ser repulsiva o atractiva, depenent del
signe de les carregues. Coulomb va ser el primer a publicar els resultats encara que, segons

sembla, Henry Cavendish els havia demostrat abans. Aquesta llei es concreta en

z 4 >N T2\ D
= > q(¥) ¢'(*') R
R q F(T) =k R—3
q' ’
r =g - -
. onR=r-—r'.
r >
y -
Abusant del llenguatge, podriem dir que F és la forca que

X

la carrega q'(7") exerceix sobre q(7), tot i que, com és

obvi, la forca que exerceix q(7*) sobre q'(7') és la mateixa, perd canviada de signe.

Noteu que, en aquest cas, la prima (7') ve associada a la carrega prima q'(7").

21 Fixem-nos que quan diem puntuals volem dir que les seues dimensions sén molt menudes en el context de
I'experiment, i com a idealitzacié/modelitzacio, parlem de carregues puntuals.
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La constant de proporcionalitat, en el sistema internacional racionalitzat (vegeu la lligd

2
L — 8987551787 10° 25§ la &, = 8,85 10712

e c? Nm?2 m

C? _ farads

1), té el valor: k=4

denomina permitivitat del buit.

Cal indicar, en aquest moment, que un punt clau per al desenvolupament de bona part

de les teories fisiques és I'aplicabilitat del principi de superposicié lineal, pel qual |la forca total

- —
que exerciria un conjunt de carregues seria la superposicié de les forces individuals, F = }}; F,.

Bibliografia per a I'apartat 2.2

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L2.

2.3. Camp eléectric. Divergencia i rotor del camp electroestatic

El concepte de camp eléctric va ser introduit per Michael Faraday en el segle XIX. Faraday va
proposar que les carregues no interactuen instantaniament a distancia, sind que generen un
camp que ocupa l'espai circumdant. El camp eléectric, com ja hem dit, es defineix com la forca

per unitat de carrega que actua sobre una carrega de prova positiva:

-

N F
E = lim—
q-0(q

Aixi, el camp generat per una carrega puntual g’ es definira com:

2 1 q@)
E®) =—"——=
) 4me, R? Ur

on

R=7#-#

Recordem, una vegada més, que la distancia sense prima és la referida al punt camp i

la distancia amb prima indica el punt font (on hi ha la carrega que genera el camp):

1 q'@)[F—7]
dme, [F— PP

= 1 q' @)
E = - -
) dmey |¥ — 172

=
u

P
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A partir del principi de superposicié lineal, per a un conjunt de carregues puntuals, el

camp sera:

1 q () [F—-7]

: 4re, |77_7—,>i’|3

E@® =

D’una manera semblant, per aplicacié del principi de superposicid, podem deduir que

el camp associat a una distribucié de carrega per unitat de volum sera

B 1 j pEy P71
VI

~ ne, F— 7]

formulacio que també sera aplicable a distribucions superficials o lineals de carrega:

N 1 o(@) [ -7

E(F) — f (_)) [ e ] dS,
Amey ) |7 — 7|

. 1 AF) [P =7

E(‘F)) — J‘ (_))[ — - ] dll
Amey ) [P = 7|

A continuacio, obtindrem les fonts de divergencia i de rotacional del camp, el
coneixement de les quals sera necessari per a la definicié univoca del camp, segons el teorema

de Helmholtz.

Si apliguem l'operador divergencia a I'expressié del camp, tenim:

Recordem que
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Lligd 2: El camp electroestatic

ique

Per tant,

f p(7") 4n6(§) dv' = @
0 Jy!/

VrE: (?) = <
0

equacio que ens relaciona la divergencia del camp (en un punt) amb la densitat de carrega en

aquest mateix punt. Aixo dona lloc al que es coneix com a primera equacié de Maxwell:

vi =2
€o

Si, per altra part, apliguem l'operador rotacional a la definicié del camp eléctric, tenim:

VxR = v IGRA Uil Pl —[ oiv =71
rX B =N X 4mey Jyr 17— 73 VT 4me, V,pr rx |7 — 7|3 v

[F—']

=73

Com que és un camp central, el seu rotacional sera zero, cosa que anul-la les

fonts de rotacional en el cas estatic.

També es pot veure com:

Una consideracié addicional és que a partir de
V,xE#® =0
per aplicacio de teorema de Stokes, es pot escriure:
| wxEas= §E di=o
s
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Lligd 2: El camp electroestatic

igualtat que evidencia el caracter conservatiu del camp electroestatic.

Per tal d’aprofundir els conceptes d’aquest apartat:

» Demostreu que el camp eléctric que crea un cercle de radi a amb una densitat superficial

de carrega constant, g, en punts de I'eix que passa pel seu centre, és:

» Demostreu, aixi mateix, que el camp eléctric és nul en z=0.

Bibliografia per a I'apartat 2.3

Marqués, Ricardo, L1.

2.4. Teorema de Gauss o llei de Gauss

El teorema de Gauss,?? formulat per Carl Friedrich Gauss, aplicat al camp eléctric, estableix
que el flux del camp eléctric a través d’una superficie tancada és proporcional a la carrega total

tancada al volum envoltat per la superficie:

€o €o

f Ed§=f vF:dv'=f P 4y 9r
S’ v’ v’

La llei o teorema de Gauss sempre es compleix i en certes condicions de simetria, amb
I'eleccié d’una superficie gaussiana adequada, ens permetra obtenir el camp eléctricamb més

facilitat que la integracié directa, com és el cas, per exemple, del camp generat per:

e una carrega puntual (simetria esférica)
e un fil carregat (simetria cilindrica)
e un pla carregat (simetria plana)

e una densitat de carrega en volum que només depenga de la distancia a l'origen.

22 Vegeu el contingut complementari de la Iligé 1.
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Lligé 2: El camp electroestatic

» Com a exemple dels avantatges d’aplicar el teorema de Gauss,

A
. podem demostrar, per integracid directa i per aplicacié del teorema,
4 é'; que el flux, sobre un pla com el de la figura, del camp eléctric generat
al/s
r » Peruna carrega puntual situada a una distancia g, és
1 q

24¢,

» Vegem-ne un altre cas. En l'interior d’'una esfera de radi a, hi ha una carrega Q distribuida
amb una densitat constant p = p,; demostreu que el camp eléctric, en qualsevol punt de
I'espai exterior, és el mateix que el que crearia una carrega puntual de valor Q situada al
centre de l'esfera.

> Siara la distribucié de carrega fora de la forma p = p, (r — a), com canviaria el camp?

» Com a exemple addicional, demostreu que el camp en la interseccié de dues esferes de
radi a, carregades amb densitats uniformes de carrega +p y — p, amb els centres

separats una distancia &<2¢, és constant.

Moltes vegades, ens trobem amb la presencia de conductors en equilibri electroestatic.
Si diem que un conductor esta en equilibri, aquesta expressio implica que no hi ha moviment
de carregues en el seu interior. Tot i aix0, el conductor té molts electrons lliures, encara que la
carrega total siga 0. Perque estiga en equilibri, el camp eléctric ha de ser 0 alla on es troben
les carregues lliures i (com veurem) el potencial, que definirem en 'apartat seglient, sera, per
consegiient, constant. Com a consequiéncia, si hi afegim carrega, lliure de moure’s, aquesta
carrega estara en la regiéo més exterior (a la superficie com a idealitzacid), per tal que el camp
en l'interior continue sent 0 i aixi puguem parlar de —i tinguem- equilibri. Hem d’insistir que,
quan parlem de carrega, entenem que és un excés de carrega sobre la situacio d’equilibri inicial

del conductor. Tornarem sobre el tema en la lligo 4.

Per tal d’aprofundir en aquests conceptes, analitzem els exemples/problemes segiients.

»  Siguen dues plaques conductores planes

61 0'1

e, o, molt llargues de gruixos e;ie,. Estan
carregades amb una densitat total o;io0y,
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Lligd 2: El camp electroestatic

respectivament. Demostreu que les densitats de les cares externes dels conductors sén
iguals i que en les cares interiors sén iguals, pero canviades de signe.

» Suposem ara que, sobre un conductor descarregat pla de gruix d, tenim una densitat de

z 0 carrega p en una placa de gruix e. Demostreu que la

d densitat de carrega induida en el conductor és g = —pg

en la superficie de contacte amb la densitat de carrega.

Bibliografia per a 'apartat 2.4

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L2.

2.5. El potencial electroestatic. Equacions de Poisson i Laplace

Comengarem aquest apartat definint, a partir de diferents punts de vista, el potencial eléctric
per a trobar, una vegada en tinguem la formulacid en funcid de les carregues, les equacions
diferencials que el caracteritzen amb les quals, conegudes les condicions de contorn, es pot

abordar I'obtencié del potencial sense necessitat de coneixer totes les carregues.

2.5.1. El potencial electroestatic

El potencial electroestatic és una funcié escalar que descriu I'energia potencial eléctrica per
unitat de carrega en un punt de l'espai, pero ates que, de moment, no parlarem d’energia, ens
conformarem amb el plantejament que el potencial electroestatic és una eina matematica que

permet obtenir el camp electric a partir d’un pas intermedi.
En efecte, com que el camp electroestatic és conservatiu, deriva d’una funcio potencial
-
E=-V¢

En conseqiiéncia, les linies de camp sén perpendiculars a les superficies equipotencials
del potencial electroestatic. D’altra banda, si el camp és 0 en un conductor, el potencial sera

constant, com ja haviem anunciat.
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L'us del potencial facilita el calcul en molts problemes i permet descriure el treball en

moure carregues entre punts del camp.

N
Vegem la integracié del camp electroestatic en un cami entre dos punts d i b.

és a dir, la integral és independent del cami, com ja podiem deduir del caracter conservatiu del

camp eléctric.

Definim el potencial electroestatic en un punt dcom la circulacié del camp
electroestatic canviada de signe des de l'origen de potencials al punt a:
a - -
¢(a) — ¢p(origen) = —f E dl
origen
Usualment, l'origen s’escull en l'infinit (sempre que no tinguem carregues en la
modelitzacié del problema) i la diferencia de potencial entre dos punts vindra donada, com
hem dit anteriorment, per

B -

¢(b) — (@) = —f E di

-

a

o per inferéncia directa a partir de la definicié de gradient,

-

b

o(b) - p(@) = j v dF

a

d’on també es pot deduir

tri
Il

V¢

tancant el cercle argumentatiu.
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Com hem dit, la definici6 del potencial (escalar) electric implica que el camp
electroestatic és perpendicular a les superficies equipotencials, cosa que indica la direccidé de

maxima variacio del potencial.

En cas de tenir dos potencials que difereixen en una constant, ens donaran el mateix

camp, que és el que té sentit fisic, i aix0 estableix una certa indeterminacié en el potencial,
Si ¢’ = ¢ + constant, E= —V¢p = —V¢'

Malgrat tot, si treballem amb diferencies de potencial, com sera el cas, aixo no sera un

problema.

Una altra possible indeterminacio seria el fet que dos potencials diferiren I'un de l'altre

en un potencial de gradient nul:

¢p=¢'+¢Y i que VY=0

La indeterminacioé es resol, novament, prenent un origen comu de potencials, per

exemple, I'infinit per a distribucions finites de carrega, que sén les que tenen sentit fisic.

Per a una carrega puntual, el potencial en funcio de les fonts ve donat a partir del camp

eléctric per:

Beyo L 40 1 G-
dmeg|F— 72 T T dme, F- P

.

T

¢<F)—¢<oo)=—f§di: q (1_1) q

o ey \r 00 4mteyr

i, a partir del principi de superposicio, podem obtenir el potencial per a una distribucié de

carrega:

() 1 f p(7) dv’
14

~4ne, ), RGP
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| semblantment per a distribucions superficials o lineals de carrega.

Una altra manera equivalent d’obtenir I'expressié del potencial d’una distribucié de

carrega és directament a partir del valor del camp:

S 1 o) [P =7 1 p(#)R
] p(r) [ ]dv’=j p(r") dy' =
%4

/ 47'[80 R3

7
1 1 1 1
_ =1 V _ d ! — _ V =1 (_) d !
4'77.'80 ,[VI p(r ) " (R v 47'[80 r _]‘-/I p(r ) R v

Per comparacié amb

il

= VO

obtenim el mateix resultat anterior:

o) = f p(#") (Ri) dv' + constant
-

4me,

2.5.2. Equacions diferencials per al potencial electroestatic: Equacions de
Poisson i Laplace

A partir de E = —V@, tenim que

VE = —V(V$) = —V?¢ = @
0

El que es coneix com a equacio de Poisson, que estableix la relacid entre el laplacia

del potencial i la densitat de carrega en aquest mateix punt.

D’altra banda, en els punts en que no hi ha densitat de carrega, tindrem el que es coneix

com a equacio de Laplace:

V2 =0

54
© 2025 Vicente Mufioz Sanjosé



Lligd 2: El camp electroestatic

Lavantatge, quan podem calcular el potencial, és la facilitat d’obtencié del camp
eléctric per derivacid. Aixi, si coneixem les condicions de contorn del problema?3, podem
abordar la resolucié d’aquestes equacions diferencials com a pas previ al calcul del camp

eléectric.

Com és possible que el potencial continga tota la informacié del camp E? La rad és que

I'existéncia del potencial implica que Vx E = 0 iviceversa, que conté la restriccié de la igualtat

de les derivades creuades.

» Enaquest context, demostreu que el potencial i el camp en punts de |'eix z, creats per una
circumferencia de radi a situada en el pla x, y, el centre del qual coincideix amb el centre
del sistema de referéncia, i carregada amb una densitat lineal de carrega A, queden definits

per:

@) = Aa
¢(2) = 2¢0(a? + z2)1/2
B() = Aazi,

2¢9(a? + z2)3/2

» Demostreu que la component radial del camp anterior en les proximitats de I'eix (a una

distancia Ar) és, aproximadament,

AaAr

Ey(z,Ar) ~ 4e,(a? + 22)5/2

(2z% — a?)

» Considerem que el potencial mitja temporal d’un atom d’hidrogen neutre és donat per:

qe %" ar
4me, (1 * 7)

¢(r) =

23 En abséncia de densitats superficials de carrega, les condicions de contorn que imposen la continuitat del
potencial i de la seua derivada normal en les superficies delimitants constitueixen un conjunt necessari i suficient
per a garantir I'existéncia i la unicitat de la solucié de les equacions de Laplace i de Poisson.
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on g és la carrega electronicaia = - sent a, el radi de Bohr. Quina sera la distribucié de
0

carrega corresponent a aquest potencial?

» Siga ara un nuvol de particules carregades, en equilibri, amb una densitat de carrega que

depen de la distancia a l'origen d’acord amb

2
p:{po(l—r/az) per a 0<r<a'
0 per a r>a

Obtingueu el potencial a tot I'espai.

Bibliografia per a I'apartat 2.5

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L3.
Griffiths, David J., L2.

2.6. Contingut complementari
2.6.1. Que ocorre si tenim regions en que la densitat de carrega és constant?

Partirem de I'equacié que ens defineix el camp a partir de les fonts en un volum V':

——— dv' =
yr dmey ¥ = 7|3 41e, R3

Fo = 1 p() [ = 7] 1 [ IR
VI

o (22) =00 )+ (e

podem posar

P #90 (7) = ¥ (,)(:) ) - (7)vp @
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igualtat que, incorporada a I'expressio del camp, ens permet escriure

£, o Qo = | {5 (B2)- Qe o)

La primera integral té similituds amb la divergéncia d’un camp (vectorial), pero es tracta

del gradient d’un escalar. Vegem com podem trobar una equivaléncia al teorema Gauss o de

la divergencia.

Suposem un camp escalar 1 i el multipliquem per un vector constant u, i apliquem el

teorema de la divergéncia o de Gauss,

f Vi) dv' = | Vi +uav@)}dv' = {ﬁv(z/))}dv’zjg Vi dS’
1744 v’ v’ s’

Traient el vector constant fora de la integral i simplificant, tenim que:

L’V(v,b)dv’:jgs’tpd?

que sera una nova igualtat derivada de les propietats vectorials i del teorema de la divergencia.

Aplicant aquesta identitat a la primera integral de |la nostra equacié del camp eléctric,

tenim:

1 ' 1 )
f 7. (PE\) 4y - GO
Atey )y R dmey Jgr R

i ens queda

Ey=—L ¢ PO 4e 1 fv | {(l> V.p (F’)}dv’

T 4meyJo R ~ 4me, R

) . 7 . . \ 1A N . . ,
L'equacio anterior mostra que, en les regions en que p (') = p,, és a dir, és constant,

la segona integral sera 0 i, per tant:
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22 1 Po .z Po j 1 5
E(r) = —dS' = —ds’
< A1re, L, R dmey Jgr R

integral que és purament un factor geometric.

Logicament, I'aplicacié de la versié modificada del teorema de la divergéncia exigeix

que la densitat de carrega siga continua (en la fisica “real” ho sera) en el recinte d’integracio.

Des d’un punt de vista formal, si hi apareixen discontinuitats, les hauriem d’excloure
mitjangant parts de S que les engloben i treballar amb les regions independents que ens

apareixerien.

Si la distribuci és limitada (ocupa només una regié de I'espai, és a dir, p (¥ > o) =
S, 0), les parts de la integral de superficie que s’allunyen fins a l'infinit

no donaran contribucio:

ho=f +h e

OO

Com que els vectors de les superficies S; i S, sén iguals i oposats en direccid, tenim

) o 0 .
3€ p(r)ds,zf ZIGONTN §£ P2 1o 35 —dS’=j€ PL=P2 g
S R S1 R S, sooR S R

on p;ip,son els valors de la densitat de carrega en punts infinitament propers a la

discontinuitat, i, per tant:

= 1 P1— P2 ;2 1 f { 1 5
E@ = 45" - (%) 7 G} v’
< 4me, ,fs R dmeg Jy v, \R/ 7 p(F)ydv

sera I'expressié aplicable a aquest cas, expressié que considera la presencia de discontinuitats

i la possibilitat que la densitat de carrega no siga constant.
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. o ) 1
2.6.2. Que ocorreria si la Llei de Coulomb no fora exactament com —?
r

Com és sabut, una distribucio esferica superficial constant de massa no crea camp gravitatori
en el seu interior pel fet que la gravitacié depéen de la distancia com a = Aguesta evidéncia va

suggerir a Henry Cavendish I'experiment de demostrar que, si tenim un conductor esferic
carregat i I'envoltem per un altre de connectat amb I'anterior mitjangant un fil conductor de

dimensions negligibles, la carrega se n‘anira a I'exterior.

Que passaria, doncs, si la Llei de Coulomb no fora exactament amb una dependeéncia

. 1
espacial r—z?

» Considerem dues esferes conductores concéntriques, centrades a l'origen del sistema de
referéncia, connectades per un fil conductor de dimensions no significatives en el
problema. Lesfera interior de radi b i carrega desconeguda q,, i I'exterior de radi a i carrega
coneguda q,. Suposant que el camp electric d’'una carrega puntual vinguera determinat

per

—

 4me, r2tS
ond K 1.
Demostreu que la carrega g, seria

q+6b{2b In(2a) — (a + b)In(a + b) + (a — b)In(a — b)} + 0(6?)

TR

Adaptat de Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, p. 23.
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2.6.3 Comportament del camp electroestatic i el potencial en travessar una
superficie carregada

Per a estudiar aquest problema, considerem un cilindre fictici menut, amb les parets laterals

T ) perpendiculars a la superficie. Si fem el cilindre

— o
—_J

U

suficientment menut, el flux a través de la
superficie lateral sera negligible i I'Unica
carrega que ens quedara dins del cilindre sera la que corresponga a la superficie. Per tant, per

aplicacié del Teorema de Gauss, tenim:

— - — O-(FI)
§ £as=[ v =g s
s/ V' s’ &o

d’on és immediat deduir que

on les E,, ; son les components normals del camp eléctric.

Respecte de les components tangencials del camp, considerant que vxE = 0 tenint

en compte el Teorema de Stokes, tenim que

[
»

2

2 -

1 U f vX§d§=5£ E di
_> S’

L

A

d’on es dedueix, quan l'apliguem a la circulacié de la figura on els costats laterals sén molt

menuts de manera que el paral-lelepipede esta a una distancia infinitesimal de la superficie,

que:
Eip =E¢q
Pel que fa al potencial, el que produeix aquesta distribucié superficial de carrega seria:
1 1
r) = ) (—)dS’
() = e js o) (R )
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per la qual cosa és immediat concloure que, en punts a la mateixa distancia a banda i banda
del pla, el potencial sera el mateix, ja que només depén de la distancia en valor absolut. Per

tant, en aquestes condicions, el potencial és continu.

2.6.4. Potencial en una regid de 'espai limitada per una superficie on coneixem
el potencial i el camp electric

Fins ara, per a l'obtencié del potencial en un punt 7, necessitem conéixer totes les distribucions

de carrega a I'espai i aplicar I'expressid

() =

=), (7) e
4'77'-‘(:0 V—>oopr R Y

Pero realment necessitem coneixer totes les carregues per a determinar el potencial?

Aquesta és la qliestié que abordem en aquest apartat.

Estem interessats a conéixer el potencial en un punt 7 i coneixem la densitat de carrega
en un cert volum limitat per una superficie, perd sabem que fora del volum també pot haver-

hi carregues.

Apliqguem el Teorema de Gauss a un vector ¢V, dins del volum en qué coneixem la

densitat de carrega:

OGNS = [ Vo (v = [ (99,20 + @i70)] v
14 14
Si fem el mateix amb YV, ¢ i les restem, tindrem:

ff[cb(F’)VrflIJ(F’) — (), p(F)] dS" =
J;/ [((pvr'zw + (Vr’q)vr’¢)) - (IIJVTIZ¢ + (Vr’qjvr’¢))] dv' =

J, @20 - 9,79 v
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que és una de les conegudes com a Igualtats de Green. Obviament, ¢ i { han de ser continues

i derivables.

Siga ¢ el potencial electroestatici = %. Recordant que

R _ ,1
R Voy i que V. i —4n6(R)

<
ﬂ\
/-~
|
N———
Il

i substituint en 'anterior igualtat, obtenim, en cas que 7 estiga dins del volum:

P (—4nB(R)) — =V, 2p()| dv' =
v R

1 ' R 1 .
~amp@ - | E(—p - )) av' = § [ﬁw) —EWW')] s’

En conclusié, el potencial vindra donat per

2 1 I_é d 1 nd ar 1 p(F,) 4
o) _E{f [—ﬁ¢(r)+ﬁvr,¢(r )l d5}+4ngofv " dv

Es a dir, I'efecte de qualsevol carrega exterior a V per al calcul del potencial als punts
interiors esta determinat pel valor del potencial i la seua derivada normal (el camp eléectric) en

la superficie, amb els vectors de superficie dirigits cap a fora de la regio V.

Si, per contra, el punt 7 és exterior al volum, la demostracié anterior ens permet

establir la igualtat

e e {ﬂ ¢(*')——vf¢(?')]ds}

o Jy

Aixd implica que I'efecte de les carregues interiors al volum V, per als punts exteriors,
és equivalent a les integrals de superficie del potencial i el camp electric perpendicular a la
superficie. El vector de superficie dirigit cap a fora del volum com abans. Com es veu,

I'equivaléncia és completa.
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Lligé 3: Desenvolupament multipolar del potencial electroestatic
Llico 3

Desenvolupament multipolar del potencial
electroestatic

3.1. Introduccid
3.2. Desenvolupament multipolar del potencial electroestatic
3.3. Potencial i camp d’un dipol electric
3.4. Distribucions de dipols eléectrics

3.5. Contingut complementari

Bibliografia general
Griffiths, David J., L3.

Textos avangats:

Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, L1.

Jackson, John David, L4.

> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la lligd s’hi inclouen les referéncies bibliografiques completes.
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Llico 3:
Desenvolupament multipolar del potencial
electroestatic

3.1. Introducciod

El desenvolupament multipolar del potencial té les arrels en els treballs de matematics i fisics
del segle XVIII i XIX. Pierre-Simon Laplace, amb la seua famosa Equacié de Laplace, i Carl
Friedrich Gauss, amb la seua Llei de Gauss, van establir les bases de I'analisi del potencial. Més
endavant, cientifics com James Clerk Maxwell van utilitzar els desenvolupaments multipolars
en els seus Tractats d’Electricitat i Magnetisme per a descriure els camps generats per a
distribucions de carrega.

Per que un desenvolupament multipolar?

Quan s’analitza el potencial eléctric generat per una distribucié de carrega, sovint
estem interessats en el comportament d’aquest potencial a grans distancies de la regié en que
hi ha les carregues. En aquest limit, no cal conéixer tots els detalls de la distribucié de carrega;
només cal conéixer-ne certes propietats globals. Aixd motiva el desenvolupament multipolar,
una tecnica matematica que permet expressar el potencial electroestatic com a suma de
termes que decreixen amb la distancia i que representen diferents contribucions geomeétriques

de la distribucio de carrega. Vegem-ne algun exemple.

Dues carregues puntuals amb signes

diferents.

Vist des de lluny, la carrega total és,
naturalment, 0. Aix0 seria una primera

aproximacio, ja que sabem que hi ha

carrega. Perd, si ens hi aproparem

prou, veuriem el comportament

clarament diferent que hi ha en les
proximitats a aquestes dues carregues. Entre aquests dos limits és on el desenvolupament

multipolar pot mostrar avantatges.
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Suposem una distribucié de carrega com la de la figura seglient:

At
//r //l q L N tot I . II \ . . s ” ,
+q === 1lg a carrega total és nul-la, perd una aproximacié millor és
: | : ! considerar les parelles que dos a dos formen aquest
|
! T conjunt de vuit carregues
I 1 7 —q ) gues.
Ve - - 47
—-q +q

El fet de voler coneixer el potencial i el camp a grans distancies, no ens hauria de ser
alie. Trobem l'interes que té en moltes situacions, com ara el camp que creen les molecules
que, tot i ser neutres, poden generar un camp, com és el cas de les molécules polars (com és

I'aigua) o els atoms sotmesos a un camp extern.
. 1
Abordarem el problema fent el desenvolupament en serie de Taylor del terme Zen el

potencial, analitzant els diferents components de la serie, que anomenarem multipols

eléctrics.

Bibliografia per a I'apartat 3.1

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L6.

3.2. Desenvolupament multipolar del potencial electroestatic

Suposem que en un cert volum V hi ha una densitat carrega p(7'); el potencial electroestatic

-
en un punt 7 és:

N G
‘l’(r)‘zmeofv R

Recordem que en aquesta expressié hem posat (podem posar-hi) I'origen de potencials

en l'infinit, ja que es tracta d’una distribucid de carrega confinada a V.

Volem avaluar aquest potencial lluny de la regié on p(7') # 0, és a dir, quan 7 >>>

N 1 . . .
7' max- EN aquest cas, podem expandir = €N una serie multipolar. A partir del valor de R:
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12 1

s o 2 , i r 2r
Re=rc+7r""—=2rr'cos@ =r 1+—2——cost9

T r

—

sent @ I'angle entre els dos vectors 7 i 7.

La igualtat anterior es pot reescriure com

12 ’

/2
r 2r
R=T[1+r—2—7c039] =rvl+e¢

amb
r't 2 r'? — 27 ¢
€= ——Tcose = |——

r2

i substituint € pel seu valor, quedant-nos amb I'exponent quadratic a r’, el desenvolupament

en serie quedaria aixi:

L_tf 1 7 12 F?'2+ 1
R r 2r2  rz2 8\ r? T

Aix0 es pot reformular amb els Polinomis de Legendre P,, que sén un conjunt de

r2 2\ r2 212

PR3/ 1r'?
1+—+ = ———..

polinomis ortogonals que sorgeixen freqlientment en la solucié d’equacions diferencials,
especialment en problemes amb simetria esferica. Els Polinomis de Legendre es representen
habitualment com PB,(x), on n és un nombre enter no negatiu que representa el grau del

polinomi.
Els Polinomis de Legendre venen definits per

—1" g
P = S (e

i satisfan I'equacié diferencial?*

24 \egeu Annex A.4.
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d*y dy
2 =
Q1-x)55—-2x—+n(n+1y=0

coneguda com a Equacio diferencial de Legendre.

A partir dels esmentats polinomis, el desenvolupament en serie es pot escriure aixi:

i el potencial queda de la manera seglient:

66 =5 | e = f w1 [ re(ER(cost) v’
r) = ——~dv' = —— n+1frpr . (cosB) dv
4mey ), R(7F,7') Ameg LT v

Aquests polinomis, com hem dit, sén ortogonals en I'interval [—1,1], és a dir:

. 0 si n#m
| P@redx=]
_1 =
2+ 1 nem
Els primers polinomis de Legendre soén:
Py(x) =1
Pi(x) =x

1
P() =5 (3x* = 1)

Py(x) = %(59(3 —3x)

D’altra banda, com ja hem vist, es poden utilitzar altres expressions equivalents per a
expressar el desenvolupament en serie. Per exemple, si reprenem el desenvolupament en

serie amb &, tindriem,
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I PO A ki 2+ I PTG ‘o1r?
r 2r2  rz 8\ r? o r? r?

2 2 1?2

En incorporar-lo a I'expressio del potencial, el primer element donara lloc al terme

monopolar, el segon donara lloc al dipolar i els altres dos sumands formaran el terme

quadripolar:

Monopolar = f p(7)dv" = Qeotar
v

Dipolar =p = j ' p(7)dv’
v

Tensor Quadripolar = Q; ; = f [Bx{xj — 0y 7"'2] p(7")dv’
%

Aquests termes ens permeten escriure els tres primers sumands del potencial com

- - 1 3
Qtotal pr xixj

Ameyr  Ameyr3  Amey L 215 Y
L]

P(F) =

» Per a aprofundir en aquests conceptes i formulacid, es pot demostrar que el moment
dipolar i el tensor quadripolar de dues carregues puntuals +gq (0,0, a/z) i—

q (0,0, — a/z), situades en els punts que s’indiquen sén

ﬁ = qaﬁz
0O 0 O
0O 0 O
0O 0 O

Deduiu com es comporta el potencial i analitzeu el cas limit quan el dipol, mantenint-ne

el valor, tinguera unes dimensions negligibles.

» Un altre exemple és el de dues distribucions lineals de carrega paral-leles, rectilinies i

indefinides separades una distancia a que tenen densitats lineals de carrega + 1 i — 4;
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estem interessats a saber el potencial quan la distancia entre els fils és molt menuda

respecte a la resta de distancies en el problema.

» Enl'apartat 3.5.4 tenim un altre exemple sobre el calcul dels moments multipolars d’'una

distribucié de carrega.

Bibliografia per a I'apartat 3.2

Griffiths, David J., L3.
Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L2.

3.3. El potencial i el camp d’un dipol eléectric

La definicié de dipol eléctric p = fv 7'p(7")dv’ens permet escriure el potencial d’aquest

dipol, tal com hem vist en l'apartat anterior, en la forma:

= 1 1 =1 =1 ! =1 =1 ’
GPaip () = yr ﬁfv 7' p(7")P;(cosO) dv' = yr = ; ' p(7r")cosB dv
1 F ! ( "I) d r __ ﬁ?
 Amey 13 ), TPV S regr?

En el cas de dues carregues puntuals iguals i de signe oposat, el moment dipolar es pot

obtenir a partir de la definicid, p = fV 7' p(7")dv’, per a obtenir el resultat conegut de cursos

anteriors,

=y
Il

)
QU

http://tesla.us.es/wiki/inde
x.php?title=Archivo:Campo
-dipolo-
electrico.png&limit=250

negativa amb la positiva.

Com més a prop estiguem d’aquestes carregues, més apreciara el camp la diferencia
entre la zona propera a la carrega negativa i la zona propera a la carrega positiva. Per contra,

en allunyar-nos, el detall de “proper” quedara difuminat.

Continuant amb els aspectes teorics d’aquesta llicd, per a calcular el camp eléctric del

dipol electric, farem:
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Lligé 3: Desenvolupament multipolar del potencial electroestatic

B = —v (2
= 4meyr3

on, per simplicitat, hem posat el dipol en 'origen del sistema de referencia. Tot i aix0, el resultat

i el métode d’obtencié és completament general i nhomés hauriem de canviar 7 per R (si

situarem el dipol en un punt 7).

En cas que excloem el punt 7 = 0,%° on es troba el dipol, tenim:
pr R 7 7 R 7 R R 7 . 7
v, ) =px err_3 +T—3x(erp)+ r—3Vr p+(er)r—3=0+O+0+(er)r—3

resultat en qué el segon i el tercer sumand s’anul-len perque les derivades actuen sobre els

punts camp i el primer, perque el rotacional d’'un camp central és zero.

Calculem la component associada a P, i,
< a><xﬁx + yii,, +zﬁ’z>
p —
Y0x) \(x2 + y2 + 22)*2

Sifem x2 + y2? + z2 = A, per a simplificar I'escriptura, derivant, tenim:

_ -3 _ -3 _ 3 _
(Pxily) {A T2t x—A /2 Zx} + (paily) {YTA 2 Zx} + (i) {ZTA /2 Zx}
o (r? —3x? o (—3xy o (—3xz

= DylUy T + Py E + PxU, E

De manera similar, per a les altres components, obtindriem:

R {r2—3y2}+ R {—3xy}+ . {—Syz}
Uy {——— U {——= U, {—
PylUy 1 PylUx s Pyluz 1

%5 Des del punt de vista fisic, I'exclusié del punt # = 0 no té cap objeccid, ja que, conceptualment, no té sentit
ocupar-se del punt en qué no podem posar la carrega de prova, ates que esta ocupat pel dipol generador del
camp. Tanmateix, abordem matematicament aquest problema en l'apartat 3.5.3, de contingut complementari.
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o (r? =322 o —3xz o —3yz
U,y —— Uy — Uy ——
pZ Z AS/Z pZ X A5/2 pZ y A 5/2

Sumant els tres resultats i agrupant ens queda:

v (ﬁ) _ rp=3@nN7
re (x% + y2 + 22)°2

i el camp eléectric sera:

1 3@pAFr-r’p 1 3@NTF-r*p
 4me, (x2 + y2 + 22)°/2  4me, rs

E(®) =-V¢

O generalitzant per a qualsevol posicié del dipol

En aquest context, podem considerar una entitat idealitzada

https://www5.uva.es/ema
g/proyectoEMAG/html/di
polos/dipolo.html

caracteritzada pel seu moment dipolar i que no té dimensions.?® La nova

entitat (modelitzacié de la realitat) sera el dipol eléctric puntual i tindra

un potencial i un camp electric exactes que vindran donats per

# pT
¢dip(r) 4‘T[£ r3
B, 3T —pr?
E@) =-v¢ = 4renrS

sent 7 la distancia del dipol (situat en I'origen del sistema de referéncia) al punt camp. Aquest

camp té simetria axial respecte a p i apareix en I'estudi de multiples contextos fisics.?’

26 Aquest punt de vista no és més que el que apliquem a la definicié d’una carrega puntual o una massa puntual,
gue caracteritzem simplement pels efectes que té en el camp eléctric o el gravitatori.

27 Molécules polars, antenes, propietats de materials, interaccions entre atoms i molécules, per esmentar-ne
només alguns contextos.
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Hem d’insistir a assenyalar que, en aquest cas, les expressions del potencial i el camp

sén exactes, perque, en no tenir dimensions, qualsevol punt esta “molt” allunyat.

El moment dipolar depén de la posicio de les carregues (distribucié de carregues); ens

plantegem si el valor depén també d’origen del sistema de referéncia.

Comencem amb aquesta qliestié: quin seria el moment dipolar d’'una carrega puntual?

La resposta és immediata a partir de la definicié de moment dipolarp = f 7' p(7")dv’, que,

14

referit a una Unica carrega, ens proporciona el valorp = 7 'q. Aixo ens indica clarament que,
si la carrega esta situada fora de I'origen, aquest moment dipolar tindra un valor determinat.
No hem de perdre de vista que és una magnitud associada a un desenvolupament en serie per

a 'obtencid del potencial.

Analitzem el cas general d’una distribucio de carrega. El moment dipolar, vist des de dos
sistemes de referéncia amb els respectius

origensen 0, i 0, és:

b= | #pCiDdv
VI

B, = f Ap(7)dv'
VI

Obviament,
p(#)=p(#H) = p(#) i # =7+0,0,
Per tant,
b= | Fp(Dav = | (#+0,0;)p(7dv =
1744 v’
0,0, | p(iddv + | #p(iav' =0,0; [ p(iddv' +7;
V' v’ v’
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Es a dir, si la carrega total és nul-la, el moment dipolar no depén de l'origen. A més, el

moment monopolar també seria 0.

Respecte del terme quadripolar o tensor quadripolar, en aquest tensor els termes de

la diagonal sumen 0 i és un tensor simétric Q; ; = Q;;.*®

» Com a exemple del que acabem d’explicar, es pot

yA
demostrar que el potencial escalar de la distribucié de
44 ® g;
carregues puntuals de la figura, on les carregues sén |q;| =
UL ——@ 4z » @, correspon a
+—> y 2
g B ) 1 (—3qd
xX,y,z) =—— z
4 Amtey | 1> 7

i les coordenades y, z sén les que defineixen el pla del paper.

» Per a completar aquest apartat, podem calcular el camp eléctric dels exemples de calcul
de potencial de I'apartat anterior, 3.2.
Bibliografia per a I'apartat 3.3

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L2.

3.4. Distribucions de dipols electrics

En medis materials és comu que no hi haja carrega lliure, encara que pot haver-hi dipols
infinitesimals dp” als quals podem associar un potencial eléctric diferencial
dp R

dp() = 4megR3

28 A partir de la definicid dels elements del tensor
Quj = [, [3xix] — 6, 7"*] p(#)dv’
la traca sera:
Y30u =23 fV [3x{x] — 6, 7”'2] p(7)dv' = fv [((BX3xix; — 37"2)] p(7)dv' = fV [3(7”'2 -
r'?)] p(#)dv' =0.
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Es defineix la polaritzacié P com una densitat de dipol electric per unitat de volum, de

manera que:

i, per aplicacio del principi de superposicio, el potencial associat amb una distribucio de dipols

sera:

dv' =

cp(f):fvd(p(?):fv dpR 1 jvif

4megR3  4me,
vl—ﬁ—vl—lfﬁvld'
r(R>_ RE- T (R) Tang ), T (R) Y

(on entre les linies verticals hem incorporat la igualtat que hem aplicat per a obtenir la nova

equacio).

Considerant que

substituint, tenim:

(*)—1 fv ﬁd’jlvﬁd'
0= ), \R) ) VP
_ ! fﬁd§’flvﬁd’
" 4ng, |Js R L, R

on hem aplicat el teorema de Gauss a la primera integral.

Podem veure |'expressid anterior com el potencial degut a una distribucié de carregues

IR
lligades, equivalents a la polaritzacié P, tal que en volum seria:

pp(¥) = =V, P(¥)
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i en la superficie, la densitat superficial seria:
op(#) = B(HA

sent 71 el vector normal exterior a la superficie que conté el volum V.

L1 () ., [ p@)
$() = 4-7'[80{,]; R as +fv R dv}

Es pot demostrar que la carrega total equivalent a la polaritzacié en un volum és 0,

només sumant (integrant) les densitats pp i gp.

Aquesta formulacié ens permet aprofitar resultats obtinguts amb carregues reals per a
obtenir el potencial associat a distribucions de dipols, com ara la modelitzacié de materials,

potencials moleculars, electroestatica en biomolecules, etc.

» Com a exemples d’aplicacié dels conceptes anteriors, es pot demostrar que el potencial i
el camp eléctric en punts de I'eix z generats per una distribucid lineal de dipols 7 (tenint
una direccid 1,) en forma d’anell de radi a, centrat a l'origen i situat al pla z=0, es poden

expressar, per a punts z>>>a, com

Taz
Ta
E =1u
(Z) Z£0|Z|3

Bibliografia per a I'apartat 3.4

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L2.
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3.5. Contingut complementari

3.5.1. Angle solid

|II

Langle solid és una mesura de la porcié de camp “visual” que ocupa un objecte des d’un punt
especific. Es I'equivalent tridimensional d’un angle pla, perd en comptes de mesurar una

obertura en un pla, mesura una obertura a I'espai (un con).

En pot donar una imatge intuitiva la situacio segiient: si observem diferents objectes
des d’una posicid fixa, I'angle solid ens diu quant del cel o de I'espai que hi ha davant nostre
ocupa aquest objecte des del nostre punt de vista (idealment puntual). Un exemple, també
demostratiu, és una llanterna que emet llum. El feix de llum és conic; aquest con conforma un
angle solid. Si la llanterna il-lumina una porcio de I'espai reduida, té un angle solid menut; si

il-lumina una major area del cel, I'angle solid és més gran.

Aixi com un angle pla es mesura en radians, I'angle solid es mesura en estereoradians
(sr), que és la unitat del sistema internacional. Un angle solid d’1 sr cobreix una porcié de
I'espai tridimensional igual a una superficie esférica d’area r? sobre una esfera de radi r. Per

tant, una esfera completa té un angle solid de 4n estereoradians.

La definicid matematica d’angle solid és

Q_f RdS'
S R3

- -
on R és la distancia des del punt des d’on volem veure I'angle solid fins a la superficie dS’.

3.5.2. Discontinuitats del potencial

Segons vam veure en la llicd 2 (apartat 2.6.3), el potencial és continu quan passem a través
d’una superficie carregada amb densitat o, com es podia demostrar facilment calculant el
potencial a una cara i I'altra d’aquesta superficie tenint en compte que el potencial només
depen de la distancia a aquesta superficie. Tanmateix, quan travessem una superficie plana
(molt llarga, infinita, com a modelitzacidé) que conté una densitat superficial de dipols electrics,

o . . . . L adp
les coses son diferents pel caracter vectorial d’aquesta densitat de dipols T = d—z .
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Suposem la situacié de la figura, on tenim un pla (infinit) amb una densitat de dipols
superficials constant i perpendicular a la superficie; el potencial en un

r punt 7 vindra donat per:

) = 1[ : (£ ds’ = — j Y (1)ds'
¢ Amey Jg HAVE  dmeg Js AR

Com que T és constant i perpendicular a la superficie: 7dS = Td§,

tindrem que el potencial es podra expressar com:

@) = 1 f (R e 1f RdS"\ _ TJ‘ Ras’
o Tane ), T \R® Tane, )y "\ RF ) T ane, ), R

3/

. R . (Rd
La quantitat entre parentesis (R S
R3

) és estructuralment semblant a la de la definicid

d’angle solid. Amb tot, haurem de considerar, i adaptar si escau, les direccions de R i de

-

dS' respecte a les de la definicid d’angle solid, per tal com, depenent de la situacio fisica

particular, hi podran coincidir o no.

En el nostre problema tenim dues situacions, segons si el punt de camp esta situat a

I'esquerra o a la dreta del pla.

Quan el punt camp estiga situat a I'esquerra del pla, el vector (la direccid) dS'esta definit

igual com el que utilitzariem per a calcular I'angle solid que veuriem des del punt camp, pero

el vector R té el signe contrari (recordem que va des d’on estan els dipols a la superficie al punt

. e ;4 (RdS'
on volem calcular el potencial) respecte al de la definicié d’angle solid ( =3 ) = —0.

Aixi mateix, I'angle solid que es veu quan el punt és molt proper a la superficie és 2m i,

si estem a |I'esquerra el potencial sera, per tant,

—10) T

¢esq (?) =

4rre,  2¢,

Si, per contra, ens trobem a la dreta de la superficie, el vector dS'esta definit amb signe

N
contrari a com ho estaria en I'angle solid que veuriem des del punt camp, pero el vector R
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=

s . . s s e Rds’ .
també té el signe canviat respecte al de la definicié d’angle solid; per tant, (—3) =, i, per
R

tant, ara

T0) T

Dare (F) = =5

4me,  2¢,

La diferencia entre tots dos potencials és la discontinuitat del potencial en travessar

aquesta superficie de dipols
Dare — d)esq =
€o

Una inferéncia d’aquesta demostracié és el valor del potencial dins d’una superficie
tancada on hi ha una distribucié superficial de dipols constant que apunta cap a fora de la
superficie. L'angle solid vist des de punts exteriors és 0; per tant, ¢, = 0 i, segons I'Gltima

equacio,
Dare — d)esq = d)fora — Pains = —

d’on

T

¢dins - = g

que és el resultat que obtindriem si considerem que, des de dins, I'angle solid és 4 i que el

S
nostre vector R té el signe canviat pel que fa al de la definicié d’angle solid, rad per la qual el

salt és:

—‘L'.Q_ T

Pains =

4me, &

3.5.3 Integracid del camp eléctric en un volum

Segons vam veure en la lligd 2 (apartat 2.6.1), per a un escalar Y, es compleix

80
© 2025 Vicente Mufioz Sanjosé



Lligé 3: Desenvolupament multipolar del potencial electroestatic
f V) dv' = f Y ds'
v’ s’

Si aix0 ho apliquem al potencial electroestatic,

LIV((p)dv':—fV,Edv'z ¢ dS’

Sl

Apliquem aquesta igualtat a una esfera de radi a. La suma del camp eléctric en I'interior

d’aquesta esfera de radi a sera:

j By =—¢ ¢(@)i.ds’
v’ s!

Certament, qualsevol volum pot ser tancat per una superficie de radi a, aixi que la

demostracid és general, i no només restringida a un volum esféric.

Vegem amb detall aquesta igualtat, comengant per la integral en la superficie:

¢(d) U,a? sinfdOde =

Sl

$(@) a? sinfdOde|cosbi, + sind(cospi, + simpﬁy)]
Sl

Si substituim el potencial per la seua expressié a partir dels polinomis de Legendre:

1 7 1« 1
p(a) = f p( )dv’ = 1 Z +1f r'""p(7")P,(cosh) dv’
v’ 070 v’

4me, R 4 an

i la integral de superficie, gﬁS, ¢(a) u,dS’, quedara aixi:

1 v 1
jg Z — J- " p(#)PB,(cos0) dv' { a®sin8dbdp[cosbii,
o 4me, Lua v/

+ sinf(cosopii, + sinfpﬂ’y)]}
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Per a resoldre la integral, fixem un punt 7’. A fi de poder utilitzar la parametritzacié

usual en coordenades esfériques, aquest punt I'escollirem en l'eix z, 7' = r'1,, la qual cosa no

restringeix generalitat, i tindrem:

1 [oe]
f p(r’ﬁz)dvj z @
v 0 am

41re
0 n=0

-1"" P, (cos8)d(cos8)(—1)dpdb|[cosbu,

+ sinf(cosopii, + sinwﬁy)]

Quan fem la integral en @, desapareixen les dependéncies en els eixos x i y, per la qual

cosa queda
1 L
f p(r'u,) dv’ f an P ) (cosB)d(cosB)cosbu,
O=1 =

Tenint en compte que cosf = P,;(cosB) i que els polinomis de Legendre son

ortogonals:
1 Osim=#n
P,(x)P,(x)dx = 2 .
]—1 T il ST
Aleshores, queda:
1 o r'™ a2
yr J;,, p(r'u,) dv’ —[9 . 2mP, P1 —d(cos)i, =
1f()d22ra_1f()d4n
4tey Jyr T VAT Y T ae - T v 3ru
1 4m p
— ! d I 0 — L
347180,];,,’0(r) vr 3&
I, reprenent I'equacio de partida,
Aoy ' SN — ’ ﬁ
j E@)dv' =—-¢ ¢(a)u,dS' = ——
V! s’ 380
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sent p el moment dipolar de la distribucié de carrega continguda en V'.

Cal remarcar que V' ha de contenir totes les fonts de densitat de carrega que generen
el camp, ja que aixi ho hem considerat en el calcul del potencial en la superficie de I'esfera que
contenia aquest volum. El resultat obtingut és aplicable, per tant, a tot volum que continga les

carregues que generen el camp.

» Un cas que incideix en I'interés d’aquesta demostracié és aplicar aquesta equacié al camp
gue genera una carrega puntual, situada al centre de la regié en el volum del qual volem
avaluar el camp. Sense fer cap operacié, podem concloure que el valor de la integral sera
0,2 atés que no hi ha cap moment dipolar associat amb la carrega puntual situada al
centre del volum.

» Unaltre cas és el de calcular aquesta suma del camp en un volum (suposem que és esferic,
sense perdua de generalitat), al centre del qual hi ha un dipol puntual. Aquesta és I'Ginica

font que genera camp eléctric en el nostre problema academic.

Siga un dipol p = pii, situat a I'origen del sistema de referéncia. Hem vist que el camp
electric és:
3T —7r2p  3pricosOu, —ripu,

E@) = =
) ATre TS AT el

Volem avaluar

2 = 2,7
3precosfu, — r*pu,

E@)dv' = j dv' =
—fv’ 0.0 4A1reyT>

3pricosOu, — r’pu
- f P v P 2 singdpdedr
0.0 4mreyr

En integrar en ¢, s'anul-len les components en les direccions dels eixos x i y. Per tant,

ens queda pel primer sumand de la integral, excloent-ne el punt =0,

29 Podria ser interessant calcular aquesta integral en un volum i comprovar que és nul-la.
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3pcos?0i, - 1 L r%dr( cos®0\|"
f — 3 2mr-sinfdfdr = 6npuzf — [ = —
ro  AmET 41e, AT 3 /I,
L 2 P S
P, 6TTpU, 3 (Inr)|§ = gpuz an

Es obvi que el punt r= 0 presenta una singularitat, cosa que tampoc no ens hauria de
sorprendre si tenim en compte que alla hi ha el dipol puntual (idealitzacié de la realitat fisica

de tenir un dipol en una regié molt menuda).

Continuem amb l'altre terme:

—r2pu 21 1
j —p: r2senfdedfdr = — i ﬁzj —risenfdfdr =
4 r,0 r3

r0,0 4TET &g
2np _, (%dr dmtp _, P A
T quA T(—COSQ)lg = ~ Ime, U,(Inr)|§ == —guz (lna)

Si sumem ambdues contribucions, tenim que

L1 1 A
LE(r)dv =£—puzan—g—puz(lna)=O

A 0 0

Pero fixem-nos que dins hi ha un dipol, i aquest resultat sembla contradir 'equacié que

haviem demostrat.

Continuem amb la integral de superficie,

: d(@) u,dS’ = r— £, r—surdS = tme, £I 23 "4, a%sinfdpdf
= 1 % 0u,.sinfdpd0o
=t . p cosO,sinfde

La integral ¢ anul-la les components en les direccions x i y, i queda finalment

" Lo 2mp _, (" . Ip.
f 2mp cosBu,sinfcosOdl = —uzf cos?0sinfdf = —=1,
0 dmtey ), & 3

4me,

En conseqliéncia,
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>N — ﬁ
ds' = —

i apareixeria una contradiccié si ens oblidem que hem exclos el punt r= 0 en la integral de

volum,

5
P
3¢,

)

Una manera de resoldre aquesta aparent contradiccio és afegir una contribucié al camp

E@)dv' = —¢ ¢(d)u,.dS' = —
Sl

A

eléctric del dipol que tinga en compte la contribucié de la seua preséncia en origen tal que:

3@AF-1%p B
@r P_P s®

E#) =
) ATre TS 3e,

i amb aquesta definicio ja és tot coherent.

Aquesta igualtat i la demostracio anterior ens permeten determinar que la mitjana del

camp electric dins de l'esfera sera:

-

P
4dmeyad

(E@) = -

3.5.4. Sobre el calcul dels moments multipolars d’'una distribucio de carrega

En aquest apartat, pretenem aprofundir en el calcul dels moments dipolars amb I'exemple
I\ . .
2 il-lustratiu de demostrar que el moment
dipolar de dos anells concentrics de radis
a i b, que tenen carregues +q i -q
distribuides  uniformement en la

circumferéncia, és 0, i que el potencial

electric a grans distancies és:

<v

a? — b?
N L 70 242 9,2
o) 167I€0T5(x +y z%)
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Lexpressio del moment dipolar és

5 = f F () dv'
vV

En el cas que ens ocupa, tenim una densitat lineal 4 i el moment dipolar vindra donat per

7 = f P

Es pot intuir que, en fer la volta completa a la circumferencia, el resultat sera 0, tant en

una distribucié com en una altra. Formalment:

- - 4 q g _q
p= f r'A(7)dl’ =f au —ad<p +f bu, —bdep =
C1+C; ¢ | 2m " 2mb

2 2
j a (cos<p1_ix + sin(pﬂ’y) zq%achp + f b (cosgoux + sm(puy) bd(p =0+0
0 0

Ens queda el calcul del tensor quadripolar:

Qi =.fv [3x[x] — 8, ; "% |p(#)dv’

Comencgarem pels elements de la diagonal,

Qux = f [3x0x% — 8y 2] A(FDAL =
C1+C;
2m q 2
f [3a2cos?p — az]—adgo—f [3b%cos?¢p — bz] bd(p =
0 2na 0

4 3a2m — 27a?) — L 3027 — 20252)) = L (42 — b2
{7 Ba?n — 2ma?) — - - (3b*m — 2mb?)} 2(a b?)

Qyy = f [3xx), — 8, r"?] A(#)dl =
C1+C,

2 q 2
3 20in2,y _ 211 d _f 3b2 fan 2 _b2 bdp =
J; [3a‘sin“¢ a]zﬂaaq) i [3b“sin“¢ ]Zb Q=

{i (3a’m — 2ma?) — 4 (3b%m — 2nb2)} _1 (a? — b?)
21 21 2
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Podem deduir el valor de @, , per la propietat de la traca del tensor que estableix:

QZ,Z = _(Qx,x + Qy,y) = _Zg(az - bZ) = —CI(CIZ — bZ)

Tanmateix, ho calcularem directament també:

Qs = f (5, 2] A(F)dl =
Cy+Cy

2T CI 2T q
S B _ _a21 4 _
J; [0—a ]27Ta adg J;) [0—b ]an bdo

q . n_ 49, 2\ — (2 _ B2
{Zn( 2ma*®) Zn( 2mh )} = —q(a* — b?)
cosa que efectivament és el resultat esperat.

Pel que fa als elements creuats,

Quy = Qyx = f [3xyx5] A(7)dl’ =
C1+Cy
2T

2
j [3a2cospsing] 1 adp — f [3b2cossing]
0 2ma 0

{%0—%0}= 0

4

2mh bdg =

Qx,z = Qz,x = f [3X,’CO] A( F’)dl’ =0

Cy+Cy
Qy,z = Qz,y = j- [3x3’,0] A(7Ddl' =0

En resum,

i el potencial corresponent sera:
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e Qtotal Z Xi x]
¢() ~ Ame,r 4n£0r3 41'[5 27 Quj

q
0404+ — T a2 — p2)(x2 + y2 — 222
+ +87‘[£0T52(a Yx+y z°)

3.5.5. Demostracio de la dependéncia/independéencia del tensor quadripolar
respecte al sistema de referencia

Siga un conjunt de n carregues q,. Siga

d = (d,dy d,)

el vector que uneix els origens dels sistemes de referéncia a i b. Siga
>1,a ->1,b 3
no =1/ +d

el vector de posicio de la carrega qy, tant des de |'origen a, com des de l'origen b.

Z
?]é'a = (xl rxz rx3 )
,b
n = (x1 X5 ,x3 )

El tensor quadripolar respecte de

b I'origen a sera:

n
La _na 1,a\2
k=1

Substituint-les x;* en funcié dels valors

v
<

respecte a l'altre sistema de referéncia,

amb origen en b, tenim:

n
Qi) = Z Ak {3x£'a X = 8,;(re)” }
k=1
n
D a3 (i + ) (" + ) = 8 [(5%) + a2 + 277 d] }

k=1

Si desenvolupem els productes obtindrem
n
qu{3 (% + dix® + dix(® + did;) — 6y [(r,éb) +d? + 2r'bd]}
k=1

Numerem els diferents sumands:
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n
qu{(1+2+3+ 4)-6,;[5+6+7]}
k=1

Siajuntem 'l i el 5 tenim el valor de ij

Vegem els termes que ens queden:

n
Z qk{3 (dixj"b + djx{’b + dldj) - 61"]' [dZ + ka"bd)] }

k=1
= 3d; Z Tk x]f’b + 34; Z qulf’b + 3d,;d; z qr — 6;; | d* Z qx + 2d z quk"b
3 3 i i i

Tots aquests termes son nuls si la carrega total és nul-la i el moment dipolar també ho és, de
manera que si el moment monopolar i el dipolar sén nuls, el tensor quadripolar és

independent del sistema de referencia.
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El potencial electroestatic
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> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la lligé s’inclouen les referéncies bibliografiques completes.
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Llico 4:
El potencial electroestatic

4.1. Introduccid. Conductors en electroestatica

Com ja hem vist, el concepte de potencial electroestatic sorgeix en el segle XIX com una eina
fonamental per a simplificar I'analisi i I'estudi dels camps electroestatics. Matematics i fisics
com Laplace, Poisson o Gauss, entre d’altres, van contribuir al desenvolupament de les eines
necessaries per a estudiar-los. Com que és una magnitud escalar, el potencial resulta més facil

de calcular que el camp electric vectorial, que podrem obtenir per derivacié.

Tractarem de resoldre les equacions del potencial, sotmeses a condicions de contorn
especifiques. Els conductors, per les seues propietats, ens permetran fixar el potencial en les
regions on es troben. De fet, fixar aquestes condicions, i establir contorns que delimiten la

regié d’interes, és una opcié fisica realista.

4.1.1. Conductors en equilibri electroestatic

Les propietats dels conductors es poden comprendre assumint que els atoms cedeixen un o
més electrons, els quals resten gairebé lliures a I'interior. Si no hi ha camps (electromagnétics)
externs, aquests electrons es mouen aleatoriament, sense ordre, i generen un gas electronic
al voltant dels ions. En el regim electroestatic, un conductor perfecte arriba a un estat en que
les carregues lliures es redistribueixen fins que el camp eléctric que actua sobre aquestes

s’anul-la; aixo implica que les carregues lliures no es desplacaran.
Les propietats dels conductors en equilibri sén les seglients:

e elcamp en el seu interior és nul,

e el potencial en tot el conductor és constant,

e les carregues (excés de carrega/carrega no compensada) es redistribueixen en la
superficie exterior del conductor, llevat que estiguen lligades,

e el camp eléctric, just fora de la superficie, és perpendicular a aquesta i el seu valor,

o

_I

coneguda la densitat de carrega, és .
0
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e eltemps de relaxacié en els metalls és de 'ordre de t~ 107" s, cosa que justifica el

model idealitzat que estudiem en electroestatica.®

Alguna de les conseqiiéncies fisiques que comporten aquestes propietats soén
I'apantallament electroestatic (gabia de Faraday) i la induccié de carregues en presencia de
camps externs. D’altra banda, si el conductor esta aillat (no connectat a una pila), la carrega
no canvia; si esta connectat a un potencial (pila), la carrega sera la necessaria per a mantenir

aquest potencial i dependra de la preséncia d’altres carregues (preséncia de camps) a I'espai.

4.1.2. Capacitat d’'un conductor aillat

El potencial en qualsevol punt de I'espai degut només a un conductor, incloent-hi el mateix

conductor, és

Amtey Jo R(F,7")

(7) = 1 j a(@") is
s

on o és la densitat superficial de carrega i R la distancia des de cada element de superficie

dS al punt on volem calcular el potencial.

Si en cada punt de la superficie del conductor la densitat de carrega o s’incrementara
a o' = ko, resultaria que la carrega total seria ¢’ = kq i el potencial corresponent seria ¢’ =
k¢, per tal com hi ha una relacid lineal entre la carrega i el potencial, cosa obvia a partir de la
definicio anterior de potencial. Es defineix |la capacitat del conductor com la relacio entre la

carrega del conductor i el potencial a que esta sotmes:

La capacitat només depéen de la geometria del conductor (forma i mida) i la seua unitat

en el Sl és el farad.

30 El temps de relaxacié d’un conductor es defineix com el temps que triga aquest conductor a tornar al seu estat
d’equilibri després de ser pertorbat per una forga externa, com un camp eléctric.
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4.1.3. Propietats d’un conductor buit

Siga un conductor buit. Pel fet d’estar en equilibri electroestatic, en

I'interior el camp és nul i, per tant, tota la regié envoltada per aquest

conductor esta al mateix potencial que hagem fixat amb una pila Sext
(respecte de l'origen de potencials). En aquesta situacid, dins del

conductor no hi ha res. Pero si, per exemple, introduim una carrega

puntual en qualsevol posicid, aleshores, sobre la superficie interior del conductor s’induira una
carrega igual i de signe contrari a la carrega puntual i es distribuira de la manera adequada per

garantir que el camp siga 0 entre les superficies interior i exterior del conductor.

En aquesta nova situacio, la de tenir una carrega puntual en l'interior, tenim diferents

possibilitats:

e El conductor esta aillat (no connectat a cap pila) i descarregat. En aquest cas,
apareixera sobre la superficie exterior una carrega positiva del mateix valor que la carrega
puntual incorporada en l'interior (per a mantenir la conservacié de la carrega) i es
distribuira com calga en la superficie exterior per a mantenir la condicié d’equilibri.

e El conductor esta aillat i carregat (carrega total Q). En aquest cas, apareixera
una carrega Q+q en la superficie exterior distribuida com calga per a mantenir la condicié
d’equilibri.

e El conductor no esta aillat (esta connectat a una pila) i, per tant, el potencial
esta fixat. En aquest cas, la carrega en la superficie exterior sera la necessaria per a
mantenir el potencial fixat amb la pila. En la superficie interior se seguira mantenint que

la carrega total és —q.

Considerem ara dos conductors carregats.

Podem imaginar linies de camp eléctric que ixen del conductor 1
i acaben en el conductor 2. Qualsevol dS a la superficie d’un
conductor defineix un tub de linies que incideix en (connecta
amb) un element de superficie de l'altre. Aquests dos elements,

que es denominen corresponents, porten carregues iguals i
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oposades, tal com es demostra amb el teorema de Gauss aplicat al volum tancat delimitat pel

tub i els dos casquets dins dels conductors.

Hi ha la possibilitat que un element de superficie d’un conductor no tinga un
corresponent en l'altre. En aquest cas, les linies de camp que ixen s’estenen cap a l'infinit.
Tanmateix, aixd0 no pot passar si els conductors tenen carrega total nul-la: segons la llei de
Gauss, el flux net del camp eléctric en l'infinit hauria de ser 0, la qual cosa implica que les linies

de camp que ixen d’'un conductor han d’acabar en l'altre.

També és important notar que cap linia de camp pot comengar i acabar en el mateix

conductor. Si aix0 passara, la integral del camp al llarg d’aquesta linia seria positiva:
JE’ dl >0
i, tenint en compte que
E Il dl
tindriem:
5 a
¢(b) — p(a@) = f Edl>0
b
cosa que contradiria el fet que el conductor és una regié equipotencial.

Una situacié particular de tot aixo és que un conductor estiga dins de I'altre conductor

buit.

Obviament, hi ha influéncia total del conductor 1 (el que es troba en I'interior)
respecte al 2, pero no hi ha cap influencia entre el conductor 1 i qualsevol

conductor exterior .
El conductor 1 queda perfectament aillat del camp exterior, ja que el 2

constitueix una gabia de Faraday pera I'l.
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Repetint les consideracions anteriors, el conductor buit té dues superficies: la interior
i I'exterior. La carrega de la cara interior del 2 és igual en magnitud i de signe oposat a la carrega

de I'1, per tal com el camp en I'interior del conductor 2 és nul.

Aixi, pel teorema de Gauss aplicat a una superficie S en 'interior del conductor 2

3€ E §=0=§ 01 dSl‘*'f Ozint ASzint
S S

1 S2int
£

on S; éslasuperficie que defineix el conductor 1 S,;,,; és la superficie interior del conductor

o, dS; = _.‘f Ozint AS2int = Q1 = —qzint
S

1 2int

2.

Si ara unim el conductor 1 al 2, el sistema evoluciona fins a un nou estat d’equilibri en
gue els dos potencials sén iguals i, com que el camp en l'interior de 2 és 0, en tota la regid
interior (incloent-hi I'espai entre els conductors) el potencial sera constant i el camp eléctric

sera 0; tindrem, per tant, que ¢; = 0.3!

4.1.4. Condensadors

Suposem que no hi ha cap conductor exterior i que la carrega total del conductor 1 (al qual li
suposem el potencial més gran i, per tant, carrega positiva) és g, . La capacitat d’aquest sistema

es definiria com

C= 41
0 — 0,
Aquesta configuracié és la que es coneix com un condensador.

En I'apartat 4.1.2 hem parlat de la capacitat d’un conductor. Aquest concepte implica

que el conductor juntament amb l'infinit constitueix una “parella de conductors” i, vist que el

31 Recordem el que s’ha discutit en I'apartat 2.6.2, respecte a qué ocorreria si la llei de Coulomb no fora
exactament proporcional a la inversa de la distancia al quadrat.
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potencial en I'infinit és zero, |la capacitat no és més que la carrega que té el conductor dividida

pel potencial al qual esta sotmes, com haviem definit previament.

» Per tal d’aprofundir en aquests conceptes, considerem ara dos conductors esférics
concéntrics: un conductor massis de radi a, envoltat per un altre, de radi interior b i radi
exterior ¢ (a < b < c¢). Analitzeu les configuracions segiients, pel que fa al potencial i les
carregues totals en els conductors:

e carregat i aillat el massis, aillat i descarregat I'exterior,
e carregat i aillat el massis, connectat a un potencial el conductor exterior,
e carregati aillat el massis i connectat al conductor exterior, que esta aillat,

e altres.

En I'apartat de contingut complementari 4.5.1, analitzem els sistemes de conductors i

algunes consequencies per als condensadors.

Bibliografia per a I'apartat 4.1

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L6.
Griffiths, David J., L3.

4.2. Teoremes d’unicitat

Els teoremes d’unicitat garanteixen que sota certes condicions de contorn la solucié del
potencial electroestatic és Unica. Aixi, si per a una regio en la qual coneixem la densitat de
carrega es troba una solucié del potencial que satisfaca les condicions de contorn, no pot
haver-hi cap altre potencial que complisca la mateixa equacié de Poisson dins del volum i
satisfaca les mateixes condicions de contorn, la solucié és Unica (primer teorema d’unicitat).
Aixi mateix, el segon teorema d’unicitat estableix que, si en aquesta mateixa regio, en lloc del
potencial, coneixem la component normal del camp eléectric a la superficie, també la solucid

és unica.

Demostracio:

Apliqguem el teorema de la divergencia al vector ¢V¢:
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§ ovods = [ vvprav = [ [(V9) + pvglav
S \%4 \%4

Suposem que hi haguera dues solucions, ¢, i ue satisfan les condicions de contorn
1 2,
en els potencials (primer teorema d’unicitat) o en les derivades normals a la superficie (segon

teorema d’unicitat). Aplicant la igualtat anterior al potencial diferéncia, tindrem:

$ 1=V, - )7t ds = 55 (=) (52~ 2 as

= | (0@~ 92)" + @1 - 9Pty ~ V)] dv = | [(96: = 4))] v

ja que ambdues solucions satisfarien I'equacié de Poisson (o Laplace fora de les carregues) i,

per tant, V3¢ = V3¢, — V2¢p, = 0. Per consegiient,

£ (@1=¢2) (% B %) ds = J;/ [(V(¢1 - ¢z))2] dv

Les condicions de contorn sobre els potencials o sobre les derivades normals (camp
eléctric), que son les mateixes per a totes dues solucions, garanteixen que la integral de
superficie és nul-la. Com que l'integrand de la integral de volum és quadratic, i, per tant,

sempre > 0, I'Unica opcid és que

2
(V(¢1 - ¢z)) =0-Vep, =V,
en tots els punts del volum, cosa que ens condueix a ¢; = ¢, + constant.

La constant sera nul-la, ja que en la superficie ¢, = ¢, i aquesta constant és la mateixa

per a tots els punts.

Si el que coneixem sén les condicions de contorn de les derivades normals, no podem
anul-lar com abans la constant i els potencials podrien diferir en una constant, pero donarien

el mateix camp.
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Les condicions de Dirichlet (sobre els potencials) o Neumann (sobre les derivades
normals del potencial o camp eléctric a la superficie), o fins i tot mixtes depenent de la regio

gue analitzem, sén suficients per a garantir la solucié Unica.

Bibliografia per a I'apartat 4.2

Griffiths, David, J., L3.
Panofsky, Wolfgang K.H. & Phillips, Melba, L3.

4.3. El metode de les imatges (electroestatiques)

El métode de les imatges electroestatiques va ser introduit en el segle XIX per William
Thomson (Lord Kelvin) per a resoldre problemes amb conductors mitjancant I'is de carregues

ficticies (imatges).

El métode de les imatges es basa en els teoremes d’unicitat, que acabem d’analitzar.
Essencialment, la solucid del problema s’aconsegueix substituint el contorn per un espai
imatge amb unes fonts ficticies (imatge) situades a I'exterior del volum d’interés, de manera
que, substituint el contorn per aquestes carregues imatge, es continuen complint les
condicions de contorn, juntament amb les carregues reals, que no es poden haver alterat per

I'accio de les carregues imatge.

4.3.1. Pla conductor a potencial zero en preséncia d"una carrega puntual

En la figura seglient, es representa una carrega puntual situada a una distancia d davant d’'un
pla conductor a potencial zero. Es pot generalitzar facilment el resultat per a un conjunt de

carregues o una distribucié de carrega amb densitat

11 I P,

-

R, R
1 . . . .
/ Podem imaginar una carrega imatge especular per

- > simetria, i el potencial en la superficie del pla

qi q conductor sera zero, és a dir, satisfa la condicié de
contorn. No hem alterat la zona | (on hi ha la carrega

‘ : y q). En conclusio, tenim la solucié del problema si som

|||J
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capagos de calcular el potencial en la regid | format per aquestes dues “distribucions de

carrega”: la carrega original i la imatge.

El problema fisic real és que la carrega puntual g indueix en el conductor (fixat a potencial zero)
unes carregues que es distribueixen en la superficie i la densitat de les quals podem calcular si

calculem el camp en les proximitats de la superficie conductora.

El potencial, degut a les dues carregues puntuals sera:

1 (q Qi}
¢_47T£0{R1+R2

ﬁl =7r—7"=(x-d,y,z)
ﬁz =7r—7 =(x+d,y,2)

on hem posat el pla conductor coincident amb el pla y, z, d’un sistema de coordenades

cartesia.

Com és immediat de veure, el potencial en x = 0 és 0; V y, z, segons fixa la condicid

de contorn, sempre que la carrega imatge siga igual i oposada en signe a la carrega real.

El potencial i el camp electric seran, per tant:

q { 1 1 } . R q §1 ﬁz
= — — — E g — — —
¢ 4meg (R, R, LEM 4mey (RS RS

i la densitat de carrega induida en el conductor sera, doncs:

o =¢kE,
¢ ¢
0=—&— = —& =
onlgy , 0xlo,y,z

» Com a exercici, es pot demostrar que la densitat de carrega seria
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qd
0(0,y,z) = — 3
21 (y2 + 22 + d?) /2
i per integracio es pot demostrar que la carrega total en el pla és q; = —q.

4.3.2. Esfera conductora a potencial zero en presencia d’una carrega puntual
exterior

» Unaltre problema que admet una solucié simple, per aplicacié del métode de les imatges,
és veure el potencial que genera en I'espai una carrega puntual g, davant d’una esfera

conductora a potencial zero, tal com es demostra a continuacio.

1 q q;
¢a) = 41e, {R1 (a) + R, (a)}

di,+R,+=d i bu,+R,=4d

i per tant,R,(a) =

va? + d? — 2adcos6é

R,(a) = \/a2 + b2 — 2abcosH

El paréntesi, en I'equacié del potencial,

{ q + qi }
Ri(a)  R;(a)
ha de ser igual a 0 per a qualsevol angle; per tant:

qR,(a) = —q;R (@) V 6

Elevant al quadrat i desenvolupant, és facil demostrar que aquesta condicié es

compleix per a qualsevol angle si
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Aquesta solucié és intercanviable si la regié d’interes fora la interior (amb una carrega
q dins), i es podria abordar considerant una carrega imatge a l'exterior de |'esfera, mantenint

les mateixes simetries en les posicions i valors de les carregues.

Si en comptes d’estar a potencial zero, I'esfera estiguera a un cert potencial, aquesta
condicid la podriem aconseguir afegint-hi una nova carrega puntual imatge al centre de I'esfera

tal que donara el potencial desitjat en la superficie; suposem que fora
¢, aleshores Q hauria de ser 4me,a ¢,>?

En conclusid, els avantatges i les limitacions del meétode de les imatges

electroestatiques es poden sintetitzar aixi:

e Esun métode directe i elegant
e No cal resoldre equacions diferencials

e Només és aplicable de manera util a geometries simples (plans, esferes, etc.).
Els exercicis seglients contribuiran a una comprensié millor del contingut d’aquest apartat.

» Obtingueu pel metode de les imatges el potencial corresponent a un dipol eléctric
situat davant d’un pla conductor connectat a potencial zero

e quan el dipol és paral-lel al plai

e quan és perpendicular.

» Calculeu el potencial en punts (x, y, z) amb y>0i z >0 quan els semiplans z=0 amb y>0
i y=0 amb z>0 estan a potencial zero i se situa una carrega puntual gen (0, a, b ) ambaib

positius.

Bibliografia per a I'apartat 4.3

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L3.

32 En I'apartat 4.5.3, de contingut complementari, analitzem el potencial creat per un cilindre conductor en
preséncia d’una linia carregada amb densitat lineal A i situada a una distancia d.
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4.4. El metode de separacio de variables

Considerem en aquest apartat la solucid de I'equacié de Laplace, pel métode de separacié de
variables, en una regio limitada. Aquest metode es pot utilitzar si el contorn de la regi6 té una
forma tal que, en un sistema de coordenades apropiat, les equacions que defineixen aquest
contorn es poden expressar d’'una manera simple. Hi ha onze sistemes de coordenades en que
la separacid de variables és possible.33 D’aquesta manera, s'aconsegueix convertir 'equacio en
derivades parcials en tres equacions diferencials ordinaries, les solucions de les quals sén, en

principi, més simples.

En aquest curs ens limitarem a la solucié de l'equacié de Laplace en coordenades
cartesianes, esferiques o cilindriques. Les analitzem a continuacio.
4.4.1. Equacié de Laplace en coordenades cartesianes

L'equacié de Laplace en coordenades cartesianes és:

ik 02 ik
_39 0 09 _
0x? = 0dy? 0z2

Vi
Aqguesta equacié admet la solucié en separacié de variables:

¢(x.y.z) = X()Y(y)Z(2)

1 d?X(x) 1 d?Y(y) 1 dZZ(z)_
X(x) dx? +Y(y) dy? +Z(Z) dzz

Si igualem cada sumand a les anomenades constants de separacid, obtenim:

1 d*X(x)
X(x) dxz

1 d*Y(y)

Yo & - P

33 Es pot trobar un estudi avancat del métode de separacié de variables, per exemple, en el text de Morse &
Feshbach.
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1 d’2(z») ., .
mv—(“ +B°)

on, depenent de les condicions de contorn, haurem d’elegir aquestes constants reals o

imaginaries per a obtenir solucions amb qué satisfer les condicions de contorn.

Suposem que necessitem una solucié trigonomeétrica per a satisfer el comportament
del potencial en x, o, dit altrament, per a satisfer la condicié de contorn en x. En aquest cas,

I'eleccid de a real ens proporciona aquestes solucions, ja que

1 d*X(x)
X(x) dxz

té com a solucions X(x) = e®'**, de les quals podem agafar combinacions lineals

+iax _ ,—iax

X(x) =A———— = Asinax
2i

e+uxx + e—lax

X(x) =Bf=3cosax

Podem fer-ho d’'una manera semblant amb Y(y), triant 8 real. En aquest cas, les

solucions Z(z) seran també exponencials, perd no imaginaries i es podran construir com a

1
combinacid lineal de la forma Z(z) = e*2(@®+B%)% Aixi, tindrem:

1 1
Z(z) = Asinh(a? + f?)2 z + B cosh(a? + f?)2 z

En resum, el metode de separacié de variables en coordenades cartesianes permet

construir la soluciéd amb combinacions lineals de:

a) funcions trigonometriques per a dues dependéncies, més una funcid
hiperbolica per a I'altra variable,
b) dues funcions hiperboliques per a dues dependéncies, més una trigonometrica

per al'altra,
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c) una dependeéncia lineal més una de trigonomeétrica i una altra d’hiperbolica, si
una constant de separacio és 0,

d) tres funcions lineals quan les tres constants siguen seleccionades com a 0.

» Un exemple d’aquest darrer cas, ¢(x,y,z) = (A;x + A,)(A3y + A )(Asz+ Ag), és
tenir els tres plans (0, y, z); (x, 0, z); (x, y, 0) a potencial constant. La solucié general per a

x>0, y>0, z>0 seria:
¢(x,y,z) =AXxyz+B
A aquesta solucid li hauriem d’aplicar les condicions de contorn.

Tornant al problema general, la solucid incorpora uns coeficients que cal determinar en
cada cas utilitzant la paritat, el comportament i l'ortogonalitat de les funcions
trigonomeétriques o hiperboliques. Pel que fa a I'eleccié de les constants de separacio de les
equacions, hem de pensar que una eleccid adequada simplificara els calculs i donara una
forma compacta a la solucid. Altres eleccions també poden satisfer les condicions de contorn,

pero la solucio sera més dificil i I'expressio, més complexa.

z »  Siga un conductor amb forma de paral-lelepipede,

tal com indica la figura. A la tapa superior se li ha fixat

un potencial V = (x, y, c) i la resta de cares es troben a

potencial zero. Ens plantegem calcular el potencial en

— v I'interior d’aquest paral-lelepipede.

Per aplicacié del meétode de separacido de variables,

podem construir una solucié

¢(x,y,2) = X()Y(Y)Z(2)

amb les condicions de contorn segilients:

Enels plans y, z $(0,y,2) =0=¢(a,y,2)

105
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Llig 4: El potencial electroestatic

En els plans x, z ¢(x,0,z) =0=¢(x,b,2)
Enels plans x, y d(x,y,0) =0 i d(x,y,¢) =V(x,y)

En x i y, tenim zeros repetits, que es poden aconseguir facilment amb solucions

trigonomeétriques.

Com que en x = 0 el valor de la funcid és 0, la solucid es podra construir amb funcions

sinus
X(x) = Asink,x

on k, és la constant de separacio per a la dependéncia respecte de la x. La condicié d’anul-lar-

se en g es pot aconseguir amb diversos valors de k, sempre que es complisca k, ,a = nm amb

nm

n=1,23... Esadir, k., = —

Amb un raonament semblant a I'anterior, podem concloure que es podra aconseguir la

\ . . mrm
dependencia respecte de la y amb unes constants de separacio k,, ,, = >

Per a la dependéncia en z, només ens queden les funcions hiperboliques. Tenint en
compte que en el punt z=0, el potencial s’anul-la, ens haurem de quedar amb solucions de

tipus sinus hiperbolic:34
Z(z) = Csinhk, z

Les tres constants de separacié estan relacionades, de manera que

k, = /kxz + k)’

A aquestes condicions haurem d’afegir-hi la que, en la tapa, es compleix:

dp(x,y,0) =V(x,y)

34 Vegeu l'apartat 4.5.4., de contingut complementari.
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Com que la solucié més general sera una suma de totes les solucions possibles,

tindrem:

¢o(x,y,z) = z Apm Sink, ,x sink,, ,y sinhk, , 1,z
nm

¢o(x,y,¢) =V(x,y) = Z Apm Sink, ,x sink,, ,y sinhk, , mc
nm

Si apliquem les condicions d’ortogonalitat de les funcions trigonometriques i

multipliquem I'equacid anterior per sin k, ;x i integrem entre 0 i a,3 ens queda:

a a
j V(x,y)sink,;x dx = j Z{An,msinkx,nx sink,, .,y sinhk, p,mc} sin kyx dx
0 0 &=
a . .
= EZ{Al,msmky,my sinhk,; mc}
m

a . . .z a . .
on el terme S X de la integracid fo sink, ,x sink, ;x dx.

Si sorgeixen dubtes respecte de si amb els limits d’integracié se satisfa 'ortogonalitat,

es pot resoldre la integral i fer-hi les substitucions corresponents.

Fent ara el mateix per a la variable y, tindrem:
b ra
f f V(x,y)sin k, x sink,, jy dxdy =
0o Y0

ba ba
f EZ{A“" sinky,my sinhky,l,mc}sinky,jy dy = EEAl,jsinhkz,l,jc
0 m

d’on es dedueixen els valors dels coeficients 4, ;

35 Aquesta eleccié dels limits d’integracié ve determinada per ser la dels zeros repetits de la funcid sinus.
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4f0b sink,, ;y [foaV(x, y)sin kyx dx| dy

A -
b ab sinhk, ;c

. 2 PN 2
_Ir, _jr . _ I jm
on ks = ik =5 1 ety = () + (5)

» Com a exercici complementari considerem l'enunciat seglient: Amb quatre lamines
conductores molt llargues es forma un prisma de seccidé rectangular de costats 2a i 2b.
Determineu el potencial dins del prisma quan dues cares oposades es connecten a terra i

les altres dues, a potencials +V.

4.4.2. Equacié de Laplace en coordenades esferiques

Lequacio de Laplace en coordenades esferiques és:

190/ ,0¢ 1 9 o 1 9%
) _ Y (2%, - 9 — |+ —— =
V(. 6,0) =55 (r 6r> r2sinf 00 (sen@ 09) r2sing 0¢?

Comencem construint la solucido amb dues funcions, 'una amb la dependéncia radial i

Ialtra amb I'angular:

¢, 0,0) = R()Y(O, p)

on la part angular son els harmonics esferics, que sén funcions especials que permeten la
solucio, mitjangant la separacid de variables en coordenades esferiques, de I'equacié de
Laplace o l'equacié de Helmholtz.?® Es defineixen, doncs, com a solucions de l'equacio

diferencial corresponent.?’

Introduint aquesta solucié amb variables separables i operant, ens apareix:

36 |’equaci6 de Helmholtz és V2¢ + k?¢ = 0, on k és el nombre d’ones relacionat amb la freqiiéncia o 'energia,
segons I'ambit d’estudi.
37 per a ampliacid es pot consultar, per exemple, el text d’Arfken & Weber.
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1a<2+d3e>_ tant = n(n + 1)
fRaT'r dr = constant = n(n

i, operant després de multiplicar per Ysin8,

a('eay)+ L O o+ 1)Ysing = 0
96 """ 30) * simg gz T MM T Dsint =

La solucié per a la dependéncia radial és:
R(r) = A, ™"+ B, r~- "+
i la solucio per a la dependéncia angular, com deiem, es construeix amb els harmonics esférics:

Y(6,9) = 0(6)P(p)

0(8) do

sind d ;1 dO© , 1d%®
(sm@ —) +n(n + 1)sin?6 + —

do odp? 0

cosa que, en introduir el parametre de separacié

1d%0
& dp?

2

permet obtenir les solucions seglients:

peram=0-> d=A¢ +B

usualment, la regid esta limitada en ¢, entre 0 i 2t 0 multiples de 2. Aixi doncs, les solucions

fisiques per am = 0 sén constants,

peram #0 - & = (, cosmp + D, sinme

Lequacio per a la dependencia angular 8 es pot reescriure aixi:

- d('9d®)+ m+1 - Jo=o
singdo > 4o mn sin26 )
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i, fent el canvi de variable x = cos 6.

2
;—x (1—x2)3—2 +<n(n+1)—#>@ =0
Si exigim que la solucié siga finita per a x? < 0, és a dir, per a tots els valors de 6,
aleshores n ha de ser 0 o enter positiu i m només poden adoptar els valors entre —n i n. Dit
d’una altra manera, l'equacié © té solucions diferents de 0, que sén no singulars en [-1, 1]
nomeés si n i m sén enters amb -n £ m < n. Aquesta equacidé té l'estructura de l'equacio
diferencial associada de Legendre que és satisfeta per les funcions associades de Legendre de

1a, B (x), i 2a espécie, Q™ (x), on n=0,1,2... i n és un enter amb |m| < n.3®

La solucié general sera, doncs:

[ee]

&(1,0,0) = R(r)O(BO)P(p) = Z Z (Apm ™™+ By 7~ D) B(cosh)e™?

n=0m=-n

En el cas de problemes amb simetria de revolucio, la qual cosa implica que no hi ha

dependéncia de ¢, aleshores m = 0 i la solucié general queda:

[oe)

o(r,0) = Z(A" r* + B, r~™) B (cosh)

n=0

Una vegada consultat el contingut complementari de I'apartat 4.5.5, resoleu els exercicis

seglents:

38 Les funcions associades de Legendre de 2a espécie presenten singularitats en x = +1, per la qual cosa no les
considerarem en el nostre problema electroestatic. Les funcions associades de Legendre de la espécie
compleixen la relacid seguent:

m, A"

_ 2

RI) = (1= x2) "2 B ()

i B,(x) son els ja coneguts polinomis de Legendre, que es defineixen amb la férmula de Rodrigues.

dn
P,(x) = Znn'ﬁ(xz -nr
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» Una esfera conductora de radi a es troba a potencial zero al si d’'un camp inicialment

uniforme E,. Determineu el potencial i la densitat de carrega superficial induida en I'esfera

conductora.

» Al centre d’un conductor buit de radi a que es manté a potencia V,, hi ha un dipol de

moment p = pu,. Trobeu el potencial en I'interior de I'esfera i la densitat superficial de

carrega induida a la superficie.

4.4.3. Equacio de Laplace en coordenades cilindriques

Finalment, analitzarem |'equacié de Laplace en coordenades cilindriques, I'estructura de la

qual és:

10 / d¢ 1 82¢ 0%¢
Vil e,2) =50 ( ar) r2 0p? Tz 0z2

En el cas de simetria axial amb invariancia longitudinal

¢ * f(p,2)

vzq)()_rar( ?3?) 71”;1'( ?if) 0

i les solucions sén de la forma

¢(r)=Alnr+B

En el cas de simetria axial, pero amb dependencia en z,

¢ # f(p)
_ o\ 0% _
Vio(r, ¢, 2) = ‘a—( 5e) + 55 =0

les solucions seran de la forma seglient:

$(r,0,9) = R(r)Z(z)

© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé
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RII 1RI B ZII

R rR_Z

Tenim dues possibilitats segons que la constant de separacié siga T2 o —T2. Aix0 és:

En el primer cas,
Z(z) = A(T)coshTz + B(T)sinhTz
és a dir, tenim solucions exponencials per a zamb coeficients que sén funcid de T.
Si fem Tr = v, I'equacié de la part radial queda aixi:

dR2+1diR+R_O
dv?  vdv B

que és una equacio diferencial de tipus Bessel?* amb n = 0, les solucions de la qual es poden

construir amb les funcions de Bessel de 1a ( /o (v)) i2a ( Ny(v) o Yy(v)) espécie. Aixi doncs,

R = B1Jo(v) + B;No(v)

Graficament, aquestes funcions tenen el comportament seglient:

- . . . . d? d
39 ’equacié diferencial de tipus Bessel és de la forma segiient: x2 ﬁ + xd—z + (%2 —n?)y=0.
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https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%»C3%B3n de Bessel

Com es veu en les figures anteriors, la funcié de Bessel de segona espécie divergeix en

0, d’on es pot concloure que, si 7 = 0 queda inclos en la regié d’interes, aleshores B, = 0.

L'altra opcid per a la constant de separacié és que

amb solucions del tipus:

Z(z) = A(T)cosTz + B(T)sinTz
Fent el canvi de variables,
jTr =v
la solucid de la part radial queda igual que abans, pero amb l'argument imaginari,
R = B1Jo(JTr) + BNy (jTr).
Les funcions de Bessel amb argument imaginari sén les funcions de Bessel modificades:

JnGTT) =1
No(jTr) = Ky

El comportament de les funcions I, y K, es pot veure en la grafica segiient:
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https://es.wikipedia.org/wiki/Funci%C3%B3n_de_Bessel

Novament, es pot concloure que, si v = 0 esta inclos en la regié d’interes, B, = 0, ja
que K, divergeixenr = 0.

Analitzem ara el cas en queé el problema, per la simetria en les condicions de contorn i
definicio, no depen de z.

¢ # f(z)

Per tant, I'equacioé de Laplace, queda:

o0, 0) =2 (r20) L 100

ror rﬁ =0

r29p?
Construirem la solucié en la forma
o, ¢) = R(r) Fo)

Introduint aquesta solucié a I'equacié diferencial i dividint per ¢, obtenim:
rd/ dR 1d*F
e ar) 7 apr =
Assignant a cada sumant una constant, tenim:

a’l+p%=0

a’?—a?=0

Podem fer consideracions semblants a les realitzades en el cas de coordenades
cartesianes.

1d%F o
Fdp?
Si a és zero, la solucid per a F és lineal
T = AO + Bo(p
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pero la periodicitat en ¢ fa que By, = 0. D’altra banda, en aquest cas la solucid per a R és
logaritmica, cosa que fa que la solucié divergiscatantenr = 0conenr — .

Si a és real >0 les solucions F seran trigonomeétriques, que habitualment son les que
necessitarem per |'estructura cilindrica del problema. No obstant aix0, des del punt de vista
matematic també podriem suposar una solucié amb « imaginari; en aquest cas, la solucié
formal per a F seria per superposicié de funcions hiperboliques.

Anem a les solucions trigonometriques:

F =Ccosky + Dsinke
on k = a,amb la nomenclatura dels casos anteriors. Tenint en compte que les funcions
trigonometriques soén periodiques:
F(¢) = F(p + m2m)
Aixi,
F = Ccoske + Dsinkep = Ccosk(p + m2mn) + Dsin k(¢ + m2m)

i, perque aixo es complisca, k - m ha de ser sencer.

Canviem la nomenclatura i establim que la constant de separacié és n. Es a dir n=k= a.

Per tant, I'equacio diferencial per a r sera:

rd dR o,
Rdr(rdr)_n

amb n sencer, com és obvi, i n>0. La solucid d'aquesta equacio diferencial és:
R=Ar"+Br™"

i la solucié general és:

d(r,9) = R(r) F(@) = Ay + Z(An ™ + B,r ™) (C, cosng + D, sinng)
1

» Enlapartat4.5.6i4.5.7, de contingut complementari, es pot veure tant el cas general com
I'aplicacio a I'obtencié del potencial en una caixa conductora cilindrica de radi a i longitud
L, la cara lateral de la qual, aixi com la tapa inferior, estan a potencial zero. La tapa superior
esta a potencial V (7, ¢).

» Un exercici menys complex matematicament és el d’un cilindre infinit de radi a partit
longitudinalment en dues meitats que es mantenen a potencials £V, del qual volem

trobar el potencial en punts de l'interior i en punts de I'exterior.
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Bibliografia per a I'apartat 4.4

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L3.

Benito, Emilio, L4.

4.5. Contingut complementari
4.5.1. Sistema de diversos conductors: coeficients de capacitat i influencia

Considerem un sistema de n conductors i siga q; la carrega de cadascun

q; = fﬁ 0; dS;
s

i

i la carrega total del sistema sera:

n n n
qi = ng 0;dS; = f odS essent S = ZSl-
=1 i=1 "5 s i=1

El potencial vindria expressat per

_1J’ads_1nj‘aids
¢_4TL'80 < R _47'[802 aJs, R
i= t

Aguesta expressio és valida per a tot I'espai, tant exterior com interior als conductors.

L

En el conductor i-ésim, el potencial ve donat per:

Logicament, el sumand corresponent al conductor sera:

1 f 0; ds
4‘7'[80 S Ri,i ‘

Aguesta integral no divergeix, ja que
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L

3

% ds—f % dS+j % s
Riy " Jis—sn R st Rij

on S’ és una esfera menuda al voltant del punt en qué calculem el camp en l'interior del
conductor. La primera integral no presenta cap problema i en la segona tenim que S’ =

s Rl-,iz i el limit

Y __ omRy;”
lim — dS = lim ——— =0
R;i—0 Rl,l R;;i—0 Rl,l

Resolta la qliestié anterior, continuem fent el producte de la densitat de carrega pel

potencial en el conductor i-ésim:

ZJ I gs,
oibi = 4 TTEy Sj ,J
dS; = Zf 2L dsds;

Com que ¢; és constant en el conductor i-ésim (envoltat per la superficie S;),

f 0;$;dS; = ¢; | 0;dS; = ¢;q;
s

i Si

per tant,

i

f Z f I gs,ds,
47T€0 QL 5 l,

0, cosa que és igual,

i

0i0j
f Z f L 4s,ds;
4”‘90 QL 5 l,

rad per la qual podem posar
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n
i = Zpi,j q;j
j=1

on

b= 4ﬂ€o 99, Js s; Rij

Aquests p; ; s'Tanomenen coeficients de potencial del sistema de conductors. De la seua
definicio es pot concloure que son simetrics p; ; = p;; de la qual cosa es deriva que la matriu
que els engloba és simetrica. Els p; ; només depenen de la geometria, és a dir, de la posicid i

la forma dels conductors, como demostrarem en I'apartat 4.5.2 seglient.

Resolent el sistema d’equacions per als g;

n
i = Zpi,j q;j
j=1

guedaria com a solucio

n

q; = z Cij bj

j=1

Pij . . . . . . .
ongj = A#p’, i Ap és el determinant de la matriu |pi’j|. Els ¢; ; son els coeficients de capacitat

(ci;) oinfluéncia (¢; ; Vi # j). Aixi, el ¢; 1 és el coeficient que indica la influéncia del conductor

1ili-esim.

D’una manera semblant al que s’esdevé amb els coeficients p; ;, els coeficients ¢; j son
independents de la distribucié de potencials entre els conductors i només depenen de la

geometria del conjunt.*®

40 Vegeu I'apartat segiient per a la demostracid.
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A partir de la definicié de potencial,

n n
b = Zpi,j q; = Z bij
= =

podem imaginar una situacié que ens fara dotar, més clarament, de significacio fisica els
coeficients de potencial. Suposem que la carrega del j-ésim és q; =1 i tots els altres

conductors tenen una carrega nul-la:

Aleshores,

bi = pij

és a dir, el coeficient p; ; és el potencial del conductor i-esim quan el conductor j té carrega

unitat i tots els altres estan descarregats, incloent-hi el mateix i-ésim.

Una analisi semblant es pot fer amb els coeficients de capacitat:
n
q; = Z Cij P;
j=1
Si fixem el potencial del ¢; = 1 tots els altres, incloent-hi I'i-esim, els fixem a 0
aleshores,

qi = Cij

Aix0 ens permet afirmar que els coeficients d’influéncia son la carrega que adquireix
un conductor i-esim quan el j-esim té una potencial unitat i tots els altres estan a potencial nul,

incloent-hi aquell mateix.
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Caracteristiques de la matriu dels coeficients ¢; ;

La matriu dels coeficients de capacitat i d’influéncia, c; ;, té les caracteristiques segtients:*!

e

o els coeficients de capacitat son sempre ¢;; > 0,

e els coeficients d’influencia sén sempre ¢ij <0,

o lamatriu és simetrica, ¢; ; = ¢j;,

e la matriu és definida positiva, quan el potencial inclou la contribucié de les
mateixes carregues; aixo vol dir que, per a qualsevol conjunt de potencials, el

Ill

producte de la matriu dels coeficients de capacitat i influéncia pel “vector” dels
potencials és sempre = 0,

e la condicié que la matriu siga definida positiva implica que no només els elements
de la diagonal principal, sind qualsevol menor principal (que té la diagonal
principal com a diagonal), incloent-hi la mateixa matriu, té determinant
estrictament positiu,

e lacondicié de ser definida positiva implica, aixi mateix, que la suma de cada fila ha
de ser positiva o nul-la. Aixo equival al fet que I'element de la diagonal principal

(que és positiu) ha de ser = al valor absolut de la suma de tots els altres elements

de la mateixa fila (que sén negatius o nuls). Per exemple,
c11 = [c1z +c3+ -+ cqp

Analitzem amb una mica més de detall el cas d’'un condensador.*?> Considerant el

primer conductor amb carrega positiva g, determinem el potencial fent servir

b1 =P11q1 + D1292; P2 = P21q1 + D2292

$1= P11 —P12) G P2 = (P21 —P22) q

La diferéncia de potencial entre els conductors és proporcional a g:

41 Vegeu també l'apartat 4.5.2, a continuacio.
42 per simplicitat en la formulacié, no posarem la coma entre els subindexs llevat que poguera existir confusid.

120
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligd 4: El potencial electroestatic

q
¢1— 2= (P11 + P22 —2P21) q = E

S'anomena C la capacitat del sistema. La condicié necessaria perqué dos conductors
constituisquen un condensador és que el flux del camp eléctric generat pel conductor a
potencial més alt quede totalment concatenat amb el conductor a potencial inferior; és a dir,
que totes les linies de camp que ixen del positiu acaben en el negatiu (influéncia total). Atés
que la preséncia d’altres conductors i de terra, assimilable a un conductor de capacitat infinita
i, per tant, a potencial fix, desvia part del flux, la condicié d’influéncia total només es compleix
d‘una manera estricta quan un dels conductors confina geometricament l'altre (p. ex., una
geometria coaxial o esférica concentrica), cosa que garanteix que el camp extern siga negligible

i que el flux quede exclusivament entre els dos conductors.

Pel que fa a la carrega, les equacions per a dos conductors serien:

q1 = C11$1 + C12¢2

4z = C2191 + 220,

Si estem amb un condensador, com a conseqiiéncia de la influencia total g; = —q, =

q, on hem suposat que el conductor a més potencial és I'1, la difereéncia de potencial sera

¢ = ¢y — ¢ ila capacitat C = =

El resum és que

q = C11¢1 + 1292 = CP = c11¢1 + 1202
—q = 191 + 2202 2 —C = 2191 + 220
Substituint ¢ = ¢; — ¢, ioperant amb la primera equacid, obtenim:
(€ = c11)9py = (c12 + O)
i, com que ha de ser valid per a qualsevol parella de potencials,

C11:C
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C12 = _C

De manera similar, es pot demostrar, a partir de I'equacié del conductor carregat

negativament, que
C22 = C
C21 == _C

4.5.2. Sobre els coeficients de potencial i de capacitat
4.5.2.1. Simetria de la matriu de coeficients de potencial

Suposem un conjunt de n conductors carregats amb densitats de carrega o; i carregues totals
q;. Suposem un altre estat d’aquest conjunt de n conductors, perd ara amb carregues i
densitats o; i g, respectivament. Cal notar que la relacié entre les densitats superficials de
carrega i les carregues totals és lineal, és a dir, que si g/ = ko; la carrega total d’aquest

conductor sera q; = kq;.

D’acord amb la definicié dels coeficients de potencial,

f f %i9j ds; dS
Di
L 4‘7-[‘90 qi9; Sj l','

Vegem quins sén els valors d’aquests coeficients en aquests dos estats.

En el primer estat de carrega tindriem que el coeficient seria 'esmentat anteriorment.

En el segon estat tindriem:

i l ] l ]
D= f j ds;dsS j j ds;dS; = p;
" 47T€0 qlq] S; R; = 47T80k qiq; Sj R; ; b

Per tant, tots dos coeficients de potencial sén iguals i aix0 és valid de manera general,
cosa que demostra que només depen de factors geometrics que no han canviat entre la

configuracié inicial i la denominada prima (‘).
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Per extensid, podem concloure que la matriu dels coeficients de capacitat també és

simetrica i els coeficients només depenen de la geometria del problema.
4.5.2.2. Valor dels coeficients de potencial

Ates que p; ; és el potencial del conductor i-esim quan es col-loca una carrega unitat en el
conductor j-ésim i els altres conductors tenen carrega 0, la llei de Coulomb (i la linealitat del
problema) implica que aquest potencial és una suma de les contribucions dels camps electrics
de totes les carregues del sistema. L’Unic conductor carregat (i ho és positivament) és el j-ésim
i el potencial produit per una carrega positiva en qualsevol punt de I'espai és positiu (relatiu a

terra); per tant, tindrem que el potencial en I'i-esim és positiu i, per tant,p; ; = 0V i,j.
4.5.2.3. Valor dels coeficients d’influéncia i de capacitat

Pel que fa als coeficients d’influencia, com ja sabem, ¢; ; és la carrega del conductor i-ésim
guan el conductor j-ésim té fixat un potencial unitat i els altres conductors estan a potencial
zero. La Llei de Coulomb (i la linealitat del problema) implica que posar un conductor a
potencial positiu respecte als altres indueix una carrega negativa en tots els altres conductors;
per tant, tindrem que ¢;; <0 Vi #j (coeficients d’influencia). Noteu que el valor zero

només apareixera si no hi ha interaccio.

En el cas dels coeficients de capacitat, tindriem que aquest conductor estaria a
potencial unitatila resta a zero. Aixi doncs, el camp eléctric eixiria d’aquest per a anar cap als
altres conductors (que estan a menor potencial), és a dir, la carrega que té el conductor j-ésim
és positiva i, com que el coeficient de capacitat és la carrega que adquireix, queda demostrat

quec;; > 0.

El cas ¢;; = 0 significaria que, en elevar el potencial del conductor j-ésim a 1
(mantenint els altres a 0), no apareixeria carrega neta en aquest conductor. Aixo contradiu la
intuicié i I'analisi habitual excepte en casos degenerats; és a dir, el conductor i-ésim no pot
tenir carrega bé perque és un punt sense dimensid, bé perqué esta unit eléctricament a un

altre cos (i, aleshores, no és un conductor independent).
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4.5.3. Metode de les imatges electroestatiques en el cas d’un cilindre conductor
en les proximitats d’una linia carregada amb densitat lineal A

Siga una linia carregada amb una densitat lineal +A situada a una distancia d de I'eix axial d'un
cilindre conductor de radi a i longitud infinita (com a idealitzacio), connectat a un potencialgy,.

En el dibuix la linia estaria al llarg de I'eix z.

‘r y El potencial de la densitat lineal A, per

| aplicacié del teorema de Gauss és:

|=>
R2 ->
R1 ¢(R) = — In R + constant
2me,
-A | A -
R B NL.CHG X \ .
3 > Com a carrega imatge, podem suposar

|

I

I una linia amb carrega —A situada dins

| del cilindre i amb l'eix paral-lel a I'eix de
la carrega real. Quant a l'origen de

potencials, podriem imaginar una linia equidistant entre la linia de carrega real i la imatge, i

posar alli 'origen de potencial.*

A Ry

¢+ (R) = 2meg lnR_l

~1 R,

$_(R) = 2mes lnR_z
R) + ¢_(R) = ———In 2
P+ ¢-(R) = 2mey Ry

Si ens fixem en els punts del cilindre

43 En tot aix0 sorgeix un problema i és el fet que, en les dades del enunciat, parlem d’un potencial ¢, perd no
diem respecte de quin origen.
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Ri(a) = \/(d —x)? + y?

Ry(a) = V(x =) + y?

on x i y son els punts de la superficie del cilindre, referits al sistema de referencia de la figura,

punts en qué es compleix que x? + y2 = a?.

Ry(a)
Ry(a)

Perqué la suma dels dos potencials siga 0, In = 0, hauria donar-se que R,(a) =

R,(a), la qual cosa no té sentit.

Tornem al problema inicial en quée posem el cilindre a potencial ¢, respecte del 0 elegit
arbitrariament. Aquest és un punt molt important, ja que, quan diem que un conductor esta a
un cert potencial, cal indicar clarament l'origen de potencials. En el problema que estem
analitzant, hem posat l'origen en la linia R:

A R,

In==
21 an

$o(a) =

0, cosa que és igual,

R,  $o2me
—=e 1
Ry

Po4meg

SigaA =e 2 ;aleshores, tindrem:
RiA = R3
Operant, s'obté que, per als punts del cilindre, la igualtat anterior condueix a

2x(c — Ad) _Ad* —c?
1—-4  1-4A

x? +y?

Aquesta és I'equacio del cilindre. Si volem que I'eix del cilindre passe pel centre del

sistema de referéncia, el terme de I'equacié anterior que esta multiplicat per x s’haura
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d’anul-lar, ja que I'equacié del cilindre centrat en l'eix és, com haviem dit anteriorment, x? +

y2 = @2,

D’altra banda, el terme de la dreta en la igualtat ha de ser el radi del cilindre.

En resum,

4 c Ad? — c? 5
=— i —=a
d 1-A
La resolucid d’aquestes equacions ens fa que
a? _ A .
cC =— 1 = n-—
d %o 2me, d

és a dir, el potencial esta predeterminat amb la configuracio de carregues que hem establert i
el fet que 'origen del sistema de referéncia per al potencial s’haja fixat en la linia equidistant
entre les densitats lineals de carrega real i imatge, de manera que no té sentit parlar (encara)

d’un valor per al potencial al cilindre.

Podem fer alguna cosa en aquesta situacié? Seguint el raonament que vam fer en
I'estudi de l'esfera conductora a potencial zero en preséncia d’'una carrega puntual exterior
(apartat 4.3.2), si poguérem aconseguir una configuracié que ens anul-lara el potencial en el
cilindre, després hi podriem afegir una altra carrega (distribucié de carrega) per a portar-lo al

potencial desitjat.
Ens podem imaginar una altra A"’ situada a I'eix del cilindre tal que el seu potencial sera

A" Ry +c
= In
21E T

i la densitat lineal de carrega, que anul-laria el potencial ¢yen la superficie del cilindre, seria:

2me,
In Rytc
a

"= =g,
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El potencial generat per aquesta A"’ seria, doncs,

¢(r) = —po—p— =~

Recapitulant, tenim:

R l"(R°+C) A R, 1 , a ln(R°+C)
b = 2me lnR_i %0 In (Rog_ C) ) 21e, lnR_i - 2me, ( nE) In (RO} C)

En aquestes condicions, per als punts del cilindre, el potencial és O.

En conseqiéncia, si el que volem és que el potencial tinga un valor prefixat, per

exemple V, hauriem d’afegir-hi una densitat lineal de carrega A"’ en I'eix del cilindre tal que:

A Ry +c
In

V=
21e a

cosa que implica una densitat lineal de carrega

i un potencial addicional

b(r) = %4 lnR0+c

1]’1R0+C Tr
a

En resum, el potencial en qualsevol punt extern al cilindre vindra donat per:

In (RO + C) lnM

o) = ln& — ¢, " 4y r
27'[80 R1 ln (Ro + C) ln RO + C
a a

sent r la distancia del punt camp des de I'eix del sistema de referéncia, R, i R, les distancies al

punt camp des de les densitats real i imatge inicials i on ¢ és:
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A a

- 2me, nd

bo

4.5.4. Sobre l'ortogonalitat de les funcions trigonometriques i el comportament
de les funcions hiperboliques

Les funcions trigonometriques son ortogonals entre 0 i i també entre 0i 2m:

sin(m —n)x sin(m+ n)x
2(m —n) B 2(m+n)

f (sin mx)(sin nx)dx =

Com que sinkx|F = 0 itambé sinkx|3™ = 0,Vk enter, aleshores, per a m # nla

integral s'anul-lara.

En el cas que m = n, tindrem:

s
x sin2nx fo

f(sin nx)(sin nx)dx = f sin?(nx)dx = = — ——— o
2 4in f

=7
0

Idénticament, amb el cosinus, tenim:

sin(lm—n)x sin(m+ n)x
2(m —n) 2(m +n)

f (cos mx)(cos nx)dx =

En conseqliencia, el resultat sera de nou nul peram # n; peram = n # 0, tindrem:

T om
x sin2nx fo 2
j(cos nx)(cos nx)dx = j cos?(nx)dx ==+ — =

2 an fZ”
=T
0

Per acabar, sim = n = 0, aquesta integral ens donara el rang d’integracio.
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Per la seua banda, les funcions hiperboliques no sén ortogonals. Graficament, el seu

comportament és el de la figura seglient:

y = sinh(x)

sinh mx =

i si fem la integral per am # n, resulta:

f (sinh mx)(sinh nx)dx =

sinh(m +n)x sinh(m —n)x
2(m +n) B 2(m —n)

https://es.wikipedia.org/wiki/Seno hiperb%C3%B3lico Enelcasdem = n, tindriem:

inh 2
f(sinh nx)(sinh nx)dx = f sinh?(nx)dx = _g + Sm4n =

Idénticament, podem veure el comportament de la funcié coshx:

5 | emx + e—mx
' coshmx =
2
4
: peram#n
f (cosh mx)(cosh nx)dx =
oL
sinh(m —n)x sinh(m + n)x
T B - e i e 2tm =) 20m + 1)
https://es.wikipedia.org/wiki/Coseno i, peram=n # 0, tindriem:

_hiperb%C3%B3lico

inh 2
f(cosh nx)(cosh nx)dx = f cosh?(nx)dx = §+ Sm4n nx

Finalment, sim = n = 0, la integral ens donaria el rang d’integracio.
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4.5.5. Exemple d’obtencid del potencial en el cas de coordenades esferiques

Com a exemple d’aplicacié del contingut d’aquesta llic, analitzarem el problema seglient:

» Siga una esfera dividida en dues meitats que es manté a

potencials 1V,. Obteniu el potencial dins de I'esfera.

Hem de resoldre I'equacid de Laplace, perd en aquest cas hi ha

simetria respecte de ¢; per tant, l'estructura de la soluci¢,

segons hem vist en 'apartat 4.3, és:

o(r,0) = Z(An ™ + B, r~ ™) P (cosh)
n=0

L'origen es troba en la regié d’estudi i, per tant, B, = 0, Vn:

&(r,0) = z A, r"P,(cosh)
n=0

Les condicions de contorn son:

i la condicid ja considerada que ¢(0, 8) té un valor finit.

Fent Us de l'ortogonalitat dels polinomis de Legendre,

X = cos0

§ dx = —sinf do !
fo P,(cos@) P, (cos@)sind db = o= —1(= j_an(x) P,(x)dx =

6=0-x=1

Znr 1o

Aixi, multiplicant la condicié de contorn en la superficie per P,,(cos8) i integrant entre

—1i1, o, cosaque ésigual, entre 0im, ens quedara:
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)/ -
f 2Vo Py (cosB) d(cos8) + (=Vy) By (cosB) d(cosh) =
0 /2

T (o]
f Z A, a™ P,(cosB)P, (cosB) d(cosb) =
0 n=0

® T

2
z A, a"™ j P, (cos@)P,,(cosf) d(cosB) = A, a™ ;
] 0 2n+1

TL'/ T
f 2V0 P, (cos0) d(cos6) + (=V,) P (cosB) d(cosf) =
0 /2

/2
Vs {f P,, (cos0) d(cosb) —f B, (cos0) d(cosB)I =
0

/2

Vs {fle(x) dx — f—le(x) dx} =V, {fle(x) dx + fle(—x) (—dx)}

Vs {L P, (x)dx — fo B, (—x) (dx)} =

tenint
en compte que

Pr(—x) = (—1)™Pp ()
Vo { f P(x) dx — f (=)™ Pn(x) (dx)}=vo<1—<—1)m) f Po(x) dx

sim és parell ((1 - (1™ = 0) isiéssenar (1 —(—1)™) = 2.

En consequéncia, amb n senar,*

1
A, a™ =2 Vof P,(x) dx
o

Per a calcular aquesta integral, aprofitarem que

2n + 1P, (x) = dPn;;(x) B dPnC;;(x)

Per tant,

44 Recordem que m=n.
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1 B 1 1 dPpy1(x)  dPp_y(x) _
fOPn(x)dx—f 2n +1)< Ix — I )dx—

)(Pn+1(x) P 1(x))|

2n+1

G Pt (D = Paca (D) = Pria (0) + Py (03

Considerant P;(1) = 1,V j, ens queda

1
f P () dx = (1= 1= Pray(0) + Po_y(0))
0

1
2n+1)

D’altra banda, P,(0) = 0, si n és senar. En el nostre cas, n és senar, per la qual cosa n-1

i n+1 son parells.
Utilitzant la relacio6 de recurréencia
nh(x) = 2n— DxPy_1(x) — (n — DP,_,(x)
tenim:
(n+ 1DPpia(x) = 2(n+ 1) — DxB(x) — (M)Pr-1(x)
Aplicant-ho a x=0,

(n+ 1Py11(0) = 2n + DxP,(0) — (n)P,—1(0) = —nP,_,(0)

_ nP,_,(0)
Pn1(0) = D)
Reprenent on ens hem quedat:
1P dx = ! P 0) —P,,,(0 0
[ P = gy acaO) = Pas O} = s (14 757 Pans O] =
P,_41(0)
n+1
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Tenint en compte que®

2n+ 1!
PZn(O) = (—1)n W
siescrivimnsenarcoman =2k +1

K 2k — 1!
P,_1(0) = P, (0) = (-1) T
i, si substituim, tindrem:

1 1 1 (2k — DN

1
_ _ _ _1\k
J| = | Parss0 d = 55 Pur0) = 55 (D "

amb la qual cosa, reprenent I'equacio dels coeficients,

2 1 2k — 1!
1 = (_1)k g
2Qk+1)+1 2k+2 2kk!

2k+
Azis1 0 2V

queda:

(2k — 1)1 (4k + 3)

— K
Agkrr = (=1) aZk+1(f 4+ 1)2k+1f1 O

i la solucio és:

2k— DN (4k + 3 7 2k+1
( A ) 0 (_) P, 1(cosf); ambr < a

(. 0) = Z(_l)k (k + 1)! 2K+1
k=0

45 Recordem el significat del doble factorial per a n enter
Cn)'=2n2n-2)2n—4) ..2 = 2"n!

Cn-DN'=02n-1)2n-3)..1= @7

2nn!
ilaconvencio:0l'=1 i (-DI'=1
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4.5.6. Cas general de separacid de variables en coordenades cilindriques

Amb la finalitat de completar I'estudi que hem abordat del metode de separacid de variables,
a continuacio, analitzem el cas general*® en coordenades cilindriques, en qué 'equacié de

Laplace té la forma:

2092 072

19/ dpy 1% 8%
Vi(r,e.2) =12 (r50)

multiplicant per 12

d( dp\ 0% 0%
r—(r—) —+r°—=0
or\ odr/) 0d¢? 0z?

construim la solucié amb tres funcions:
¢(r,9,2z) = R() F(P)Z(2)

cosa que ens porta a

d ( dR) 1d2T+r2dZZ
Fde? 17 dz?

Seguint el mateix esquema de l'apartat 4.4, si fem

142 _
Zdz2
tindrem:
Z(z) = A(T)coshTz + B(T)senhTz = ArcoshTz + BysenhTz
Si T fora 0,

Z(Z) == Aoz + BO

46 Contingut d’interés académic significatiu, encara que prescindible per al desenvolupament de I'examen de
I'assignatura.
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D’altra banda, la dependéncia ¢ esta governada per:

1d2F
Td(pz_

2

amb solucions

F(p)=Cp+D sin=0

F(p) =C,cosng + D, sinnpsin#0

Les mateixes consideracions que vam fer pel que fa a ¢ quan vam estudiar la solucié

de I'equacio de Laplace en coordenades esferiques, sén aplicables aci.

Lequacio diferencial per a la dependéncia radial és:

d / dR
r—(r—) +(T?r2—=n®> )R =0
dr\ dr

que té com a solucié les funcions de Bessel de 1a (J,,)i 2a (N,,) espécie

R(r) = E,J,(Tr) + E,N,(Tr) siT #0

R(r)=Er"+Fr™siT=0

Si tant T com n sén 0, la solucié general (recordem que les equacions a resoldre son

diferents de les del cas general) seria:
&o(r,9,z) =(EInr + F)(Cp + D)(Ayz + By)

SiT#+0in =0,
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o, p,2) = z Z(En]n(Tr) + F,N,(T7)) (C, cos ng + D,, sinng)(ArcoshTz
T n

+ BrsinhTz)

SiT=0in=+0,
o(r,p,z) = Z(Er" + Fr™™) (C,, cosng + D,, sinng)(Ayz + By)
n
SiIT#0in=0

&(r, 0,2) = Z(E0 Jo(TT) + FoNo(Tr)) (Cow + Do) (ArcoshTz + BysinhTz)
T
Si haguérem considerat l'altra opcié per a la constant de separacié de la dependéncia

enz,

1d?Z
7.dz?

la solucid general seria:
Z(z) = ArcosTz + BysinTzperaT # 0
F(p) =C,cosng + D, sinnpsin#0
R(r) = E,L,(Tr) + E,K,,(Tr) siT #0

on apareixen les funcions de Bessel modificades de 1a (I,,) i 2a (K},) espécie. Vegem-ho amb

més detall.
SiT fora O,
Z(Z) = AOZ + BO
SiT # 0,
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Z(z) = ArcosTz + BysinTz
D’altra banda, podrem obtenir la dependencia en ¢ resolent

1d2F
Td(pz_

2

amb solucions

F(p)=Cp+D sin=0

F(p) = C,cosng + D, sinnpsin #0
Lequacié diferencial per a la dependéncia radial sera:
d ( dR

~(rZ= _ 72,2 _ p2\D —
rdrrdr)+(Tr n“ )R =0

que té com a solucid les funcions de Bessel de 1a i 2a espécie modificades:

R(r) = E,I,(Tr) + E,K,,(Tr) siT # 0

R(r)=Er"+Fr™siT=0
Sitant T com n sén 0, la solucié general sera:
o(r,p,z) = ((E Inr + F))(C(p + D)(Ayz + By)

SiT#0in#0
o, p,2) = z Z(Enln (TT) + F K, (Tr))(C,, cos ng + Dy, sinng)(ArcosTz + BrsinTz)
T n

SiT=0in#0
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o, ,z) = Z(Er” + Fr=™)(C,, cosng + D, sinng)(4,z + B,)
n

SiT#0in=20

e@r,@,z) = Z(EOIO (TT) + FoKo(Tr))(Cop + Do) (ArcosTz + BrsinTz)
T

Recordem que T pot correspondre a qualsevol valor numeric i la solucié es construiria

per integracio si T és continu.

El fet de triar una constant de separacid o una altra dependra de la compatibilitat amb

les condicions de contorn del problema.

4.5.7. Exemple d’aplicacié del metode de separacié de variables en coordenades
cilindriques

Analitzem I'exercici segl'jent:47
» Siga una caixa conductora cilindrica de radi a i longitud L la cara lateral de la qual esta
a potencial zero, aixi com la base inferior. La tapa superior esta a un

potencial V(r, ¢). Trobeu el potencial eléctric en I'interior d'aquesta

caixa conductora.

Donades les caracteristiques del problema, podem:

e utilitzar coordenades cilindriques per a la resolucié de I'equacio de Laplace,

e utilitzar el metode de separacié de variables

10 /0 102 92
( _¢>+__¢+ ¢
r2de? 0z

Vib(r, g, 2) = _o-(r g

47 Contingut d’interés académic significatiu demostratiu de la metodologia de calcul amb les funcions de Bessel,
encara que prescindible per al desenvolupament de I'examen.
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¢(r,9,2) = R(r) F(9)Z(2)

Podem associar la funcié Z(z) a una constant de separacié real que ens donara
funcions hiperboliques, solucié que entenem que s’adapta millor que les trigonométriques,

que reservem per a la dependencia en ¢:

Z(z) = A(T)coshTz + B(T)sinhTz

Com hem vist en el desenvolupament de la teoria en I'apartat 4.5.6, la solucié general

es pot construir a partir de
&@r, ¢,2) = (EJn(TT) + E,N,(T1))(ArcoshTz + BrsinhTz)

Una condicio de contorn és que Z(0) = 0; per consegiient, hem de quedar-nos amb la

solucio en sinhTz.
Pel que fa a la dependéncia en ¢,
F(p) = C,cosne + D, sinnpsin #0
Pel que fa a la dependénciaenr,
R(r) =EJ,(Tr) + E,N,(Tr) siT #0

Com que el punt 7 = 0 es troba en la regid d’estudi i les funcions de Bessel de segona

espécie divergeixen en 0, podem eliminar aquestes funcions fent F,, = 0 Vn.

Amb totes aquestes consideracions, la solucié general sera de la forma

o(r,p,2) = Z Z EpJn(TT)(Cy, cosng + D, sin ng)(BysinhTz)
T

n
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o(r,p,z) = Z Z]" (Tr)(Cn,T cosng + D, r sen n(p)(senhTz)
n T

si les constants C,, r i D,, r engloben les E,, i By.

La condicioé de contorn sobre la cara lateral implica que, perque el potencial alla siga O,

s’ha de complir:
Jo.(Ta) =0V n

Aix0 ens porta al fet que les Ta seran els zeros de la funcié de Bessel de primera especie
d’ordre n. Hi ha infinits zeros, que podem denominar &, ., tal que &, ,, = T, @i, per tant, els

valors de T seran discrets, perd no enters.*

Incorporant tots aquests resultats a la solucié general, aquesta quedara aixi:

[00]

o(r,p,z) = Z In <Enm ) Cpm €OSTY + Dy Sin ) (sinh S(nT'mz)

n=0m=1

Per a I'obtencio dels coeficients Cy, ,,, i D, 1y, €ns basarem en la condicid de contorn de

la tapa superior i l'ortogonalitat de les funcions de Bessel i la de les funcions trigonometriques.

¢(r, o, L) =V(p,L) = i i (fnm > Cpm €OSTY + Dy 1y Sin ) (smh Snm )

n=0m=1

Considerant la propietat de les funcions de Bessel de primera espécie,

1 1
f ]n(fn,m’ S) ]n(fn,m 5) sds = E [ ]n+1(€n,m)]2 6m,m'
0

, . r
on, com és obvi, s = -

48 E| subindex m sera I'index dels zeros de la funcid de Bessel.
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Amés, Jni1(Enm) = — % (&.m), és a dir, és la derivada de la funcié J,, respecte del

seu argument avaluada en els zeros de la funcio J,,.

Si escrivim la condicié d’ortogonalitat en funcié de r,

[ 1 G )1 ) 7 =% L Gl e =5 [~ o ()]

Aplicant aquestes consideracions,

-fo V(r, @) Jn (fnm ) rdr =

> z [ d]n (fnm)] (C nm COSn@ + Dy, ., sin n<p) (smh Snm L)

a

d . . . o .
on [— % (En,m)] son, com ja hem dit, els valors de la funcid derivada en els zeros de la funcié

de Bessel de primera espécie.

Multiplicant per cosn'¢ i integrant entre 0 i 2,

a r2m r
|| Ve st ) cosnparap =

i Do ()| () (sinn 21)

i, per tant, els coeficients sén:

_ 2 foa fOva(r, ®) In (Enm 1) r cosng dr do

a’mr Y, d]” (fnm)] sinh Enm

nm

L

4.5.8. Una guestié conceptual sobre conductors

Analitzem els problemes seglients:
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» Una esfera metal-lica sense carrega neta té un radi a i conté N electrons de conduccid
(corresponentment, hi ha N ions fixos en la xarxa cristal-lina). Es retira una fraccié f
d’aquests electrons amb capacitat de moure’s dins de la xarxa. Calculeu el radi de I'esfera

en que es distribueixen els (1-f) N electrons de conduccid restants.

» Suposem que, en un plantejament académic, I'esfera que conté els electrons de conduccid
es desplaca lleugerament de la posicié centrada a |'origen una certa distancia d seguint un
diametre, sense deformar-se i sense eixir-se’n de I'esfera metal-lica. Calculeu en aquestes

condicions el camp eléctric en 'interior de I'esfera que conté els electrons de conduccid.

Problema adaptat de Macchi, Moruzzi & Pegoraro.
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Llic6 5
El camp magnetoestatic
5.1. Introduccié
5.2. Llei dAmpere
5.3. Camp magnetic. Divergencia i rotor del camp magnetoestatic
5.4. Teorema d’Ampeére
5.5. Potencial vector
5.6. La forca de Lorentz

5.7. Contingut complementari

Bibliografia general
Griffiths, David J., L5.

Textos avangats:

Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, L7 i L8.

Jackson, John David, L5.

> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la lligé s’inclouen les referéncies bibliografiques completes.
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Llico 5:
El camp magnetoestatic

5.1. Introduccio

Fins ara hem estudiat el problema electroestatic en que, com indica el nom, només teniem
configuracions de carrega estacionaria (no depenent del temps en cada punt, p # f(t)). Un
pas més en I'estudi de I'electromagnetisme és considerar el flux de carregues o corrent eléctric

i analitzar-ne els efectes.

D’acord amb els descobriments d’Oersted, cada corrent esta acompanyat per un camp
magnetic, per la qual cosa, en presencia de corrents, no es pot tractar el problema

electromagnetic (per aixo el nom) per mitja, només, d’'un camp eléctric.

Per a comencar, considerarem corrents que varien lentament amb el temps. La
magnetoestatica és la branca de l'electromagnetisme que estudia els camps magnetics
estacionaris, és a dir, aquells que no varien amb el temps o ho fan molt lentament. Aquests
camps sOn generats per corrents electrics constants i es poden analitzar mitjancant les

equacions de Maxwell per al cas estacionari.

Lestudi del magnetisme té arrels antigues, pero va ser en el segle XIX amb els treballs
de Hans Christian Oersted (@rsted) (1777-1851), André-Marie Ampére (1775-1836), Jean
Baptiste Biot (1774-1862) i Félix Savart (1791-1841), entre altres que la historia ha deixat en

I'oblit, que se’n va poder establir una teoria coherent.

En el cas que les variacions temporals siguen harmoniques, els efectes magnetics es
poden negligir quan els camps varien a baixa freqliéncia, i les dimensions del conductor siguen

menudes comparades amb la profunditat de penetracié associada a l'efecte pell (6 =

2 . -
w_w)'49 i, per tant, podem passar per alt els corrents induits o de Foucault. Tampoc no

% 0On w és la freqiiéncia angular, o és la conductivitat i 1 és la permeabilitat del conductor.
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considerarem l'efecte Hall, present fins i tot a freqiéncia 0; amb tot, aquest efecte no és molt

significatiu en conductors.

Necessitem una equacid que ens relacione el corrent amb el camp eléctric en un punt

i aquesta relacid per a camps no molt intensos és lineal:
- =
J=0F

Es tracta de la llei d’Ohm, on o és la conductivitat del material i es mesura en el sistema
internacional en S/m (siemens/metre); de vegades en comptes de siemens s’utilitza el terme
sinonim mho (com a invers al d’Ohm). Aquesta relacio és fenomenologica i només valida per
al rang lineal corresponent a camps no molt intensos. En el cas de medis anisotrops, caldra

utilitzar el tensor de conductivitat.

D’altra banda, el fet d’estar en la situacid estatica o quasiestatica ens indica que,

localment, la densitat de carrega no variara amb el temps i 'equacié de continuitat

ens condueix al fet que en aquesta situacié la densitat de corrent satisfa Vf =0.

L'estudi del camp magnetoestatic no sols té un interes teodric intrinsec pel fet que
aclareix les simetries i les propietats matematiques del camp magnetic, sind que també té una
importancia practica significativa, atés que sustenta el funcionament de dispositius
electromecanics, sistemes d’emmagatzematge magnetic o tecnologies de confinament de

plasmes, entre d’altres arees tecnologiques.

Aquesta lligd es proposa d’examinar amb rigor les equacions fonamentals del camp
magnetoestatic, els meétodes de calcul associats i la relacié que tenen amb la formulacié
integral i diferencial de les lleis electromagnétiques, cosa que assenta les bases per a una

comprensié més profunda de I'electrodinamica en conjunt.
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Bibliografia per a I'apartat 5.1

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L8 i L9.
Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L13, L14 i L15.

Costa Quintana, Joan & Lépez Aguilar, Fernando, L4.

5.2. Llei dAmpere

Igual com la llei de Coulomb formula la interaccid entre carregues electriques, la llei
experimental dAmpeére formula la interaccid entre corrents que passen per diferents circuits.
Aixi, la forca que apareix entre dos fils conductors (circuits) pels quals circulen sengles corrents,
i1 115, es pot formular com

. - R
(dlidly) 23

> Ko ., .
Fp=—— lﬂzjg
C

a1t L Je,

on hem suposat que el corrent és el mateix en tots els punts del circuit (cosa que en definitiva
ens permet parlar d’estat estacionari) i per aix0 pot eixir fora de la integracio. Aixi mateix, s’hi

ha incorporat la permeabilitat del buit p,.

i Aguesta expressid indica quina és la forca que apareix en
B el circuit 2 (recorregut per un corrent i,) com a
Iy N - .
consequeéncia del fet que pel circuit 1 passe un corrent i;.
h Podem reescriure la igualtat anterior tenint en compte que

- - ﬁ = R) - > - ﬁ
dipx|dlix oz | = (dly o3 dzl—(dzldzz)F

Si, a més, considerem que, de manera general es compleix,

dfﬁ f <v E) dS$ =0
- = X — =
C R3 S R3
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pel fet de ser un camp central. Aplicant aquesta darrera consideracié a I'equacié del nostre

problema, tindrem

dl R 0
2—:

Introduint aquestes consideracions, trobem que

> Ho . .
F,=—1i4i
2,1 4n12£

que es pot reorganitzar com:

= , > Holy > ﬁ
Fi=i dl x{—f (dl x—)}
2,1 2 . 2X ) 4 .. 1X 53

amb R sent la distancia vectorial entre dfl i dz)z (vegeu figura anterior).

X X —

1

Podem interpretar la magnitud entre els claus com el camp que genera el circuit 1 en

un punt dl} del circuit 2. Aquesta consideracio ens permet definir el camp magnétic que crea

aquest circuit 1, com:

essent 7' el vector de posicié dels elements de longitud dzl que defineixen el circuit C; i R=

7 — 7.0 Per tant, la forca que apareix sobre un circuit C en preséncia d’un camp magneétic

B sera:

0 Bjot i Savart, a partir d’un conjunt d’experiments amb cables rectes i circulars recorreguts per corrent i estudiant
la desviacid angular d’una agulla magneética, el 1820 van enunciar una llei diferencial segons la qual la contribucid
. . 7 ., . = idl (7 "xR
al camp magnétic d’un element de corrent i dl, expressada en notacié actual, seria: dB () « %.
En la actualitat, de vegades, també s'anomena “llei de Biot i Savart” la integral que dona el camp
magneétic de tota la distribucié de corrent estacionari.

147
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligé 5: El camp magnetoestatic

ﬁ=i3€ dl ") xB#")
c

En cas que, en comptes d’un corrent i, el que tinguem siga una densitat de corrent J,

podem incorporar la modificacié corresponent a I'equacié del camp magnetic, considerant que

idl = (J dS)dl = J dv:

- , R
B(F)={Z—;J (](?’)xﬁ>dv’}
VI

A partir de tot aixo, la forca sobre una regié en qué hi ha una densitat de corrent Ten

presencia d’'un camp magneétic sera:
ﬁ:f (JGHxBGH)dv’
VI

Noteu que les | que apareixen en les dues darreres equacions son diferents, ja que una

és la que genera el camp i I'altra és aquella sobre la qual actua aquest camp.

» Per tal d'aprofundir en el contingut d’aquest apartat, es pot demostrar per integracid
directa que el camp magnétic creat per un corrent filiforme indefinit (coincident amb
I'eix z d’un sistema de coordenades cartesianes) que transporta una intensitat de corrent
i és

=P Mol _,
B(¥) = 20 i,
en coordenades cilindriques, amb la parametritzacié corresponent.

» Demostreu, també per integracié directa, que el camp magnetic creat per una espira
circular de radi a que transporta un corrent i, en punts de I'eix perpendicular al pla de
I'espira que passa pel seu centre és

o Mol a?
B(r) - 2 U, l(az +Zz)3/zl
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Bibliografia per a I'apartat 5.2

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L8.
Griffiths, David J., L5.

5.3. Camp magnetic. Divergencia i rotor del camp magnetoestatic

5.3.1. Propietats diferencials del camp magnetoestatic

Comencem per la divergencia:

= Ho Tr 21 I_?) ’ Ho 70 20 ﬁ !
VrB(r):EVr ](r)xﬁ dv = V. ](r)xﬁ dv
V! V!

Ara bé, hem de considerar que:

- -

) R R , , R
Vr(](F’)xﬁ> zﬁ er](?,)_](?,) (vrx ﬁ)

Els dos sumands sén 0: el primer perqué la derivacié és sobre 7 i J(#') esta definida

en 7', i el segon pel fet de ser un camp central. En definitiva,

= Ho Tr 20 I_?) ’ Ho TR ﬁ /
VrB(r)zgvr ](r)xﬁ dv' = s V., ](r)xﬁ dv' =0
V' v’

Es a dir, el camp magnetic no té fonts de divergéncia:
V,B(#) =0 = VB(¥)

cosa que és coherent amb I'abséncia de monopols magnétics que serien les fonts d’aquesta

divergencia, com ho sdn les densitats de carrega en el cas del camp eléctric.

Per aplicaci6 de teorema de Gauss, podem veure la versid integral del caracter

solenoidal del camp magnetic.

f V. B(#)dv = jg B@#)dS' =0
v’ s’
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Lligé 5: El camp magnetoestatic

Es a dir, el flux del camp magnétic a través de qualsevol superficie tancada és nul.

D’una manera semblant, podem obtenir el valor del rotacional a partir de
)

—

/> I’l'O Tr o1 R) ‘Llo Tr o7 R I}
erB(r)zgvrx ](r)xR3 dv’ =1 V,.x ](r)xﬁ dv
v’ v’

Si considerem la igualtat seguent:

-

R

. RY_(R ) R ,
vrx<1<r)xﬁ>=< >J(r>—(/<r)v) + (7 )(vr@ =5 (v J()

i n‘excloem els termes que son nuls, per tal com la derivacié actua sobre punts diferents a

aquells en que esta definida la magnitud, ens queda:

— —

T2 R >y >
Vex | J(F)x o3 ) = —(J(r)V) +1(r)
La integral del segon sumand,

](F’)( R > dv'

sera zero per a qualsevol R # 0. En canvi, en R = 0, cal recordar el valor de la divergencia

=

(vr %) = 4n5(R)

Aixi doncs,

](?')( )dv —f J(#)4ns(R) dv' = 4nf(7)

Passant ara al primer terme, la integral sera:
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B -
—f,(](r)vr) ﬁdv =.f (](T)Vr’)ﬁ dv
14 14

on I'operador en 'integrand té la forma

0
Jj ax]f

=

. R S o
gue s’aplicara a cada component de PEL tal que la i-ésima vindra donada per:

9\ R;
iox) &

o, de forma simplificada, aplicant la convencid de suma d’indexs repetits:

3 \ R;
o ) R

D’altra banda, si considerem que

d (l;Ry\ _9]; (R d (R
2 (-2 ) 9
0xj R axj R axj R

igualtat que es pot reordenar, per a procedir a la integracié per parts, tindrem:

3w @) =50 G) 52 (@)
]ax]f R3 _ax]f R3 dx; \R®

d Ri ' 0 ]j Ri ’ a]] Ri ’
_le ]ja_xj' (F) dv' = _fvl Ox]' <R3 )dv J;ﬂ Oxjf (R3)dv

El primer sumand és la divergencia (recordem la convencié de suma dels indexs

3

j=1

repetits) i hi podem aplicar el teorema de Gauss:

0 ]] Ri r Ri ’
fV, o (%) av' = f (75) 25

© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé
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- -
Si la distribucio esta limitada a la regid V', en la superficie S’ els vectors J i dS seran

perpendiculars (ja quefno ix de la superficie) i el flux sera 0, ja que]dej' = fd§.51

El segon sumand incorpora

dJ;

!
ax]-

S
que és la divergéncia de J i; en tractar-se de corrents estacionaris, aquest terme sera 0. Per

tant, tots dos sumands son nuls i

Recapitulant:
V,x B(F) = Vx B() =“_°(0 +47rf(f’)) = uoJ ()
r 41_[ 0.

5.3.2. El potencial escalar magnetic

La relacié punt a punt del rotacional amb les fonts (densitats de corrents) ens pot dur a regions

en que, com que el corrent és 0, el rotacional del camp també ho siga,
V x B(#) = 01 aix0 implicara que B(#) = —oV,,

on ¢,, sera el potencial escalar magnétic valid per a les regions en qué el camp magnetic és

irrotacional.

Bibliografia per a I'apartat 5.3

Costa Quintana, Joan & Lépez Aguilar, Fernando, L4.

51 Recordem, una vegada més, la convencié de sumatori d’index repetits.
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5.4. Teorema d’Ampere

A partir del rotacional del camp magnetic i per aplicacio del teorema de Stokes, podem tenir

la versié integral de I'equacid que relaciona el camp amb les fonts, d’'una manera semblant a

la versié integral de I'equacié VE(7¥) = gi,que vam obtenir per aplicacido del teorema de
0

Gauss.

En efecte,

f VxBG") dS =3§ Biydl =p [ J(P)dS= ol
5.0 c 5.0
on I, és el corrent enllagat per la corba tancada en la qual recolza la superficie oberta S, cosa

gue constitueix I'anomenat teorema d’Ampeére, que, juntament amb

f B@#)dS =0
Sl

estableixen les propietats integrals del camp magnetic per a corrents estacionaris.

» Com aaplicacié del que acabem de dir, considereu els dos problemes de 'apartat anterior

5.2.

Analitzem ara el cas d’un solenoide molt llarg (infinit) pel qual circula un corrent /i té
n espires, molt juntes, per unitat de longitud. Ens preguntem sobre les dependéncies

parametriques i direccié del camp magneétic.

En principi, B= f(p,p,z). Pero és evident que diferents punts camp, situats en el
mateix ¢,z perdo amb diferent p, veuen (senten) un camp diferent. En canvi, diferents z o
diferents ¢ per a un mateix p veuen la mateixa distribucié de corrent, per la qual cosa tindran

el mateix camp. En conclusio, el camp només dependra de p.
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Lligd 5: El camp magnetoestatic

Pel que fa a les components, haurem
de recdrrer a les equacions diferencials
o integrals per a discernir quins

components hi ha i quin valor tenen.

Ens trobem fora dels corrents i, per

tant,

VxB(3) =0

10B, @B,\. (9B, 8B,
———— U, - -—|u
pdp 0z )P op 9z ) ¢
1/0(pB, 0B

+_< (,D <P)_ p)ﬁZ:O

p\ Op dp

Adaptat de Paul Lorrain, Dale R. Corson , Campos y Ondas Tenint en compte que les tres
Electromagnéticos. Selecciones Cientificas (1972)

components només depenen de

p, 'equacié anterior ens porta a

() o
Uy )=

L (o0,

p\ O0p
d’on es deriven les conclusions seglients:

e de la primera igualtat, tenim:

P _ 4B, - B, # f(p)
ap dp
és a dir, B, 0 és 0 0 és constant.
e delasegona igualtat es deriva que
pB, # f(p)
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cosa que implica que B, 0 bé és 0 o bé és constant.

Tenint en compte les conclusions anteriors, construim un cilindre de radi p, i longitud
h, dins del solenoide, com s’indica en la figura anterior, i apliquem la propietat integral del

camp magnetic,

3@ B#)dS =0
Sl

El flux a través de les bases, vist que B, # f(p), s'anul-lara: si hi haguera contribucié al
flux de la base de baix, eixiria completament per la base de dalt. Aixd també passaria, fins i

tot, si fora només funcio de p.

Per tant, també sera zero la contribucio al flux de la superficie lateral,

f B(py)dS' =0 =f B, dS' = B,2mp,!
S.lat

S.lat

d’on deduim que B, = 0 per a punts interiors.

El mateix raonament es pot fer per a un cilindre exterior i, de nou, la conclusié sera que

la component B, = 0.

Fem ara un lla¢ amperea, com el que hem indicat en la figura anterior amb 1-2-3-4, en

que el corrent global enllagat és 0O; per tant,

Vist que B, =0, només queden les contribucions laterals dels trossos 3 i 4, i,

conseguentment,
B,(3) = B,(4)
és a dir, la B, fora del solenoide ésla mateixa en tots els puntsi és, per tant, constant (o nul-la).
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Fent el mateix amb un llag completament en l'interior, la conclusio sera la mateixa, és

a dir, B, dins del solenoide és la mateixa en tots els punts i és, per tant, constant (o nul-la).

Suposem que hi ha un B, en l'interior i imaginem una superficie plana perpendicular
a l'eix del solenoide. El camp magnetic s’haura de tancar. Tot el flux que passa per dins s’haura
de tancar per I'exterior. Com que la superficie exterior és infinita, I'Unica manera és admetre
que el camp exterior és 0. Es a dir, les linies de camp es tancaran per l'infinit tornant per la part

inferior del solenoide.

També es pot arribar a aquesta conclusié pensant que, a grans distancies, el camp del
solenoide sera 0 i, com que sempre té el mateix valor, segons hem demostrat, podem

concloure que B, = 0 en l'exterior.

Considerem ara un llag amperea com el L de la figura anterior:

ff Edi=f B, dl = ponll = B,l
L c

i, per tant, en l'interior del solenoide:
BZ = Au'OnI

Ens queda la component B,,. Si fem un llag amperea, en forma de circumferencia

centrada a I'eix del cilindre i coplanar amb les espires, en l'interior del solenoide tindrem:

ja que no hi ha corrent enllagat. La conclusio és que B,, és zero en l'interior.

Si fem el llag per fora, com I'anomenat C, podem considerar que el solenoide és un
conjunt d’espires apilades, de manera que el corrent enllagat sera 0; en aquest cas, la nostra
modelitzacio ens porta a B, = 0 o bé podem considerar que el corrent puja d’una espira a la

seglient (cosa que és una aproximacié millor a la realitat) i, en aquest cas,
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jg §d7=u01 = 2mpB,
L

d’on fora del solenoide tindrem:

_ Mol

B =
21p

1)

Cal notar que aquesta component és molt menor que la B, i constitueix un refinament

de la solucio.

Com a aprofundiment en els conceptes anteriors, podem fer les activitats seglients:

>

Demostreu que el camp magnetic que crea un corrent d’intensitat i procedent de z =
oo que descendeix per I'eix z fins a l'origen del sistema de coordenades i es distribueix

isotropament sobre el pla (x,y,0), és:

pera z>0
= Uol _, Z
B(p,z) = ——1u <2+—>
dmp P\ (o +29)
i per a z<0

B Mol z
(p,z) = ~mp Lo (W)

Demostreu que el camp en l'interior d’una bobina toroidal de
seccio rectangular sense nucli conductor i radi mitja R formada

per N espires molt juntes, recorregudes per un corrent i, és

= Ni -
B(p) = “Zonp‘ Uy /

Siga un conductor cilindric indefinit on s’ha practicat una cavitat, també cilindrica, I'eix de
la qual és paral-lel al del cilindre inicial i esta situat en posicié excéntrica. El conductor esta
recorregut per un corrent i distribuit uniformement en tota la seccié transversal. Siga a el

radi de la cavitat, b el del cilindre conductor i d |la distancia entre els eixos de tots dos, de

manera que a+b<d. Demostreu que B és uniforme en la cavitat i determineu-ne el valor.
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» Siga un cilindre conductor buit molt llarg, que es tanca a distancies molt allunyades de la

regio d’interés, de radi a i gruix negligible, pel qual circula una densitat de corrent

superficial constant K gue ascendeix formant un angle 8 amb I|'eix del cilindre (direccié
U,). Obtingueu el camp magnétic en tot I'espai.
Bibliografia per a I'apartat 5.4

Griffiths, David J., L5.
Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L8.

5.5. Potencial vector
5.5.1. Obtencid del potencial vector a partir del camp magnetic

Tenint en compte que V§(F) = 0, podem deduir que el camp magnetic deriva, a través del
rotacional, d’un altre camp vectorial, §(F) =Vx /T(F), atés que sempre V (Vx/f(?)) = 0, per

les propietats dels operadors vectorials. Anomenarem aquest nou camp vectorial potencial

vector.

Apareix, com és logic, una indeterminacio en una funcié gradient, ates que un altre
potencial vector A'(7) tal que A(7) + Vi = A'(#) ens donaria el mateix camp magnetic.

Recordem que (V x Vi) = 0 sempre.

Aguesta indeterminacié desapareixera amb les condicions fisiques del problema o
establint unes condicions matematiques en les denominades transformacions de contrast o

transformacions Gauge.>?

Per a obtenir una expressié de /T(F), partirem de la definicié de camp magnetic,

ﬁ R ) .
B(r) = {Z—;;j (]( 7 )x ﬁ) dv’ } = —Z—; (]( 7)xV, E) dv’
744 v’

52 \legeu, per exemple, Griffiths, L10.
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Tenint en compte que

mmfgq=%Wxﬂm—ﬂwnﬂ4%=—ﬂWﬂﬂ%$

i substituint en la integral anterior, tenim:

-

= _ Mo 2 R | _ Ho JGFDN L o JGN
50 = {ga [, Uegs)av | =G [, (vox ) = oo [ (P 0

cosa que ens permet definir un nou camp vectorial (el potencial vector) com:

- o [ (TGN
A(r)—EfV,< B >dv

que complira
B#) =V, x A(®)

En el cas de corrents estacionaris filiformes, I'expressié del potencial vector queda:

o Ho . dl
Alr) =— —
®) an' c <R>

Tenint en compte el teorema de Stokes,

jﬂﬁa’ =f Vxdds
S.0.

fem ¥ = @ 7, on 71 és un vector constant. Aleshores,
Vxv=Vx@n =V0xn+ OVxn= V@xn

d’on es pot deduir
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Conseguentment,

§£<z>m =ﬁ3§¢ m_ﬁf ds x Vo
S.0.

i d’aixo concloem:
jg 0 di=— das'x Vo
S.0.

ig=2 —v()=_R
SIQ)—Raleshores V(Z)_V(R)_ =

i tindrem una altra forma d’expressar el potencial vector associat a un corrent filiforme:

O O A N - (1) _( = (R
A(T‘)—4nl ) <R>—l s.o.d5x<vr, R =i S.O.de E

» Com a aplicacié dels conceptes anteriors, podem demostrar que
el potencial vector en punts de I'eix que passa perpendicularment pel

centre del cercle definit per I'espira de la figura, és

poi | 2a i (a + 4/ (a%? + Zz))
21 (a2 + 22) (—a +. /(@ + 22))

A=

5.5.2. Propietats diferencials i integrals del potencial vector

A partir de la definicié del potencial vector,

2> > _ Mo f(F') ,
A(r)—E V’( B >dv

vegem la divergencia:

Mo JGDY ., Ho JGON
VrA(r)—EVer,< 7 >dv = i y V,( >dv
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Aguest integrand es pot desenvolupar com:

7, (7 ) =T (2) + (g)win =T (7) =~ ()

i ates que també es compleix

podem establir la igualtat seglient:

v, (i S ')> = (9, () =, (i o ')> +(2) v

Aixi doncs,

L u J(#)
VA = 4 V’( R
VI

)dv’ = Z_;)ij, [(%) V. (7)) =V, <f(:’)>l dv’

El primer terme és nul en corrents estacionaris, perque V] = 0, i el segon sumand de

I'integrand es pot transformar en una integral de superficie aplicant el teorema de Gauss.

Ho JGN .., ko JGEN] L2,
il [ () v =-d, (7))o

P - N
Aquesta integral és nul-la si els corrents estan confinats, ja que J( 7') sera tangent a la
superficie, pel fet de no poder-ne “escapar”.

Ho ]_)(77') 2
i, [ =

o
La situacié que la divergéncia del potencial vector siga nul-la, V,.A(#¥) = 0, en corrents

estacionaris, ens trau la indeterminacié de que haviem parlat abans.

Resumint, les equacions diferencials que satisfa el potencial vector son:

161
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligé 5: El camp magnetoestatic

V,AF =0 i V,xA®) = B®F)

Es a dir, el camp magneétic actua com a “font” del rotacional del potencial vector, per la
qual cosa es pot establir el paral-lelisme entre les equacions del camp magnétic respecte a les

fonts de rotacional i el potencial vector, respecte de les seues fonts, que sén el camp magnetic.

Vegem, a partir del teorema de Helmholtz, quines conseqliéncies se’n deriven:

suposem un camp vectorial A(7) que sera el potencial vector del qual coneixem, com hem dit

abans, les fonts de divergéncia i rotacional

V,AF =0 i V,xA®) = B®F)
aleshores:

AR = -V, +V, x F#)

amb

IR IGH P
¢_4T[V’ R V=

per tal com les fonts S(7 ') de divergéncia per al potencial vector sén 0.

D’altra banda,

.. 1 B@")

F(H = — dv’
D=zl &

ja que les fonts de rotacional sén el camp magnetic.

Aixi, el potencial vector és:
AR =0+ V, x F(#)
Vegem el desenvolupament del rotacional F(7):
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N | B#EN |
erF(r)zgf V, x B dv
VI

v, x (ﬁ(;')> = (1)er§(?’)— §(F’)xvr<%) = BG )x (%)

R

cosa que ens permet obtenir una altra expressié per al potencial vector

) = 1[ B@#')xR L
T um), T R v

Podriem haver escrit aquesta equacié només considerant el paral-lelisme, entre les

equacions de camp de que parlavem abans:

. J(7") x R . ,
G =Z—;fw (%)dv' oV, x B = uo] (7)

L1 BG#) xR\ | | L
A(r)zg’[w <T> dv' &V, x A(r) = B(r)

El potencial vector també satisfa I’equacid de Poisson vectorial. En efecte,
V, x B() = poJ (7)
Vox ¥, x A@) =V, (VA®) ~VAG) = ~V2A@) = nol ()
VIA®R) = —po/ (7)

en actuar sobre un camp vectorial, aquest laplacia implica, en coordenades cartesianes, tres

equacions, una per a cada component.>3

53 En I'Annex hi ha les expressions del laplacia d’un camp vectorial en coordenades esfériques i cilindriques.
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Per acabar, podem veure les formes integrals del potencial vector derivades de les

equacions diferencials de la divergéencia i el rotacional. Aixi, de

VA =0
tenim:
fﬁﬁ =0

i, a partir del rotacional, obtenim:

B(#) =V, x A(®)

f (mm:f mzf Bas
S.0. C S.0.

Vegem-ne alguns exemples.

» Demostreu que el potencial vector que crea una espira de radi a recorreguda per un

corrent i, situat en el pla x, y, centrat en l'origen, en punt propers a I'eix z és:

tol a’Ap

-

Az, 0p) =———" %
4(z2% + a2)3/2 ¢

on Ap és la distancia a I'eix del punt en qué calculem el potencial vector.

» Obtingueu el potencial vector corresponent a un camp uniforme i a un corrent filiforme

rectilini indefinit.

» En el cas estudiat en 'apartat anterior del conductor cilindric indefinit, demostreu que el

potencial vector per a punts molt allunyats del conductor pot aproximar-se per:

A= W{az)[az In (\/x2 +(y - d)z) —b%iIn (\/xz + yz)] u,
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Bibliografia per a I'apartat 5.5

Griffiths, David J., L5.
Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L14 i L15.

5.6. La forga de Lorentz. Moviment de carregues

Suposem una carrega puntual g que es desplaca amb velocitat ¥ en preséncia d’'un camp

electric E i un camp magnetic B.la forca total que fan aquests camps sobre la carrega és
F =qE +q (¢ x B)

- - s . \
on g és la carrega electrica de la particula E és el camp eléctric, v és la velocitat de la carrega

o
g i Bés el camp magnetic. Es tracta de la coneguda com a for¢ca de Lorentz, una llei
experimental que, juntament amb les equacions de Maxwell, permet definir la interaccié del

camp electromagnétic.

Aquesta llei experimental és perfectament coherent amb les equacions vistes per al

camp magnetic. En efecte, a I'apartat 5.3 trobem que

F= f (7 x B)dv’
VI
Si tenim en compte que la densitat de corrent es pot expressar com:
J=p?v

podem escriure que

ﬁzf (pﬁxﬁ)dv’
V’

expressio que, en el cas d’'una carrega puntual, ens porta a I'equacié de la for¢a de Lorentz pel

que fa al camp magnétic,

F=q(?xB)
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i, en cas d’'una densitat de carrega, ens permet definir una forga per unitat de volum:
f =p(¥xB)

En tots dos casos, haurem d’afegir-hi la forca deguda al camp eléctrici la forca per unitat

de volum sera:
]?=P(E+(13x§)) = pE + p(¥ x B)

La forca de Lorentz és una manifestacié directa de com les carregues electriques
interactuen amb el camp electromagnétic i és essencial per a comprendre la dinamica de
particules en fisica i en diverses aplicacions tecnologiques. Es responsable de fendbmens com
la desviacio de particules carregades en acceleradors de particules, en tubs de raigs catodics,
o en l'espai, aixi com en el funcionament dels motors eléctrics i generadors, en fisica de

plasmes o en la formacid d’aurores en I'atmosfera terrestre.

Quan una particula carregada es troba en repos, només el camp electric exerceix forca
sobre aquesta. En canvi, quan la particula es mou, el camp magnetic genera una forga
perpendicular tant a la direccié del moviment com a la direccié del camp magnétic, cosa que

dona com a resultat un moviment circular o helicoidal, depenent de les condicions.
Com a complement de |'apartat considerem la situacio seglient:

» Un cable conductor rigid, de longitud L, gira al voltant d’un dels extrems amb velocitat

angular w. Analitzeu el moviment de carregues en el cable i els possibles efectes que té.

Bibliografia per a I'apartat 5.6

Griffiths, David J., L5 i L10.

166
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligd 5: El camp magnetoestatic
5.7. Contingut complementari

5.7.1. Comportament del camp magnetic en travessar una superficie per on
circula una densitat de corrent superficial

Per aplicacié del teorema de Gauss a un cilindre menut amb les parets laterals perpendiculars
T a la superficie, tindrem:

—
-

U

=<l

1 7@ B dS=0
SI
Si disminuim Il'algada del cilindre de manera que siga negligible el flux a través de la
superficie lateral, és immediat demostrar que
Bn,z - Bn,l =0
on B, ; s6n les components normals del camp.

D’altra banda, si apliquem el teorema d’Ampére al llag dibuixat en qué la densitat de

2 > % corrent apunta cap a dins del paper, formant, si escau, un
A
1 1 cert angle amb la perpendicular a la superficie que defineix
—

A

el llag, obtindrem:

f VB dS = gl
SI

Si el llag amperea esta molt proper al pla, la contribucid, si n’hi haguera, de la integral
de linia dels costats laterals sera nul-la i només ens queda la contribucié dels components

tangencials, i el corrent superficial; per tant:
By, —By1 = Uo K cos6

.
sent 6 I'angle que forma K amb la normal a la superficie plana que defineix el llag.
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5.7.2. Comportament del potencial vector en travessar una superficie per on
circula una densitat de corrent superficial

Les equacions que satisfa el potencial vector en el cas estacionari sén:

Apliquem la primera equacio a un cilindre, d’'una manera semblant al que s’ha fet amb
el camp magnetic, i fem que aquest cilindre siga molt menut, de manera que es puga negligir
el flux a través de la superficie lateral. Com que el flux total és 0, aix0 implica la continuitat de

les components normals del potencial vector:

$ das=o
5
Apz —Ap1 =0
Si ara considerem |'equacio del rotacional
VxA = B
o, de manera equivalent, en forma integral:

f mdng §d§:5£g dl
s s
i analitzem aquesta equacio en un llag amperea igual al rectangle emprat en I'apartat anterior,

fent que els costats laterals presenten una longitud negligible. El flux del camp magnetic sera

nul i, en conseqiiéncia, les components tangencials del potencial vector també seran

continues:

At,z - At,l =0
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Lligé 6: Desenvolupament multipolar del potencial vector
Llico 6

Desenvolupament multipolar del potencial
vector

6.1. Introduccio
6.2. Desenvolupament multipolar del potencial vector
6.3. Potencial i camp d’un dipol magnetic
6.4. Distribucions de dipols magneétics
6.5. Contingut complementari

Bibliografia general
Griffiths, David J., L5.
Costa Quintana, Joan & Lopez Aguilar, Fernando, L5.

Textos avangats:
Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, L7 i L8.
Jackson, John David, L5.

> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la llicd s’inclouen les referencies bibliografiques completes.
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Lligé 6: Desenvolupament multipolar del potencial vector

Llico 6:
Desenvolupament multipolar del potencial vector

6.1. Introduccio

En I'estudi de I'electromagnetisme, el potencial vector és una eina fonamental per a obtenir
els camps magnetics generats per distribucions de corrent. Quan s’analitza la radiacid
electromagnética o els camps a grans distancies de les fonts, resulta molt util expressar el
potencial vector com una série de termes que reflecteixen diferents simetries espacials,

coneguts com a termes multipolars.

El desenvolupament multipolar del potencial vector consisteix a descompondre aquest
potencial en una suma de contribucions amb ordre creixent: dipolar, quadripolar, octopolar,
etc. Aquesta expansio no sols simplifica I'analisi matematica, siné que també ajuda a entendre
com diferents configuracions de corrents produeixen diferents patrons de radiacié i camps

electromagnetics.

Aquest enfocament és essencial per a abordar problemes complexos en Fisica i
Enginyeria, com ara el disseny d’antenes, I'analisi de radiacio de sistemes eléctrics o I'estudi
d’interaccions a distancia. A més, el desenvolupament multipolar proporciona una base solida
per a comprendre com es propaguen les ones electromagnetiques i com es poden aproximar

els camps lluny de les seues fonts.

En aquesta llicd, explorarem les bases matematiques del desenvolupament multipolar,
de manera similar a com ho hem fet amb el desenvolupament multipolar del potencial eléctric
en Electroestatica. Definirem el concepte de dipol magnétic puntual i derivarem el camp
magnetic associat. Aixi mateix, desenvoluparem la formulacid valida per a analitzar els camps

i potencials magneétics associats a les densitats de moment magnetic.

Bibliografia per a I'apartat 6.1

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L7, L8 i L9.
Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L13, L14 i L15.
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6.2. Desenvolupament multipolar del potencial vector

Tant en I'expressio obtinguda per al potencial vector associat a una densitat de corrent,

- o [ (TGN,
A(r)—EfV,< B >dv

com en el seu equivalent per a corrents estacionaris filiformes,

2> > _ Ho . dl
A(T‘)—4T[l ) (R)

. L 1
tenim una dependéncia en = que podem treballar d’'una manera semblant a com vam fer amb

el potencial electroestatic, fent el desenvolupament en série de poténcies corresponent:

1 1o\
EZFZ<?> Pn(COSH)

Per tant, el potencial vector es pot expressar com:

> . Mo . o1 n >
A( =—LZ( >5€ r1"P,(cos0) dl
A1 rn+l c n

n=0

Podem veure els primers termes i obtenir els anomenats multipols magnetics: terme

monopolar, dipolar, quadripolar, etc.>*

Terme monopolar n=0. Tenint en compte que dl = dr’,

54 ’expressi6 del terme quadripolar és més complexa que en el cas del potencial escalar, i no I'estudiarem aci en
detall. No obstant aixo, els elements de la matriu del moment quadripolar estan definits per:

1

Qi']. = E,[V [xl (?xf (7))] + x] (?xj (?))L] dv

| la component i-ésima del potencial vector associat seria:

11 Xj
Ai = Er—SQi,jnj (le = ?])
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Lligé 6: Desenvolupament multipolar del potencial vector
- 1 .
A(T) =ﬂi —f 1-1dr'=0
c

com era esperable, atesa la ben coneguda abséncia de monopols magnetics.

Terme dipolar, per a n=1. Trobem ara el terme dipolar:

1 -
A()——i— r'cosO dl = —i—jg 77" dr’
4n c

D’altra banda,
d[#7)7'] = Gd#") 7 + F7)d7r
a més,

f d[(F 77" = 0

per tant:

f (7 di) 7' = — % 7 )7

Si, addicionalment, tenim en compte que

f?x(?’xd?’)=?xjg 7' x d7 )—f(rd jg(ew

podem establir que
?xjg F x di") = - 2 jﬁ(? 1Y di
d’on es conclou que
1 - - - 1 - - 53 > > - - > 7
— Er xf (F'xdr') =— Er xf (r’x dl) = jg(r rdr' = f(r r')dl
Recapitulant:
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AF )——i—f F7)dr' = 4—1; ——rxjg (# xdﬂ)]

i aixi podem definir una nova entitat: el moment dipolar magnetic d’un circuit filiforme, com

ara

Si I'espira (circuit) és plana,
S 1,
ds = E(r’x df)
i per aixo
= s §asi=i§
m= > =1

Si I'espira no és plana, s’haura de fer la integral o bé cercar les regions planes i fer una

superposicio.

» Siga 'espira de la figura recorreguda per un corrent i en el sentit
marcat en la figura. Els costats sén a i 2a. Demostreu per superposicié

guant val el moment dipolar d’aquest circuit.

La definicié de moment dipolar es pot generalitzar a una distribucié de corrents

%f (77’ xf(?’)) dv’

—
m
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Atesa l'abséncia de moment monopolar, podem intuir que el moment dipolar no

dependra de l'origen. Vegem-ho:

[
! i .
FZ T?il = E% (?1 xdl) =
if (—’olozxa)+13€ (7, x di) =
2 2
04 P (=
0102 0 50102 xf dl +m2 = mz
2

Si en comptes d’una densitat de corrent en volum, tinguérem una densitat de corrent

superficial, el moment dipolar seria:
iz 2 (7R @) ds’
m= > (r xK ))

Fins i tot una carrega amb moviment circular de radi r que podem modelitzar com un

corrent:

:EZZN/wZZHr

tindra un moment dipolar associat,

m= ijg(r’xdl) = —fﬂ (r'xdl) =
1 q (r X v)
>y f(r v)dl (rx )3§dl
Eq (r’ X v)
Com a aplicacio del contingut d’aquest apartat, es poden fer els exercicis seglients:

» Demostreu que el potencial vector produit pel corrent que circula per una espira circular

de radi a, en punts en qué puga ser valida I'aproximacié dipolar, suposant que I'espira té
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el centre en I'eix z de un sistema de referencia cartesia, pot expressar-se en coordenades

cilindriques com:

Woia? p ,
4 (22 + p2)3/2 Uy

AW =

Un disc de radi a carregat amb una carrega g repartida uniformement en la seua superficie
gira al voltant del seu eix amb velocitat angular w. Demostreu que el moment dipolar
magnetic del disc i el camp magnetic en qualsevol punt de l'espai, en coordenades

esferiques, utilitzant I'aproximacio dipolar, sén

mowa* _,
U
4 Z

—
m =

—~ Uy mowa®* 2cosOU, + sinbiy

T 4w 4 r3

Siguen dos discos paral-lels coaxials de radis a i b (a>b) que tenen carregues +q i -q
repartides uniformement en la seua superficie. La separacié entre els discos és h i estan
girant al voltant de I'eix que passa pels seus centres amb velocitat angular constant w.

Demostreu que el moment dipolar magnetic és

Bibliografia per a I'apartat 6.2

Griffiths, David J., L5.

Costa Quintana, Joan & Lépez Aguilar, Fernando, L5.

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L8.

6.3. Dipol magnetic puntual

Com acabem de veure, el dipol magnetic té un potencial vector associat
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Lligé 6: Desenvolupament multipolar del potencial vector

A partir d’aquest potencial vector, podem calcular el camp magnétic que pot no estar
en l'origen del sistema de referéncia i, per tant, la distancia que ens interessara sera la distancia

al dipol, cosa que ens porta a

AP = 47TR3[me] on R=r—-7

gy .
Per a obtenir el camp B(7), haurem de calcular el rotacional

B(#®) = VxA(#) = Vx {ZO Rl3 [ﬁx ﬁ]}

Considerant que

- -

1 R , ., N , R
vl ol ) = (5 ) ) - (776) - (W) s+ 70, ()

tenim:

—) —

Vx { Rl3 |7 x R]} = —(m(F’)VT) +m(F)V, (%)

El segon sumand té la mateixa estructura que 'obtinguda en 'apartat 3.3 per al dipol eléctric>

i, per tant, operant de manera similar, obtindrem, per a R#0

to 3(m ﬁ)ﬁ — R*m
ro o

B@®) = VxA®) =

Formalment, ens quedaria la situacié R = 0, que podem abordar com en el cas

electroestatic per a obtenir>®

MOB(mR)R R?*m 2

B(#) = VxA(#) = e + 3 Hot §(R)

V() =px (L) +5x (i) +(5V)B+BVL=0+0+0+ GV

%6 Vegeu el contingut complementari de I'apartat 6.5.2.
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Una idealitzacié semblant a la realitzada amb el camp eléctric és la de considerar un
ens que no té dimensions, el dipol magnetic puntual, i que ve caracteritzat pel seu moment
dipolar m, entitat per a la qual tant el camp magnétic com el potencial sén donats de manera

exacta (ja que tots els punts estan allunyats) per:

5 1
A®) =22 — [

4 r
o 3MATF —r’m
B(p) = o 30D
41 TS

Bibliografia per a I'apartat 6.3

Costa Quintana, Joan & Lopez Aguilar, Fernando, L5.

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L8.

6.4. Distribucions de dipols magneétics

En magnetoestatica, en tots els punts on no hi ha corrents, tenim que el camp magnetic és

irrotacional:
VxB(#) =0

En aquest cas, el camp es pot obtenir a partir d’'un potencial escalar: el potencial escalar

magneétic, com ja haviem introduit en la llicé 5 (apartat 5.3.2).

B(#) = —uoVem

6.4.1. Potencial escalar associat a un dipol magnetic puntual

El potencial escalar associat amb un dipol magnetic puntual sera:

i el seu gradient sera:
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. m (7R
V() =V, (W) =

il lm #)x <V x}i) +— R = x(Vxmi(7)) + (m (F’)Vr) (R >m (r')l — (m (F')Vr)

que és el mateix que obteniem en I'estudi de Vx /T(F), corresponent a un dipol magnetic, pero

canviat de signe.”’

Aixi doncs,

m (?’)ﬁ)

1 R 1 1 , 1,
— ) =— (mMEWV)—=—-——V —|[mMxR|} =——VxAF
mrE ) Tan MOV 5 x{R3 [ x ]} g AT

Vo () =V, ( 4

Aix0 corrobora que, en multiplicar aquest gradient per —u,, donara el camp magnetic

correcte.

6.4.2. Densitats de corrent equivalents a la magnetitzacié

De la mateixa manera com hem definit les densitats de carrega equivalents a la polaritzacié
eléctrica en l'apartat 3.4, estem ara en condicions de definir les densitats de corrent

equivalents a la magnetitzacié. Una distribucié continua de moments dipolars magneétics

m genera un camp magnétic que es pot tractar mitjancant una densitat de moment dipolar M.
Aquest enfocament és molt util per a descriure materials magnetics en el marc de la

magnetitzacié

i definir el potencial escalar magnétic associat.

Vegem-ho:

R 1 B}
dA) = Z—;’r a7 x ]

57 Vlegeu l'apartat 6.3, Vx { % [rTi x ﬁ]} = —(m(F’)Vr) + m@@")V, ( )
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TN 1 — oy =g _.uO
AP = ﬂfw R3[dm(r)xR]dv =0

e e, (Yo

1 .- N
e [M(?’) X R] dv'

Si considerem que

V.. lM ™) _ )xM(f”) + 1y xi )

podem escriure

+—= V xM (D)

ME) x V., (%) - IM ™)

Substituint en I'expressio del potencial vector /T(F):

A =Z—7OT fv [1‘7 ) x V. (;)] dv' —Z—; 5 {—V IM G + = V xM (F’)}

i considerant la igualtat:>®

f [Vxﬁ]dv'=—3€ 7 xids’
v’ s'

de manera que

MG@E ., M@ ) . M @#)xi) |
IR e 8 E A

podem definir unes densitats de corrent superficial i volUmic equivalents a la magnetitzacié:

I_()m =Mx7n i fm = Vrrx1\7f (D)

58 Vegeu demostracio en I'apartat 6.5.1.
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- s . 7 . .
on n és la normal exterior a la superficie i, per tant,

—

) K, j
iy =t § Emgg o [ I

- dv’
ar [ R ar ), R

Aquestes densitats de corrent equivalents també s'anomenen corrents aparents en
contraposicid amb els corrents lliures. La suma d’aquests corrents aparents és 0, ja que no n’hi

ha, com demostrarem a continuacio.

Demostracio:

jg K, ds’ +f Jmdv' = % (M x 1) dS’ +] (Vrfx1\71) (?’)) dv’
s/ v’ g’ v’

tenint en compte el que hem demostrat de forma general en l'apartat 6.5.1,

—f,[ﬁxﬁ]dsej [V x #]dv’

VI

queda demostrat que la suma dels corrents aparents sera zero, com ja haviem avancat.

6.4.3. Potencial escalar magnetic associat a un circuit

Siga un circuit definit per una corba tancada i el descomponem en elements de superficie

segons es veu en la figura seglient:

P

Podem imaginar aquestes superficies
infinitesimals com a definides per un circuit

infinitesimal recorregut per un corrent de

manera que defineixen un conjunt de dipols

elementals dini = i dS.

El potencial escalar associat sera:

dm ()R
47 R3

d(pm(?) = (
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que, integrat, ens donara el potencial escalar magnetic associat al circuit:

i ds’ (#)R
¢m(r) - E S, R3

6.4.4. Densitats ficticies de carrega magnetica equivalent a la magnetitzacid

Si tinguérem una distribucié de dipols M per unitat de volum, el potencial escalar magnétic
seria:
1 dm (#)R 1 M (#)R
4 V! R a1 v! R
Cal assenyalar que aquesta equacié és aplicable per a punts externs a V', donat que
només alli esta definit el potencial escalar, per a la definicié del qual es requereix que el

rotacional del camp magneétic siga 0, o, cosa que és igual, que no hi haja corrents.

Desenvolupant una mica més |'equacio anterior,

1 M ()R 1 _ 1
= [ BER o L e (L) aw
=), TR W T ), MV () v
i recordant que
M@GE) - N -
Vo (= =Vrr<E>M(r)+<E>VrrM(r)

podem reescriure el potencial escalar magnétic com:

(7) = 1] 7, (M) gy 4 L ) dv’

¢m r _47'[ V! v’ R v 41 v/ R v
) = 1 MG o 1 (Vr'M(r’)) L
) =8 TR ar ), R v

183
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligé 6: Desenvolupament multipolar del potencial vector

i podem definir unes densitats ficticies de carrega magnetica en volum i en superficie:

pm ) = =V, M ()

om (F) = M (7)) 7 (")

sent el 71 vector normal exterior a la superficie a cada punt.

Obviament, la suma d’aquestes densitats de carrega magnética ficticia ha de ser nul-la,

com podem demostrar per aplicacio del teorema de la divergencia:

f o dS' + f pdv’ = 35 [M )7 F)] dS’ + f V. M (#)dv' =
s’ 1744 s’ 744

jg (7 (7) d57 | +jﬁ [ #)d5] =0
Sl

Sl

Com a final d’aquest apartat,

>
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Calculeu el valor del potencial escalar magnetic produit pel corrent que circula per una
espira circular de radi a. Obtingueu el camp magnetic a partir d'aquest potencial escalar i
compareu el resultat amb el que s’obtindria utilitzant el potencial vector per a punts on és

valida I'aproximacid dipolar, expressat en coordenades cilindriques com:

Do Hola? p -
A@) = 4 (22 +p2)3/2 Uy

Dins d’un cilindre de radi a i altura h, hi ha una distribucié de dipols magnétics amb
densitat M uniforme. Obtingueu el potencial vector en dues situacions: suposant que

— —
M és paral-lel a I'eix del cilindre i suposant que M és perpendicular a aquest eix.

En el cilindre anterior, determineu les densitats de carrega magnética equivalent a la

magnetitzacid i discutiu-ne el resultat.
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Bibliografia per a I'apartat 6.4

Griffiths, David J., L5.
Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L8 i L9.

6.5. Contingut complementari

6.5.1. Demostracio de la relacié entre el rotacional d’un camp F(7#") en un volum
tancat i la integral de 7 x F(#")sobre la superficie que envolta el volum

En aquest apartat, pretenem demostrar que
f VRE(F) dv = 3@ (7ix FG) ds
174 S

on F(#) és un camp vectorial definit en Vi 71 és el vector normal a la superficie a cada punt

d’aquesta.

Siga la component z del rotacional

S J0F, OF,
(VXF)Z = 6_32'/ - a—yz

Definim un camp vectorial G = Eu, + Fu,

i, si apliquem el teorema de Gauss,

fvédv:f (Vxﬁ)zdv:f ¢ ds =
14 74 S

55 5ﬁds=3§ (nxpy—nypx)ds=3€ (7 xF),_ds
S S S

En resum,
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fv (VxF)Z dv = £ (n xF)Z ds

i, sumant les tres components del rotacional, obtenim:

fv (VxF)dv = fv ((vxF) i, + (vxF) i, + (VaF), i, } dv =
3€~ (GixF), i, + (RxF) G, + (72F), 3} ds = i (7 xF) ds
com voliem demostrar.

6.5.2 Integracio del camp magneéetic en un volum

Considerem la relacié, demostrada en I'apartat 6.5.1 anterior,

fv VXF@E) dv' = f (ﬁx F(?’)) ds

S

Si ara apliquem la igualtat anterior al nostre problema d’estudiar la integral del camp

magnetic dins d’un cert volum substituint el camp pel rotacional del potencial vector, tindrem:

f B dv' =f VxAF) dv'
v v’

fw VxA@F) dv' = jg (ﬁ x A7) ds’

Sr

- 9 4 J(#
f B dv’ =.f VxAGF@") dv' =.f ds’ (ﬁ’xA(F’)) =f ds’ (ﬁx Ho <]( )> dv’>
V' V' s/ s/ 47'[ v! R

En cas que els corrents que generen A(7') estiguen tots en V’, podem fixar un punt 7' i

integrar per a tota la superficie, i podem reescriure la integral com:

(a0 [ (TGN, B[ f (7
L’d5<nx4n V,< B >dv>— yy V,](r)dvxS’dS 7
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Si en la integral

o (5)

substituim % utilitzant la série de polinomis de Legendre, podem demostrar que>®

i, substituint en I'equacié de volum,

K

> 2 1 >
i), ](?’)dv’ng’ 2m = =< Ho fv' J(#) x?)dv' =

2 1 =1 Tf 2 / _2 —
5%{5]1/' (r x](r)) dv}—guom

Aci tenim un resultat general en el sentit del valor de la integral

L 2 (1 /0 =N ) 2
LIBd’==§MO{EJ;I(rx](r))dv}zguom

similarment al que hem obtingut per al camp eléctric

f E dv' ! (#)dv'r’ p
vV=——= r)dvr' =——-—
v’ 380 V/p 380

En el cas de tenir un dipol en el volum d’integracid, aquest resultat ens fa que el valor

del camp, incloent-hi el punt en que esta el dipol, siga

o 3(MR)R—-R*m 2 _ .
B(r)=Z—7°t( )RS +§u0m6(R)

59 Vegeu 'apartat 6.5.3 a continuacio.
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Si tota la distribucié de corrents estiguera situada fora de I'esfera, el problema seria

lleugerament diferent, com s’analitza en el text de Jackson.®°

- nds ..
6.5.3. Demostracio del valor de [ "(T en la superficie d’una esfera

Si substituim la integral = pel seu valor en funcid dels polinomis de Legendre,

tenim:

fﬁds—f "dsli "Y' py(cost) =
R —Sn - —| Pulcost) =

n=0

1< (r\"
cosOu, + sinb(cospu, + singi, )|a’*sinfdOde}— T B,(cosB)
y)le? a a
S n=0

Per a resoldre la integral, fixem un punt #' en l'eix z, 7' = r'i, (la qual cosa no
restringeix la generalitat del resultat), per tal de poder utilitzar la parametritzacié usual en
coordenades esferiques, i tindrem que, quan fem la integral en ¢, desapareixen les

dependencies en els eixos x i y, rad per la qual queda:

m _2

-1 r o a —
f1 2712WPn(cost9)(—1)d(cost9)cost9uz

Tenint en compte que cosf = P;(cosfB)i que els polinomis de Legendre son

ortogonals:

.’»1 Osim=#n
P, (x) Py (x) dx ={ 2 Lo
-1 2n+1

aleshores, queda:

60 Jackson, apartat 4.1 (p. 145).
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0=0 (o)
a2
1

_[ 1 Z s P,(cos8)d(cosB)cosOu,

0=m n=0
0=0
fl 2mF, P - 2d( oy, = 2n 2T T, = 2 Zfl—f ndS
9_1 P, Py COSON, = 2M 5 —3— 1, = 2m—= = =
=T

6.5.4. Comportament del potencial escalar magnetic en travessar una superficie

amb una densitat superficial de carrega magnetica ficticia

El potencial escalar magneétic es defineix en regions on no hi ha corrents, pero si que podem
tenir densitats de moment dipolar magnétic. A partir de les densitats ficticies de carrega

magneética d’aquestes entitats, aquest potencial escalar es pot expressar com:

o )\ ., 1 pom DN
¢m()_ES,< R >d5 4an,< R >d”

Suposem una superficie que separa dues regions, en la qual hi ha una densitat ficticia
de carrega magnética a,, (7'). El potencial escalar magnétic als dos costats de la superficie

sera:

om (M) o,
o) =39 (25 )as

Si ens preguntem sobre la seua continuitat o discontinuitat en travessar aquesta
superficie, no cal més que remetre’s a les consideracions que ja es van fer respecte al potencial
escalar electric (apartat 2.6.3), vist que la forma de I'equacié és la mateixa. Per tant, podem

afirmar que el potencial escalar magnetic sera continu en travessar aquesta superficie.

Bibliografia de la llico 6

Costa Quintana, Joan & Lépez Aguilar, Fernando, Interaccion Electromagnética. Teoria Cldsica.
Reverté, 2007.

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew. Fisica vol. II: Electromagnetismo y
Materia. Addison-Wesley Iberoamericana, 1987.
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Griffiths, David J. Introduction to Electrodynamics. Prentice Hall, 1989.
Jackson, John David, Electrodindmica cldsica. Pearson Alhambra, 2a edicié, 1980.

Panofsky, Wolfgang K.H. & Phillips, Melba, Classical Electricity and Magnetism. Dover Addison-
Wesley Publishing Company Inc., Series in Advanced Physics, 2a edicio, 1962.

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W. Fundamentos de la Teoria
Electromagnética. Addison-Wesley Iberoamericana, 4a edicid, 1996.
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Llico 7
Induccio electromagneética
7.1. Introduccié
7.2. La forca electromotriu
7.3. Llei de Faraday de la induccié electromagnetica
7.4. Induccio en un circuit en moviment i en un circuit deformable
7.5. Coeficients d’induccio. Formula de Neumann

7.6 Contingut complementari

Bibliografia general
Griffiths, David J., L6.
Costa Quintana, Joan & Lopez Aguilar, Fernando, L6.

Textos avangats:

Panofsky, Wolfgang K. H. & Phillips, Melba, L9.

> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la lligé s’inclouen les referéncies bibliografiques completes.
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Llico 7:
Induccio electromagnetica

7.1. Introduccio

La induccié electromagnetica, que constitueix un dels pilars conceptuals de
I’electromagnetisme classic, descriu la relacio entre la variacié temporal dels camps magnetics
i I'aparicio de camps electrics. Des de la seua formulacié experimental per part de Michael
Faraday el 1831 i la seua integracié teorica a les equacions de Maxwell, aquest fenomen es

reconeix com una manifestacié essencial de la dinamica dels camps electromagnétics.

Com veurem a continuacio, la llei de Faraday s’expressa no sols en termes de la forca

electromotriu induida en un circuit, sind també com una relacié diferencial fonamental

gue estableix que un camp eléctric no conservatiu sorgeix com a conseqiiéncia de la variacié
temporal del camp magnetic. Aquesta formulacié revela una simetria profunda en la teoria
electromagneética i diferencia els camps electrics d’origen electroestatic d’aquells d’origen

inductiu.

L'analisi de la induccié electromagnética compren els fenomens d’autoinduccio i
d’inductancia mutua, essencials per a la descripcido rigorosa de circuits i dispositius
electromagnetics. Aixi mateix, I'estudi d’aquest fenomen proporciona el marc per a entendre
la propagacié d’ones electromagnétiques, en que els camps electrics i magnétics s’indueixen

mutuament en |'espai-temps.

La induccié electromagnetica no sols constitueix un fenomen central de
I’electromagnetisme classic, com déiem, siné que també és una porta d’entrada cap a la

comprensiod integral dels camps electromagnétics tant en contextos teorics com aplicats.
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Bibliografia per a I'apartat 7.1

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L17.
Cheng, David K., L6.

7.2. La forca electromotriu

Al llarg de les dues darreres llicons, hem analitzat el camp magneétic produit per un corrent
estacionari o quasiestacionari, sense preocupar-nos d’aquest corrent ni del seu origen.

Analitzem ara breument el comportament circuital del corrent.

Per tal que es moguen les carregues, necessitem un camp eléctric que siga capac de fer
(aportar) el treball necessari. El treball per unitat de carrega realitzat per un camp

electroestatic és:
fr=e=3€z di:—jﬁv¢di=0

com ja sabiem, atés que és un camp conservatiu. Necessitem, doncs, un altre camp que aporte
I'energia necessaria; es tractara d’'un camp electromotor o dels generadors, que, juntament
amb el camp electroestatic E,, ens permetra generar i mantenir el moviment de les carregues

en l'interior del conductor:
£ = 35@@) di = o+5£5 dl

El camp electromotor o dels generadors estara en algunes parts del circuit, mentre que
el camp electroestatic, que és responsable del moviment i

manteniment del flux de corrent, estara en tot el circuit.

En la integral de linia haurem de sumar (o restar segons el
signe) cada generador segons que contribuisca al moviment

de les carregues o s’hi opose.
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El moviment de carrega en un conductor esta frenat per les col-lisions que tenen lloc

en el seu interior. Pensem que, si no fora aixi, tindrien un moviment uniformement accelerat

d == . Aquestes col-lisions ens donen al final una velocitat mitjana que caracteritza el

™| 3

material. De fet, la llei d’Ohm, de caracter empiric i fenomenologic, estableix, com ja hem vist,
una relacid lineal, per a camps no molt intensos, entre la densitat de corrent i el camp eléctric

aplicat,
J=o0(E, +Ey,)
on o és la conductivitat del material.

Podem desenvolupar una mica més aquesta relacié: siga un cilindre conductor de

seccio S; aleshores,

i=JS

fEema-fla-fra-fLa-L
ET ey B BT R TP s M T s

— és la resistencia del cable (R) i hi retrobem la coneguda llei d’Ohm en circuits filiformes,

iR=c¢

També veiem el sentit fisic de la magnitud anomenada potencial € (denominada
usualment V en la teoria de circuits), com el treball realitzat sobre la unitat de carrega al llarg

del recorregut.

Analitzant les diferents parts del circuit, com deiem, E_e) es troba en tot el circuiti en els

generadors tenim els dos camps Ej + ET,.

Siga un circuit obert. El camp E, impulsa les carregues a moure, per exemple, d’'1 a 2,
g
pero, com que no en poden eixir, s’hi acumulen generant un

camp que s'oposa a aquest moviment fins que, finalment, el
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— —
moviment de carregues cessai —E, = E; = V¢ = ¢, — ¢4, que és la diferencia de potencial

entre els extrems (borns) del generador.®!

En el cas limit oposat, hi hauria un circuit que curtcircuita els

1 T ;

/ 2 extrems del generador. En aquest cas, ¢, = ¢; — E, = 0iel flux
de corrent en linterior del generador no cessaria mentre
mantinguera la capacitat de subministrar energia (encara que
sempre hi ha una certa resistencia interna, per la qual cosa s’aniria

descarregant).

En funcionament normal, estem en la situacié en que Ey > E. i el flux es manté al llarg
de tot el circuit: ixen les carregues per I'extrem 2 i, en arribar a I'1, sén impulsades novament

pel generador fins a arribar a 2 i torna a comencar.

Podriem concloure que un generador sera un dispositiu capag de separar carregues i
generar una diferencia de potencial entre dos punts. De fet, un generador converteix en

energia eléctrica algun tipus d’energia no eléctrica com ara:

e energia quimica (bateries i acumuladors),

e energia mecanica (dinamo: bobina que gira en un camp magnétic)

e energia lluminosa (cél-lula solar),

e energia piezoelectrica (encenedors piezoeléctrics, sensors de vibracié, microfons,

rellotges de quars, etc.).

Trobem aquests exemples en piles, plantes hidroeléectriques, parcs eolics, plantes
termoeléctriques, panells solars, grups electrogens, dinamos de bicicleta, alguns encenedors,

etc.

1 ¢, — ¢, és la diferéncia de potencial que podem mesurar entre els terminals d’una pila o bateria quan no hi
ha res més connectat.
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En lligons precedents hem analitzat els efectes d’un corrent que no variava amb el
temps. En el cas que el corrent siga funcié del temps, i(t), s’hiincorpora un nou efecte fisic que

considerarem a continuacio: la induccié electromagnética.

Com deiem, la induccié electromagnética és un fenomen clau de I'electromagnetisme
classic, amb aplicacions tecnologiques immenses. La comprensid dels camps variables en el
temps, la llei de Faraday i les seues conseqiiéncies, permeten dissenyar dispositius eficients
per a generacio, distribucido i Us de l'energia electrica, d’'on deriva l'interes tecnologic

significatiu que té.

Bibliografia per a I'apartat 7.2

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L7.

7.3. Llei de Faraday de la induccié electromagnetica

En el segle XIX, en concret, cap al 1830, es buscava en els corrents electrics un fenomen analeg
al de la induccié electroestatica, és a dir, se sabia que un conductor carregat fa que un altre

situat a les proximitats tinga carregues electriques induides. Quée passaria amb els corrents?

Faraday va descobrir que, mentre el corrent circulava en régim estacionari, i # f(t),
per un circuit, no hi havia cap efecte sobre un altre circuit situat a les proximitats, pero, en
obrir o tancar el pas del corrent, apareixia un corrent addicional induit en el circuit proper. Es

a dir, guan hi havia una variacio del corrent en funcié del temps, apareixia un corrent induit.
Pero aquest no és I’Unic cas en qué apareix induccié; també es dona:

e en un circuit rigid que es mou en un camp no uniforme (depenent de la posicid) i
estacionari, és a dir, no canvia amb el temps;

e enun circuit I'area del qual canvia al si d’'un camp magnetic (circuit deformable);

e quan el camp magnetic canvia amb el temps §(t), per la radé que siga, com en el
cas particular de I'experiment de Faraday en obrir o tancar el pas de corrent en el

circuit.
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Tots aquests casos es poden englobar en una unica llei, la llei de Faraday, que estableix
que la forca electromotriu induida en un circuit és igual a la derivada temporal del flux total

del camp magnetic que el travessa.

La llei de Faraday, descoberta experimentalment el 1831, descriu com un camp

magneétic variable en el temps pot induir un camp eléctric.

el0)

€=—E

on ¢ és la forca electromotriu, fem, induida i @ és el flux del camp magneétic.
Q= j BdsS
s

El signe menys és la representacié matematica de la denominada llei de Lenz, que
estableix que el corrent induit té un sentit de recorregut, de manera que el camp magnetic

que crea tendeix a oposar-se a la variacié del flux que la produeix.

La llei de Lenz determina la direccié del corrent induit i garanteix la conservacié de

I'energia en els processos electromagnetics.

En forma integral, tenim:

Aquesta expressio indica que un camp eléctric no conservatiu és induit per un camp

magnetic variable.

Si el circuit és rigid i estacionari,

- — do d = .=
gzngdl:——:—— B dS =— — dSs
de de Jg T
D’altra banda, el teorema de Stokes ens permet de dir que
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- — - - a§ -
.CﬁE dlzf (VXE)dsz—f — dS

Donat que les superficies sén arbitraries, excepte pel fet que han de complir amb la

condicié de recolzar sobre el circuit, podem inferir una igualtat punt a punt de la forma

VxE = 9B
X =Tt

que és l'expressid diferencial de la llei de Faraday i que constitueix la generalitzacid del cas

electroestatic quan tenim corrents que produeixen camps magnetics que varien amb el temps.

Bibliografia per I'apartat 7.3

Cheng, David K., L6.

7.4. Induccio en un circuit en moviment i en un circuit deformable
7.4.1. Forga electromotriu en un circuit rigid en moviment

o
En el cas que el circuit es moga dins d’un camp magnetic, B(x, y, z, t), el moviment del circuit
produeix una variacié del flux i la derivada total del flux constara de dues contribucions: 'una
associada a les variacions temporals del camp i

I'altra lligada al moviment.

Considerem una espira definida per la corba C que
en un temps dt modifica la seua posicid i se situa
en S'. Cada element de longitud dl de la corba C
es trasllada en una longitud ¥dt, on ¥ podria ser

funcié de la posicié sobre la corba, encara que no

s’hauria de trencar el circuit.

D’acord amb la definicié de derivada

@_@(Hdt)—(b(t) _i
dt dt o dt

U E(t+dt)d§'—f §(t)d§l
s’ S
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Tenint en compte el desenvolupament en serie de Taylor per a E(t + dt),

dB

B(t +dt) =B(t) + 5%

dt + -

i quedant-nos en primer ordre, tenim:

“_| 9B 1o, @ [ Beods - Fwas
dt  Jo ot dt | Js .

Apliquem ara el teorema de la divergéncia al camp B(7, t) considerant el volum tancat

format per les superficies S i S’, més la superficie lateral escombrada en el desplacament:

fvﬁ(?-,t)dv =f Ed?—f §d§+f BdS,, =0
1% s’ S

Stat

fﬁdi_f §d§=—f BdS,,,
s’ S S

lat

La superficie lateral és d§lat = dlx Bdtiens queda:

fﬁd?—f §d§=—f (dl x #) Bdt
s’ S

Slat

-

. . 0B
Si fem el mateix raonament amb el camp .

El segon terme de la igualtat és un infinitésim de segon ordre, que podem no considerar

en quedar-nos en primer ordre en aquesta aproximacid i, per tant:

Recapitulant els resultats anteriors, tenim:
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do 0B

' d - —), - -
i ., Eds +%Us'8(t)d5 —fs B(t)dsl

que ésigual a

%:L a—BdS f (dlxv)B f—d5+f (va)dl

i per aplicacié del teorema de Stokes:

9B | ox(Bx7)]d3
E+x(xv)

on S és una superficie que recolza en C.

En el segon membre, el primer sumand representa la variacio del flux causada per la

dependéncia temporal del camp i el segon és la variacid originada pel moviment.

Com a conseqliéncia de tot aix0, en el circuit apareix una fem induida:

dg o8 N
e——E——L IE+Vx(va)ldS

Des del punt de vista del circuit, les carregues en moviment es mouen per l'accio d’'un

camp eléctric E’, ja que no hi ha moviment del circuit, de manera que el treball realitzat per

unitat de carrega sera:

VxE = 98 vx( Bx &
X ——a‘FX(XU)

o, el que és igual:
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oB

Vx [ﬁ—(ﬁxﬁ)] ==

-
on E' és el camp vist per les carregues en el mateix circuit (i, per tant, en repos). Si 'observador
. . . . . .7 > .
acompanya el circuit en el moviment, per a ell no hi ha contribucié deguda a v i la forca motora

és d’origen electric:
F=qE

En canvi, per a 'observador en repos, apareixera la contribucio del camp magnétic. Aixi,

per a cada carrega,

F= q(ﬁ + Bx v)
ambdues forces son logicament iguals i, per tant,

E = (E + Bx ?)
substituint en I'expressio

oB

Vx[ﬁ—(ﬁxﬁ)] ==

recuperem la llei de Faraday, valida de manera general:

VxE = o8
T T

7.4.2. Forca electromotriu en un circuit en quée canvia la superficie (circuit
deformable)

Siga un circuit com el de la figura segiient al si d’'un camp magnétic constant que apunta cap a
dins (el que veiem seria I'extrem del darrere de la fletxa del camp) i una part del circuit es
desplaca cap a la dreta amb una certa velocitat, fent que canvie la superficie del circuit

travessada pel camp.
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En aquestes condicions la fem induida:

d - .3 -d , .
X |x x x E=—— BdSz—f B—(dS)

Amb 4 (d§) volem indicar quant varia la
dt

superficie en dt.

Suposem que es desplaca una part del circuit (df); I'area escombrada en desplagar-se

un (di’) sera (d§ =dlx di’) i, per tant,

d(dlxdl’) ; di’+ S = dlx " dl _
dt = X dt dt X = xXv, ates que dt_

Aixi, tindrem:

—

B—(dS)=B(dlx%)=—-dl(Bxv)

d
dt
i la fem induida

-

d —_ = —_ - -
s=——j BdS=f (th?)dl=—f (vxB)dl =—vBL
dtS L L

Hem elegit el sentit de recorregut (indicat per la fletxa) de manera que el vector
perpendicular a la superficie siga paral-lel a la direccio de §, la qual cosa ens definira el signe
del corrent (en aquest cas, el de les agulles del rellotge), que considerem positiu. El resultat
negatiu obtingut per a la fem ens indica que el corrent induit anira en sentit contrari al de la

fletxa de la figura.

Convé assenyalar que, ates que els elements dl formen part d’un circuit que, encara
que deformable, ha de mantenir la continuitat, la velocitat de cada dlno pot ser arbitraria. En
particular, la velocitat dels elements dl veins ha de variar de manera continua al llarg del circuit
(en el nostre cas, la part en moviment), de manera que la diferéncia de velocitat, que puga
haver-hi, entre elements infinitesimals adjacents hauria de tendir a zero en el limit dl — 0.
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Aquesta fem induida associada amb el moviment de la vareta (de longitud L) també es
pot obtenir a partir de la forca de Lorentz: tenim que la vareta es desplaca amb velocitat ¥ en
un camp magnetic B perpendicular tant a ¥ com a L; el conjunt es comporta com un generador
en circuit obert, donat que la vareta no esta encara en connexié amb la resta del circuit. La
forca sobre les carregues positives sera cap amunt i sobre les carregues negatives sera en sentit
oposat; aixo produira una separacio de carregues en l'interior de la vareta i la generacié d’'un
camp electroestatic que s’'oposara a la separacié de carregues causada per la for¢a de Lorentz.

Aquest camp electroestatic augmenta fins que s’assoleix I'equilibri seglient:
E=-9xB

En aquest moment, entre els extrems de la vareta mobil,®? hi ha una diferéncia de

potencial:

2

2
¢2—¢1=—f E dlzf (VxB)dl=vBL
1 1
Aquest resultat indica que el punt 2 es troba a un potencial més alt. En recolzar la vareta
sobre els carrils, es tancaria el circuit i podria circular el corrent induit, que, amb la disposicid
del camp i de la velocitat que mostra la figura, aniria en el sentit contrari a les agulles del

rellotge. Es a dir, és el mateix resultat que s’obté en la resolucié a partir del calcul de la variacié

del flux, tal com hem fet anteriorment.

Quan un conductor es mou al si d’'un camp magnétic variable, s’hi indueixen els
anomenats corrents de Foucault (o parasits). Aquests corrents produeixen efectes
d’escalfament i perdua d’energia per efecte Joule i es poden reduir mitjancant I'is de nuclis

laminats o materials amb baixa conductivitat eléctrica.
Com a aplicacid dels conceptes anteriors, podem fer els exercicis i les demostracions seglients:

» Una espira rectangular de costats a i b (a>b ) i un cable bifilar pel qual circula un corrent

i = iye "t estan situats en el mateix pla. El costat més gran de I'espira és paral-lel al cable.

62 Indiquem amb 1 el punt més baix i amb 2 el punt de dalt.
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La distancia entre els fils del cable és d, aixi com la distancia entre el costat de I'espira i el

cable més proper. Calculeu la fem induida en I'espira.

» En el pla d’una espira rectangular de costats a i b i paral-lelament a un dels costats, hi ha
un fil conductor rectilini que transporta un corrent constant i. Calculeu la fem induida en

I’espira quan aquesta s’allunya de I'eix amb velocitat v respecte al fil conductor.

c D » En el camp magneétic d’'un corrent rectilini vertical i indefinit es

'3 A 5 troba el circuit dibuixat en la figura. Els carrils verticals tenen una

resisténcia de B /. El tram mobil AB i el tram fix CD tenen entre els

= dos una resisténcia R. Calculeu la forga que cal aplicar a la barra mobil
|<_b,| AB que té massa M perqué caiga amb velocitat constant.

Bibliografia per a I'apartat 7.4

Costa Quintana, Joan & Lépez Aguilar, Fernando, L4.

7.5. Coeficients d’induccid. Autoinduccid i induccidé mutua

7.5.1. Coeficients d’autoinduccio

Com hem comentat, el corrent en un circuit pot generar una fem induida sobre si mateix en

cas que el corrent canvie amb el temps. Siga un circuit recorregut per un corrent i(t) que crea

un camp magneétic B(t). La conseqiiéncia és que en el mateix circuit apareix una fem induida,

ja que varia el flux del camp magnetic que passa a través del circuit:

dd _ do di

T T4 T T dide

. dd . . . . Y
La derivada - depeén de la forma de la funcié ® = f (i), que sera un factor geomeétric,

ja que el camp depeén linealment amb el corrent, cosa que implica que el flux també ho fara,

—

= o |Hol - R
0 - (45)
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Si suprimim el corrent i, el que ens queda és el factor geometric de qué parlavem

associat amb el circuit concret.

Si el circuit és rigid i, per tant, la superficie no canvia, tenim:

d=Li

i, conseglientment, el coeficient d’autoinduccié sera:

dad L
di
i la fem induida es pot expressar com:
L di
£ =—L—
dt

Cal recordar que la unitat de la induccié (coeficient L), en el SI, és I'henry, tal com

indicavem en la primera lligé.

7.5.2. Induccié mutua

La variacié de corrent en un circuit pot induir una fem en un altre circuit proper. Aixo és, si
tenim n circuits, el flux en el circuit k-ésim sera la suma dels fluxos que generen els altres

circuits, més el flux propi:

n
CDk = Z q)k,j
j=1

on @, ; és el flux del circuit j-ésim sobre el k-ésim,

- -
expressio en que B; és el camp del circuit j-ésim sobre la superficie del k-ésim, Sy.. Aix0 ens

permet definir els coeficients d’induccié muatua Ly ;:
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Prj = Lij
formulacié que, juntament amb el coeficient d’autoinduccié definit préviament,
Dy x = Ly ik

ens permet determinar la fem induida com:

n n .
€ =—&=— dq)kj:—ZL -Q=Z€ i
k dt dt Il qr — La T

Jj=1 Jj=1 j=1

7.5.3. Formula de Neumann

Desenvolupant les definicions anteriors, el flux sobre el circuit k-ésim és:

q)sz I‘Tdik
Cc

k
R
on el potencial vector A és el generat per tots els circuits j, sobre el k-esim.

Cada circuit j-ésim genera un potencial vector, que és donat per:

> o Mo 1 -
A](r)zﬁljﬁjﬁdl]

on R és la distancia de cada element d; al punt 7 on avaluem el potencial vector. Aixi, tindrem:

i, per tant,

expressiod que, comparada amb lI'equacié
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n n
Pe= ) Oy = ) L
j=1 j=1

ens permet definir els coeficients d’inducciéo mutua com:

. '_&f jg dl;dl,
“oam ) Je, R

sentR = 7, — 7 ; la distancia entre els elements de longitud dz;- i dly.

Aquesta és la coneguda com a férmula de Neumann, la simetria de la qual respecte als

indexs és completa, per la qual cosa els coeficients d’inducciéo mutua sén simeétrics:

Lyj = Ljx

Analitzarem el cas del coeficient d’autoinduccié en l'apartat 7.6.3, de contingut

complementari.

A continuacid, es presenten els enunciats de tres exercicis, la resolucié dels quals ajudara a la

comprensio dels conceptes estudiats, seguits de dos més que van acompanyats de la solucié.

» Calculeu el coeficient d’autoinduccié d’'una bobina toroidal de n espires i seccié quadrada

de costat a. El radi de la circumferéncia que descriu el centre de les espires és igual a b.

» Calculeu el coeficient d’autoinduccié d’un solenoide molt llarg de n espires per unitat de

longitud i seccid circular de radi a.

» Dues espires circulars de radis a i b ( b<<<a ) sén paral-leles i els seus centres estan a una
distancia d sobre la recta perpendicular a aquests centres. Obteniu el coeficient d’induccid

mutua.

» Una espira circular de radi b es troba en l'interior d’un solenoide semiinfinit de radi a
(b<<<a), situada a una distancia d de la base del solenoide. Els seus centres es troben en

el mateix eix. Obteniu el coeficient d’induccié mutua del sistema.
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Solucié
El solenoide comenga en z=0i s’estén fins a z = +o0. L'espira menuda se situa en z=d.

El camp en punts de I'eix generat pel solenoide és:

- Honl Z N
B(z) = (1 _ )u
2 VaZ+2z2/

i la inductancia muatua es definira com el flux sobre I'espira quan el corrent és la unitat:

@(d)—”"n”bz( d )—L =
2 V@t T

» Suposem que una espira menuda de radi b se situa en I'eix z a una distancia d del centre

d’un solenoide finit de longitud [ i radi a( b<<<a ). Obteniu el coeficient d’induccié mdtua.

Solucié

El camp en I'eix del solenoide finit, de longitud total [ és:

. l l
N z + zZ—
B(z)=#°nl /2 _ /2 —

? \/az +(z+ 1/2)2 \/az +(z- 1/2)2

de manera que la inductancia mutua (el flux del camp magnétic sobre I'altre circuit quan

hi passa un corrent unitat) sera:

A d+l d—1
Ly, _Honm /2 _ /2 — )63

? \/az + (d + 1/2)2 \/az + (d — l/z)z

Costa Quintana, Joan & Lépez Aguilar, Fernando, L6.

Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L11.

63 Quan estudiem dos circuits, el coeficient d’induccié mutua també s’indica amb la lletra M.
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7.6. Contingut complementari

7.6.1. Aplicacions de la induccio electromagnetica

La induccié electromagnetica té nombroses aplicacions tecnologiques: generadors eléctrics,

transformadors, motors, sistemes de fre magnétic, cuines d’induccio i moltes altres.

e Generadors eléctrics: En moure una espira o bobina en un camp magnétic, es
genera una fem induida que permet obtenir corrent altern.

e Transformadors: Es basen en la induccié mitua entre bobines per a elevar o reduir
tensions eléctriques en sistemes de corrent altern.

e Motors electrics: Converteixen energia eléctrica en energia mecanica mitjangant
la interaccié de camps magnetics que generen un parell de forces que produeix
moviment de rotacid.

e Cuines d’induccié: Utilitzen camps magneétics alterns per a induir corrents de
Foucault en materials conductors, de manera que produeixen calor per efecte
Joule.

e Frens magnétics: Dispositius que utilitzen camps magneétics variables o corrents
induits en materials conductors per a generar forces de frenada sense contacte
mecanic; redueixen |'energia cinética en transformar-se en calor dins del

conductor mitjancant corrents de Foucault.

7.6.2. Els camps no estacionaris i la seua relacié amb els potencials

Lequacié seglient,

VxE = o8
T

fa que, quan els camps varien amb el temps, ja no es puga derivar E d’'un camp escalar.

Tanmateix, ates que

podem escriure
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94

5 0 >
E=——Vx4=-Vx —
Vx (’)tv Vx T

Per tal com la derivada temporal i espacial sén independents:
vx (E + 04
X —_ =
dat
i aix0 si que pot derivar-se d’un camp escalar,—V ¢. D’aix0 podem concloure que

E=-V 04
B ot

cosa que constitueix una generalitzacié del que s’ha vist en el cas electroestatic.

Encara més, podem introduir la definicio del camp en I'expressio del treball per unitat

de carrega,

vist que el primer sumand és nul, com ja sabem, tindrem:
356,1 i
e=—0¢ —
Jt
resultat esperable, atés que el flux del camp magnétic és:

q>=f §d§=7€ Adi
S C

7.6.3. El coeficient d’autoinduccié a partir de la formula de Neumann

Quan es vol aplicar la férmula de Neumann al calcul de I'autoinduccid

i '_ﬂf f dl;dl,
“oam ) Je, R
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apareix una dificultat matematica, perque el punt R = 0 es troba en el domini d’integracio.
Aquesta dificultat és més aparent que real, ja que esta idealitzant el corrent filiforme. En la
realitat, sempre tindrem una seccié transversal finita i, per tant, aquesta singularitat és

producte de la idealitzacido o modelitzacid.

Una manera de resoldre el problema és considerar que la seccid transversal es pot

dividir en filaments “pesats” per ]_) i, per tant, el flux a través del circuit en comptes de ser

Diotar = f A) dl
C

sera

Dol = — f bﬂ dfl

Tenint en compte el valor del potencial vector,

i incorporant-lo a I'equacio del flux total, tenim:

ii j ]l]l dv,
’ 47'[1 v’

Obviament, el volum és el mateix i els indexs amb prima sén per a facilitar la

compressid. La forma operativa és la seglient: fixem un dv i recorrem tot el volum V' pel qual

passen els corrents J;/ i després integrarem en dv, de manera que desapareix la singularitat.

7.6.4. Matriu de coeficients d’induccio i autoinduccid

Quan tenim un sistema amb n circuits, el flux a través del k-ésim, quan per tots els altres passen

corrents i;, €s la suma dels fluxos que tots els altres, incloent-hi el propi, generen sobre aquest.
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n
ch = Z (Dk,j
j=1

Cadascun d’aquests fluxos es relaciona linealment amb el corrent que passa per cada

circuit de la forma:

Dy j =Ll

on els coeficients d’induccio estan donats, segons hem vist, per

i '_&§ f dl;dl,
“oam ) Je, R

Tenim, per tant, una formulacié semblant a la del sistema de n conductors,®* en qué el

potencial era donat per

n
b = Z Pij q;
=

on els coeficients de potencial eren:

1 1 f O'l'O'j ds.ds

p., . = . .
Yo dmeyqiqp ), Ry

Aquests p; ; van ser denominats coeficients de potencial del sistema de conductors i es

i—i;, essent Ap el determinant de |pi,j

va poder definir una matriu ¢; ; = , amb els coeficients

de capacitat i influéencia.

Seguint, doncs, aquesta formulacié podem construir la matriu d’inductancies tal que

CDI L11 Lln il

Cbn Lnl Lnn in

64 Vegeu I'apartat 4.5.1.
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A partir de la definicié del flux

n n
o), = z Oy = z Ly i
=1 =1

podem imaginar-nos una situacid que ens fara notar més clarament el significat fisic dels
coeficients d’induccio. Suposem que el corrent en el j-esim circuit és i;=1 i tots els altres

circuits tenen un corrent nul:

Aleshores,

q)k = Lk,j

és a dir, el coeficient L ; és el flux sobre el circuit k-sim quan el conductor j -ésim té corrent
unitat i tots els altres estan sense pas de corrent, incloent-hi el mateix k-ésim. O, dit d’'una altra
manera, Ly ; és la induccio muatua entre el circuit k-esim i el j-esim: el flux que el corrent en el

circuit j-ésim indueix en el circuit k-ésim.

Caracteristiques de la matriu dels coeficients Ly ;

Les caracteristiques de la matriu dels coeficients L;«. sén les seglients:

e Com déiem, la matriu és simetrica: Lxj= Ljk.

e Els elements de la diagonal principal sén estrictament positius L;;> 0.

e Elsigne dels elements fora de la diagonal principal depén de I'orientacié relativa
dels circuits.

o La matriu és definida positiva, la qual cosa vol dir que, per a qualsevol conjunt de

Ill

fluxos, el producte de la matriu dels coeficients d’induccié pel “vector” dels corrents
és sempre = 0.
e Lacondicid que la matriu siga definida positiva implica que no sols els elements de

la diagonal principal sind també qualsevol menor principal (que té la diagonal principal
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com a diagonal), incloent-hi la mateixa matriu, té determinant estrictament positiu.®®
Aixi, per exemple, s’ha de complir®®

L11 L12
L21 L22

= Ly1Ly5 — L12Ly; 20

e La condicié de ser definida positiva implica, aixi mateix, que la suma de cada fila
ha de ser positiva o nul-la. Aixo equival al fet que I’element de la diagonal principal
(que és positiu) ha de ser > al valor absolut de la suma de tots els altres elements de

la mateixa fila (que son negatius o nuls). Per exemple,
Lyig = |Liz + Lyg + -+ Lqg|

En el cas d’un sistema de dos circuits, siga M = L, el coeficient d’induccié mutua.
Acabem de veure que L;;L,, — M? > 0, 0, cosa que és igual, M? < L,,L,, i es pot definir el

coeficient d’acoblament com

7.6.5. Exemple de calcul de coeficient d’induccié mutua

Vegem el problema segiient, il-lustratiu del calcul del coeficient d’induccié mutua.

» Una espira circular de radi b es troba en l'interior d’un solenoide semiinfinit de radi a
(b<<<a), situada a una distancia d de la base del solenoide. Els seus centres es troben en

el mateix eix. Obteniu el coeficient d’induccié mutua del sistema.

Solucié

El solenoide comenga en z=0i s’estén fins a +e<. L'espira menuda se situa en z=d.

El camp en punts de |'eix generat pel solenoide és:

Iioni( 4 )_>
B 1-
=5 )

8 per a més detall, podeu consultar el criteri de Sylvester al text de Morse & Feshbach en el context de condicions
sobre determinants de formes quadratiques.
% No posarem la separacié (coma) entre els subindex, quan no hi haja cap dubte del significat.
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i la inductancia mutua es definira com el flux sobre I'espira quan el corrent és la unitat:

Q)(d)_uonnbz(l d )—L _,
2 Va2 + d? 21 12
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Llicd 8
Equacions de Maxwell

Ones electromagnétiques

8.1. Introduccio

8.2. Generalitzacid del teorema d’Ampere per a corrents no estacionaris.
Corrent de desplagcament de Maxwell

8.3. Equacions de Maxwell en el buit
8.4. Equacio d’ones. Solucié en ones planes
8.5. Ones planes amb variacié temporal harmonica
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> Després de cada apartat s’indica la bibliografia especifica i les lectures
recomanades.
> Al final de la llicd s’inclouen les referencies bibliografiques completes.
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Llico 8:
Equacions de Maxwell. Ones electromagnetiques

8.1. Introduccidé

Les equacions de Maxwell representen una fita fonamental en la fisica del segle XIX, ja que
integren coherentment els fendomens eléctrics i magnetics en un Unic marc teoric i mostren la
interdependéncia intrinseca entre els camps eléctric i magneétic. En la formulaciod diferencial,
aquestes equacions descriuen com les distribucions de carrega i corrent generen camps
electromagnetics i com aquests camps evolucionen en I'espai i el temps. Una de les seues
prediccions més notables va ser I'existencia d’ones electromagnetiques (OEM) que es
propagarien en el buit a la velocitat de la llum, com aixi ha estat, la qual cosa estableix un

vincle entre I'electromagnetisme i I'Optica.

Des d’un punt de vista conceptual, les equacions de Maxwell tenen analogies amb
altres teories de camp. Per exemple, les equacions d’Euler i Navier-Stokes determinen
I’evolucié d’un fluid mitjancant camps de velocitat i pressié; les de Maxwell descriuen la
dinamica dels camps eléctrics i magnetics. En tots dos casos s’incorporen principis de
conservacié (massa, moment i energia en fluids; carrega, moment lineal, moment angular i
energia electromagnética, en el cas del camp electromagnetic) i s’utilitzen operacions
diferencials similars, com ara divergencies i rotacionals, per a expressar els principis de
conservacio i relacions entre els camps. D’altra banda, hi ha un paral-lelisme molt instructiu
amb la gravitacidé newtoniana: la llei de Gauss té una estructura semblant quan I'apliquem al
camp eléctric i quan I'apliguem al camp gravitatori, encara que la forca electrica pot ser
atractiva o repulsiva segons la polaritat de les carregues, com ja hem comentat en altres parts

d’aquest text.

A diferéncia de la gravitacid newtoniana, les equacions de Maxwell tenen una
formulacié que s’integra naturalment amb la relativitat especial i sén expressables en termes
del tensor del camp electromagnétic, F*V. En la relativitat general, la font del camp gravitatori
és el tensor energia-moment, mentre que en electromagnetisme sén les carregues i corrents.

En tots dos casos, les interaccions es descriuen mitjancant equacions de camp locals.

218
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligd 8: Equacions de Maxwell. Ones electromagnétiques

El 1865 Maxwell va publicar “A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field”,%” que
unifica els coneixements experimentals sobre electricitat i magnetisme. En el seu treball va
mostrar que la llum pot interpretar-se com una ona electromagnética que es propaga en
I’espai, cosa que supera la necessitat de postular un éeter, concepte posteriorment descartat

per la teoria de la relativitat.

En el buit, aquestes ones son transversals, amb els camps eléctrics i magnétics
perpendiculars entre sii a la direccié de propagacid. La inclusid del corrent de desplagcament
en les equacions que governen el camp electromagnetic, com veurem més endavant, va ser

crucial per a completar la formulacid i validar la prediccio de les ones electromagnéetiques.

Al llarg del curs, ens han anat apareixent les equacions de Maxwell en un cami iniciat
en |'electroestatica, després en la magnetoestatica i, finalment, en els camps variables amb el
temps. Aquest marc teoric es conclou amb el conjunt de quatre equacions que, segons hem
vist, en el sistema internacional en el buit i per a corrents estacionaris, es formulen en forma

diferencial com

vE =2

SO
VBE=0
s_ 0B
=T
VXB = o/

Per a corrents no estacionaris, en canvi, la darrera equacié no pot ser valida, ja que

V(VxB) = 0 = uoVJ

67 Maxwell, James Clerk. (1865). A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field. Philosophical Transactions of
the Royal Society of London, vol. 155, pag. 459-512. Disponible en https://doi.org/10.1098/rst|.1865.0008.
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S
i aix0 implicaria que V] = 0 en qualsevol circumstancia. Per tant, cal introduir la proposta de
Maxwell del corrent de desplacament, per a garantir la consistéencia de les equacions i
permetre la prediccié correcta de la propagacié d’ones electromagnétiques.

Bibliografia per a I'apartat 8.1

Feynman, Richard, Leighton, Robert B. & Sands, Matthew, L18.

8.2. El corrent de desplacament

La llei d’Ampere, valida per a corrents estacionaris, ens diu que
— ->
VxB = poJ

La pregunta és: com podem considerar el cas de situacions no estacionaries, com les

de I'exemple segiient?

En un condensador, quan estem en régim estacionari, no
passa corrent una vegada ja s’ha carregat, pero en el
procés de carrega hi ha un pas de corrent no estacionari

de manera que tindrem un camp magnetic que satisfara:

"
55 §di=uof 7 dS = i

Si prenem la superficie que recolza en I'anell circular a la part exterior al condensador
(vegeu figura anterior), tindrem una densitat de corrent i un flux fs J dS , pero, si considerem

S
la superficie dins del condensador, alla no n’hi ha J. D’altra banda, si ens fixem en el camp

eléctric dins del condensador (que considerem ideal, sense efecte de voresiamb uncamp E =

g . . , N . . e sy .

—= SQ—S en l'interior), en el procés de carrega Q augmenta (hi ha una variacid) i, per tant, un
0 0

corrent,
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A causa de la conservacié de la carrega, el corrent i ha de ser el mateix que passa pel
fil conductor, i I’'haurem d’afegir al segon membre de la igualtat de la integral de linia per tal

de cobrir aquelles zones on no hi ha cables conductors.

oL E .
ngdlzuole+u0£0 EdS

Aquesta deduccid és de caracter completament general. Maxwell va denominar el
darrer terme com a corrent de desplagament, encara que realment no és un corrent en sentit
estricte. Maxwell va afirmar que els efectes electromagnétics que produeix sén els mateixos

que els atribuibles als corrents de conduccid i, per tant, el teorema d’Ampeére I’"ha d’incorporar:

- > aE
Vx B = uof ++ toso s

També podem deduir la necessitat d’incorporar el corrent de desplagcament a partir de

considerar I'equacié de continuitat,

5 dp
Vit —==0
I+ 5

que en el cas no estacionari ens porta a

. dp ] , )
V]=——=—a(80VE)=—V<SOE>

Aixo implica que

R oE
V(/+e 5 ) =0

en qualsevol circumstancia.

—

. . " > OE . .
Si les fonts de rotacional del camp magnetic foren | + ¢, P la coheréncia seria total,
ates que la divergéncia d’un rotacional és sempre 0. Per aix0 la mateixa equacié de continuitat
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ens dona una suma de camps que és solenoidal i que es pot postular com les fonts de
rotacional del camp magnétic, de manera que desapareix la inconsisténcia matematica

detectada per al cas no estacionari i es generalitza, a més, el resultat per al cas estacionari:

. , oF
VXB=[1.O ]+EOE

Com veiem, el resultat coincideix amb el que hem obtingut anteriorment, en forma

integral, en analitzar el cas de la carrega d’un condensador.

Aquesta correccié a la 4a equacié de Maxwell també garanteix la conservacié de la

carrega a través de I'equacid de continuitat.

En I'interior d’un conductor, normalment,

oF

%>>e —_—
] 0 at

i la contribucio del corrent de desplacament és negligible. Tanmateix, en abséncia de corrents

-
J, cal tenir-la en compte. L'equivaléncia dels efectes magnetics dels corrents de desplagament
i els corrents de conduccio va ser confirmada experimentalment per Alexander Alexandrovich

Eichenwald el 1903 mitjancant un condensador giratori.®®
L'exercici seglient aprofundeix els conceptes de I'apartat.

» Un circuit esta format per un cable amb conductivitat (eléctrica) o i una font de voltatge
de la forma V =V, cos(wt + ¢). Compareu el corrent de conducci6 amb el de

desplagament. Discutiu el casos 0 > weyio < weg .

Bibliografia per a I'apartat 8.2

Griffiths, David J., L7.
Reitz, John R., Milford, Frederick J. & Christy, Robert W., L16.

%8 Vegeu, per exemple, https://en.wikipedia.org/wiki/Alexander Eichenwald i les referéncies que s’hi esmenten.
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8.3. Equacions de Maxwell en el buit

Com a resum de tot el que hem dit, les equacions de Maxwell adopten la forma (diferencial i

integral) seglent:

Llei de Gauss per al camp eléctric
vi-f  § Bd5-
o s
on Q és la carrega total en el volum tancat per S.

Corol-lari: El camp electric divergeix (convergeix) des de les carregues positives (negatives), o

amb més precisio, des de les densitats de carrega electrica.

Llei de Gauss per al camp magnetic

VBE=0 ; 35 BdS =0
S

Corol-lari: No hi ha densitat de “carrega” magnetica; no hi ha monopols magnetics dins

d’aquest marc conceptual.

Llei de Faraday

S oB . Gl o dd
VxE = —— ngdlz——f BdS=—-——=¢

Corol-lari: Un camp magneétic, variable amb el temps, genera un camp eléctric.

Llei dAmpere-Maxwell
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Corol-lari: Els corrents electrics i els camps electrics variables, amb el temps, generen un camp

magneétic.

Com hem dit, les equacions de Maxwell van tenir un gran impacte, perque, a partir del
marc teoric enunciat, permetien predir fenomens encara no observats, el més important dels

quals va ser la propagacié de I'energia en forma d’ones electromagnétiques.

Amb la incorporacié de la materia, i, per tant, amb la possibilitat real de presencia

d’entitats capaces de polaritzar-se electricament o magnetitzar-se (és a dir, amb densitats de

— —
P i M), les equacions de Maxwell incorporen nous termes que tenen en compte aquestes

densitats de moments dipolars eléctrics i magnétics.

Vegem l'aplicacié dels conceptes anteriors:

» Suposem un condensador sotmés a una diferéncia de potencial V =V, cos(wt + ¢).

Obteniu el camp magnetic en tot l'espai.

» Siga un condensador pla format per dos discos. Considerant I'efecte de les vores, el camp

electric en el seu interior es pot expressar aproximadament per

- P\?
E =E, [1 — (—) } sinwt U,
Po

on pg és el radi efectiu dels discos. Trobeu el camp magnetic entre les plaques del
condensador.
Bibliografia per a I'apartat 8.3

Qualsevol llibre d’electromagnetisme, per exemple: Wangsness, Roald K., L21.
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8.4. Equacio d’ones. Solucié en ones planes

8.4.1. Obtencio de I'equacié d’ones

En les regions en que no tenim ni carregues ni corrents, les equacions de Maxwell es reescriuen

com

Si prenem el rotacional de la llei de Faraday (3a equacié de Maxwell):

vvsi + 205B) g (VE) - V2E + = (VxB) = 0
at dt
considerant que
., - %E .
E(VxB) = Moo 55 VE=0
arribem per substitucid a
- O’E
Ho€o 9tz

que té l'estructura d’una equacié d’ones per a un camp vectorial.

Operant de manera similar per a B, i utilitzant en aquest cas la llei d’Ampere-Maxwell

com a punt d’inici, tenim:
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- 0%B
V°B _MOSOW =0

Es tracta, doncs, d’un conjunt de sis equacions (una per a cada component) de la forma
generica

) 92w
\% LIJ_MOSOW:O

. . ) 1 , i .
Sén equacions d’ones amb velocitat ——, que és precisament la velocitat de la llum,

\/Hogo'

com podem comprovar posant els valors de la permitivitat i la permeabilitat del buit.

Tenim, en conseqliéncia, que el camp electromagnétic és una ona (electromagnética) i
que la llum ho és, prediccio teorica confirmada experimentalment per Heinrich Rudolf Hertz i

altres.®®

Cal assenyalar que, en derivar dues vegades en l'obtencié de I'equacié d’ones, s’hi
introdueixen més solucions de les que estrictament satisfan les equacions de Maxwell i, per
tant, només aquelles solucions de I'equacié d’ones que satisfacen les equacions de Maxwell

seran ones electromagnétiques.
L'exercici seglient pretén consolidar el concepte descrit en els paragrafs precedents.

» Trobeu el camp magnetic associat amb el camp eléctric seglent:

- V [ l
B = Oa sin(mz /1)

sinwt Tip

i determineu el valor de w per al qual es compleixen les equacions de Maxwell sense
carregues ni corrents de conduccid.
8.4.2. Soluciod de I'equacié d’ones per a ones electromagnéetiques planes

Encara que en la realitat les ones tenen fronts corbats (esférics, cilindrics...), localment, a

suficient distancia de la font, es comporten com a ones planes. Les ones planes sén els “blocs

89 Vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Heinrich Hertz i les referéncies originals que s’hi citen.
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fonamentals” en I'analisi de Fourier, que permet afirmar que qualsevol ona (fins i tot molt
complexa) es pot escriure com una superposicié d’ones planes amb diferents freqiiencies i
direccions. Per aquestes raons, i també per simplicitat, només considerarem les solucions amb
estructura d’ones planes, és a dir, aquelles solucions que només depenen d’'un parametre

espacial ¢ i del temps i, doncs, indiquen que en tot pla definit per
nr =& = constant

on 7 és el vector normal al plai 7 és qualsevol punt sobre aquest, podem dir que cada

component dels camps adopta el mateix valor en la seua dependéncia espacial.
Les equacions d’ones seran de la forma

— 0°¥Y 1 0%¥ B
9ez 2 otz

v

Fent el canvi de variables segiient:
u=&—ct i v=~&+ct
essent u i v sén les variables del canvi, I'equacié d’ones es pot reescriure com

0°¥Y(u,v)
oudv

Hem obtingut aquesta expressid tenint en compte que
ou=0&—ciot i v=0&+cot
Lequacid de Laplace anterior permet construir una solucid per superposicio:
Y(E 0 =fE—ct)+g( +ct)

on f(& —ct) i g(& + ct) son funcions arbitraries de I'argument, ja que
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*¥(wv) 9 90 il
e = s (@) + 90) = %(%g@ -

La funcié f (¢ — ct) pren el mateix valor cada vegada que £ — ct = constant = &,. Aixi,
& = &, + ct representara una familia de plans la distancia dels quals creix amb ells amb la

velocitat ¢, cosa que no és més que una ona que avanga.

Vegem com a exemple la funcio delta de Dirac 6 (¢ — ct):

En t=0 tindrem la den el » plaé=0
En t=2 tindrem la den el ‘ » Ppla&=2c
En  t=4 tindrem la Sen el ‘ » plaé =4c

Aixo evidencia, d’'una manera clara, la propagacié dels plans que avancen amb el

transcurs del temps.

La solucio de I'equacio de Laplace anterior, obtinguda com una combinacié lineal de les
funcions f i g, és valida per a qualsevol tipus d’ona. Perqueé siga una OEM, haura de satisfer les
restriccions que imposen les equacions de Maxwell, que en absencia de carregues i corrents,

en el cas de dependéncia d’un Unic parametre espacial i el temps,’® tenen la forma segient:

. . L . , . -9
70 pel fet de tenir només la dependéncia espacial amb & I'operador nabla, es pot escriure com V= na_g'
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F 008 7B
= —_NnN— = _
" oE o€
VE+aB 0-n aE+aB 0
_— = d —_— _— =
X r nxaf
og LOE_ 0B 10E _
AP A T T

Aixo significa que les components longitudinals dels camps (és a dir, paral-leles a la
direcci6 de propagacio definida per 71 ) no depenen de la posicié €. Dit d’'una altra manera, sén

constants en l'espai. A més, si multipliquem les equacions 3a i 4a escalarment per 7, tenim:

. OE\ _0B on B
nlnx —|+ n— =0, i com que el primer sumand és zero - —— =
0¢ ot
. 0B\ _OE on E
nlnx E + n— =0, i com que el primer sumand és zero - —— T

la qual cosa implica que les components longitudinals tampoc no depenen del temps i, per
tant, no representen camps que es propaguen longitudinalment. Resulta, doncs, que els camps
gue corresponen a una OEM plana han de ser perpendiculars a la direccié de propagacié, és a

dir, sén ones transversals.

Podem aprofundir una mica més en les propietats d’aquestes OEM en el marc de les

equacions de Maxwell. Per a facilitar la comprensid, pensem en una ona que avanga:

of§—ct) ., AfE-c)
T_f, — = cf

Amb la prima (‘) indiquem, en aquest cas, la derivacié pel que fa a I'argument.
Amb aquesta formulacio, les equacions de Maxwell 3a i 4a anteriors, es poden

reescriure com
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—
!

.
nxE'=cB" i nxB =-

— E’
c
En conseqliencia, 'equacié de les derivades anterior es pot posar com

nxB=-—

S|
=
T
I
o
ool

E
c

excepte camps constants, que seran solucions sense interes fisic en I'estudi d’ones que es
propaguen.

e —
La conclusid és que els camps E i B sén perpendiculars entre si, per tal com

ol
~—~
S
=
vo ]}
N—r
I
o
I
|
Ty
o | oL

E(ﬁxﬁ) =cEB=0 -EB=0; amés,

= —
i els seus moduls estan relacionats per |E | =c |B|

D’altra banda, també es compleix

- 12
- - E -
ExB =%ﬁ= c|B|’7

equacid que podem obtenir per operacié simple, recordant que 71 E=#B=o0.

Si els camps tenen direccions fixes en cadascun dels plans 71 7 = & = constant, tenim
una OEM polaritzada linealment.

Analitzem amb una mica més de detall la relacié entre els camps. Tots dos camps estan

en el pla el vector normal exterior del qual és 7. Definim dos vectors

unitaris U, i u, tal que u; x U, = 7.
Els camps es podran escriure en aquesta base com:

E = fi(§ — ety + f,(§ — ct)iiy

ool
|

= f3(§ — ety + fo(§ — ct)ii;
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Per a veure la relacio entre els vectors, recorrem a les equacions de Maxwell. La 3a es

pot escriure, com ja hem vist,

R aE+a§_0
"o T T

Substituint els camps per les seues expressions en funcié de f; i els vectors unitaris i,

i Uy, tenim:

nx [fi'(€ — ety + f5'(E — ct)uy] — c[f3' (€ — ety + f2'(§ — ct)up] =0

Desenvolupant aquesta igualtat

[ 1’172 _f2’ﬁ1] - C[f3’171 +f4’172] =0

cosa que implica que

fi=cfi » fi=cfs

f2 =—cfs > f=—cfs

Per tant,

o511

= fi(§ — ety + f(§ — ct)ii;
i deduim que

-

cB

— f2(§ = ct)u; + f1(§ — ct)ii,

Aixo0 satisfa les equacions ja vistes de la perpendicularitat dels camps, la relacié entre

els moduls i, com ja hem dit,

- 2

S5 5 |E| N -2,

ExB=—n=c|B| n
c
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El senyal d’aquestes ones va apareixent en diferents plans a mesura que transcorre el
temps. En el cas que les funcions f; siguen iguals, direm que 'ona esta polaritzada linealment,
atés que els camps mantenen la direcci6 al front d’ones. Tanmateix, en general, f; # f5 i les
direccions dels camps seran variables, de manera que els extrems descriuran sengles corbes
tancades sobre el front d’ones. El sentit de gir en que es descriuen aquestes corbes defineix
I"helicitat de I'ona. En cas que la corba siga una circumferencia, 'ona estara polaritzada
circularment; si fora una el-lipse, ens trobarem amb una ona amb polaritzacio el-liptica. El

mateix és valid per a una funcié que retrocedeix g(¢ + ct).

Trobem un exemple d’aquestes polaritzacions quan les components del camp eléctric
estan desfasades a it /2 radians, com podem deduir del que hem explicat anteriorment pel que
fa a les funcions f; i f,. Aixi, en un punt determinat situat en un pla del front d’'ones, un camp

eléctric amb desfasament it /2, es pot escriure com:
E(t) = E, cos(wt) Uy + E, cos(wt + 1/2) u,
E(t) = E, cos(wt) u, — E, sin(wt) u,

Aix0 descriu un camp eléctric rotant en el pla x, y, que és una ona amb polaritzacid
circular (si les amplituds sén iguals, com és el cas) o polaritzacié el-liptica (si les amplituds
foren diferents). En I'exemple anterior en qué el modul és constant (E,), el sentit de la rotacid
amb desfasament +11/2, en qué el camp eléctric gira en sentit antihorari defineix la polaritzacio
circular levogira, vista en la direccié de propagacio; per la seua banda, amb desfasament -1t/2,

el camp eléctric gira en sentit horari, cosa que correspon a la polaritzacié circular dextrogira.

Bibliografia per a I'apartat 8.4

Cheng, David K., L6 i L7.

8.5. Ones planes amb variacié temporal harmonica

En I'exemple anterior, hem vist una forma de variacié temporal harmonica. Analitzem-ho amb

més detall. Siga un camp electric de la forma
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E(#t) = E,sink (¢ — ct) o) E(# t) = E,cosk (£ — ct)
on k és una constant que preserva la adimensionalitat de I'argument.

També podem fer Us de la formulacié complexa i quedar-nos al final amb la part real o

la imaginaria,
E@,t) = Eyett ¢
en qué podem incloure un desfasament
E(#t) = E, ellk -cor+o]

Aqguest desfasament, de vegades, s’incorpora a I'amplitud, cosa que dona lloc a una

amplitud complexa:
E; = EO ei(p

Si el senyal és harmonic, la dependéncia angular sera amb wt, com ja sabem, i per aixo

kc = w; amés, 17 = & i podem associar amb k (que anomenarem el nombre d’ones), una

direccié 7 (la direccié de propagacid k 1 = E). El modul del nombre d’ones és:

k_a)_Zn_Zn
¢ T A

on apareix la ben coneguda longitud d’ona. De fet, k no és més que el nombre d’ones que

caben en 2.

Amb totes aquestes consideracions, el camp eléctric es formula aixi:

i les equacions de Maxwell, en abséncia de carregues i corrents, tenint en compte el

comportament de les derivacions espacials i temporals

233
© 2025 Vicente Muiioz Sanjosé



Lligé 8: Equacions de Maxwell. Ones electromagnétiques
Vo ik 5 — - —iw

Jt

guedaran aixi:

VE = 0 - ikE, ellFr-ot+ol = 0 5 kE, = 0
=, 9B T B ilkF-wtte] — (1 VB pilFf-wtte] | TxP — 0B
VXE + e 0—-ikxEye ?l = (iw)By e ¢l - kxE, = wB,

VB = 0 - ikB, eilF-wt+el = 0 - kB, = 0

—_ 1 aE) g — ."a_ 1 . - . =2 - = (1) -
VXB — o = 0 - ikx B, ellFF-wt+o] = C—Z(—Lw)EO ellki-wt+ol _, kxB, = ——Eo

Aquestes equacions representen la transversalitat de les ones, ja

— | deduida anteriorment, pel que fa a la direccié de propagacié i la

forma de I'ona monocromatica que avanca, alhora que expliciten la

relacié entre els moduls.

» Suposem una ona el camp eléctric de la qual esta donat per

i3
2

S R _ .
E(#,t) = E, (ﬁ’x + 1, e’z +1,e”’ ) el [mV2(x+y)-wt]

Com a exercici, podem escriure I'ona anterior en notacié amb sinus i cosinus, comprovar
si es tracta d’una ona plana, és a dir, satisfa 'equacié d’ones, i determinar-ne la velocitat
de propagacié.

Bibliografia per a I'apartat 8.5

Wangsness, Roald K., L24.
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8.6. Contingut complementari

8.6.1. Equacions de Maxwell en conductors

Al llarg del curs, hem centrat I'atencié en el problema electromagnetic en el buit; en diverses
ocasions, pero, hem parlat dels conductors tant en la situacio d’equilibri com en la de ser els

“cables” pels quals circula el corrent.

Si considerem un conductor ideal, la seua conductivitat sera infinita ( ¢ — 00), la qual

—
cosa, si tenim una densitat de corrent ] finit, “obliga” que el camp eléctric s’haja de considerar
nul. Tot i aixo, ja hem vist que el conductor real sempre tindra una certa resistencia, la qual

cosa implica la presencia d’'una conductivitat finita.

Dins d’'un conductor la permitivitat i la permeabilitat del qual siguen les del buit pero
que tinga una certa conductivitat (o), les equacions de Maxwell en abséncia d’excés de carrega

son:

A partir d’aquestes equacions i seguint un procediment semblant al de l'apartat 8.4,

podem trobar les equacions d’ones planes amb l'estructura segiient:

92w v 1979
gez M5 T2 gz T
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Aix0 introdueix un terme d’esmorteiment responsable de I'aparicié de 'efecte pell, del

z
qual hem parlat en l'apartat 5.1, que fa que I'ona decresca com a e s , essent z la distancia

des de la superficie del conductor i § la denominada profunditat de penetracié (6 = won ).
Quan un camp variable amb el temps amb una freqiiéncia w flueix per un conductor,
no es distribueix d’una manera uniforme en tota la seccid transversal, sind que tendeix a
concentrar-se prop de la superficie externa del conductor i deixa I'interior amb menys corrent.
Aixi doncs, la resisténcia electrica és més gran que en el cas de corrent continu, atés que el

corrent es concentra en una franja superficial, de manera que |'area efectiva per a la conduccié

es redueix i la resistéencia augmenta respecte a quan el corrent és continu.

Aixo té efectes practics notables, ja que, per a la conduccié d’alta freqliencia, s'usen
conductors buits (tubs metal-lics), perque 'interior gairebé no condueix, i aixi se’n redueix el
cost. També es fan servir fils trenats especials que divideixen el corrent en molts filaments fins

per a reduir pérdues.

A freqlieéencies molt altes (MHz, GHz), la profunditat de I'efecte pell pot ser de
micrometres. Per aix0 en guies d’ona i antenes només cal recobrir el metall amb una capa

conductora (p. ex., coure platejat).

D’altra banda, apareixen perdues per escalfament, atés que, en augmentar la
resisténcia, s'incrementen les pérdues per efecte Joule. Aixd esdevé critic en transformadors,

motors i linies de transmissio d’alta freqliencia.
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Epileg

En aquest manual, hem oferit una visié general de la interaccid electromagnetica en el buit,
plantejada com una teoria de camps i centrada en I'estudi de les propietats matematiques i
dels efectes dels camps eléctric i magnetic, que conflueixen en el camp electromagnetic i en

la seua formulacié mitjancant les equacions de Maxwell.

La formulacié d’aquestes equacions, sustentada en els resultats experimentals de
Coulomb, Faraday, Ampere i altres, va unificar d’'una manera definitiva els fenomens eléctrics
i magneétics dins d’'un marc teoric d’'una coherencia extraordinaria. Des d'una perspectiva
historica, poques teories han mostrat un grau tan notable de consisténcia interna i de
fecunditat en les seues aplicacions. El formalisme de I’electromagnetisme no sols presenta
una profunda bellesa matematica, reflectida en les seues simetries i lleis de conservacio (que
s’analitzen en Electromagnetisme 1), sind que també ha transcendit |a fisica classica i ha servit
de base per a l'electrodinamica quantica, la teoria de la radiacié i bona part de la fisica

moderna de particules.

La formulacio diferencial i integral de les equacions de Maxwell, juntament amb la
introduccid dels potencials, proporciona una bastida matematica rigorosa per a I'analisi dels
camps. Aguest marc constitueix un punt de partida indispensable per a abordar problemes
avancats en regions acotades, en sistemes amb condicions de contorn especifiques o en

geometries d'intereés fisic i tecnologic.

Més enlla del seu valor conceptual, I'electromagnetisme ha impulsat innombrables
avencgos tecnologics, des de les telecomunicacions fins a |'electronica contemporania, i ha
actuat com a pont entre la teoria fonamental i les aplicacions practiques. Abordar en aquesta
assignatura i en aquest manual I'estudi de |'electromagnetisme en el buit, ofereix les eines
necessaries per a comprendre fenomens en medis materials, plasmes, guies d'ona i altres
sistemes de rellevancia, aixi com per a accedir a formulacions quantiques del camp
electromagnetic. En aquest sentit, el buit, lluny de ser un mer “espai buit”, es mostra com un

medi en queé els camps es propaguen transportant energia.
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Concloure aquest estudi de I'electromagnetisme no vol dir tancar un capitol, sind
consolidar els fonaments en els quals es basen desenvolupaments posteriors. Aquest manual
es tanca, doncs, amb la conviccié que el domini dels principis exposats aci constitueix un
aspecte formatiu essencial per I'elegancia formal de la teoria desenvolupada, aixi com per

I’abast universal que té.

L'electromagnetisme en el buit representa, en definitiva, un exemple privilegiat de
com la fisica aconsegueix combinar senzillesa conceptual i validesa universal. Tant de bo
aquestes pagines servisquen no sols com a suport academic, sind també com a inspiracio per

a continuar explorant el vast entramat de lleis que governen el nostre univers.
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Al. Operacions Vectorials: Producte escalar i vectorial

d-(bxé)= (dxb)-¢

(Gxb)- (éxd)=d-[bx(éxd)]=(@-&)(b -d)—(a-d)(b-2)
(@xb)x(éxd)=(dxb-d)é—(dxb-&)d

V(¢y) = PV + YV¢p
V(pd) = ave + ¢pvd

Vx(pd) = pVx d —d x Vo

V(dxb)=b-(Vxd)—d -(Vxb)
Vx(@xb)=ad(Vh)—b (Va)+ (bV)d — (aV)b
V(d - b)=ax(Vxb)+bx(Vxd) +b (Va)+ (@v)b
Vip=V-V¢
V23 = VVd — Vx (Vx &)

Aquest laplacia en coordenades cartesianes (perdo només en aquestes coordenades) es pot

expressar com:

VZd = V2a, i, + V2ayiiy, + V?a,i,
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VxV ¢ =0

V(Vxa) =0

A2. Relacions integrals
jf ad§=f vad dv
S 14
5£ ¢d§=f Ve dv
S 14
f d§xc‘i=f Vxd dv
S 14

35 ¢di=f ds x Vo
C S
jﬁ aﬂ:j (V xd) dS
c S

A.3. Operadors vectorials diferencials

A.3.1. Coordenades cartesianes
A.3.1.1. Gradient

9 0p_ 9P
V¢—aux+ayuy+azuz

A.3.1.2. Divergencia

da,
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A.3.1.3. Rotacional
R da, OJda, da, OJday\_,
Vxa = -—
xad <6y 62>ux <6x Oz>uy+

A.3.1.4. Laplacia

0%¢p 0%¢p 0%¢
d0x? 0y? 0z?

V2 =

A.3.1.5. Laplacia d’un camp vectorial a
(V2d), = V?a,
(V2a), = V?a,
(V2d), = V?a,
A.3.2. Coordenades cilindriques

A.3.2.1. Gradient

0 _, 10(].’)_) 0 _,

V¢ apu +pa(p +§uz

A.3.2.2. Divergéncia

la(p ap) N laa(p da,

Vazp dp p dp 0z

A.3.2.3. Rotacional

da, Oa,
dx Oy

10da da da da 1/d(pa da
VX(_i:(— Z__(P)ap_(_Z__p)ﬁ(p_i_;( (p (P)_ P

pdp 0z dp 0z ap

A.3.2.4. Laplacia

10/ d¢ 10%¢p 0%
2 _
V¢— ( 0r)+r20<p +022
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A.3.2.5. Laplacia d’un camp vectorial a

A.3.3. Coordenades esferiques

A.3.3.1. Gradient

9] 10 1 0
0= 25,4 120, ¢

or 26 rsin@%u‘p

A.3.3.2. Divergéncia

10(0%a 1 d(sinfa 1 Oda
Vc‘iz—( r)+ ( 0)

®
rz2  or rsin @ a0 rsinf do

A.3.3.3. Rotacional

—

~rsiné 90 dp r  or rsin6 dg |0

1(0(rag) Oda,\_
+?( ar 09 )""

veao L (6(sin 0a,) 6a9>ﬁr _ Fa(ra(p) 1 Oa,

A.3.3.4. Laplacia

10 09 1 0 29 1 0%
24— — 2 (29% —(sing == i
Vo= <r 67‘) * r?sin 6 00 <sm o 69) r2sin?6 d¢?

A.3.3.5. Laplacia d’un camp vectorial a

2a 2 (0ag cos6 1 Jda
V2d), = V?a, — — — — 4
(V=a), =0 T2 ( 00 + sing + sinf 0¢

2a 2 (0a cosO da
(VZ&)Q = Vzag i ( - (p>

r2sin?0 * r2\ 060  sin?6 ¢

(VZ&)(p _ Vza(p 3 2a, 2 ( 1 Oda, cos6 6a9>

r2sin?0 +r_2 sinf dg * sin?6 d¢
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A.4. Polinomis de Legendre

A.4.1. Definicio

Els polinomis de Legendre, P, (x), sén solucio de I'equacié diferencial
1—-x2)y" —2xy'+n(n+ 1)y =0

amby = P,(x).

De manera explicita, queden definits per:

Pu) = 5 Y (= (1) (31 2m) e

on n és un nombre enter no negatiu (n =0,1,2,...) i [n/2] significa el nombre enter més gran

menor o igual an/2.

Recordem que

() =5
m/ "~ (n—m)!'m!
La férmula de Rodrigues permet una definicié alternativa, a partir de:

B (=" dn

P) = i = (1= 22"

Els primers polinomis de Legendre son:
Py(x) =1

Pi(x) =x

1
Po(x) =5 (B8x* - 1)
1
Py;(x) = > (5x3 — 3x)
A.4.2. Algunes propietats dels polinomis de Legendre
e Els polinomis de Legendre compleixen la relacié de recurrencia:
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(n+ DPyy1(x) = 2n + DxB,(x) —nP,_q(x)

e Elvalor per a l'argument unitat, Vn, és:

Pn(]-) =1

e SOn ortogonals:

0 Vn#m

1
[ n@m@a=d 5
m+1 T
I, per tant, es compleix:
1
P, Zdx =
| PP dx = 5

e Desigualtat:
|P,(x)|<1; -1<x<1
e Valor dels polinomis de Legendre en zero:

sinésparell B,(0) #0
sin ésimparell P,(0) =0

ORY

(2n — D!

P, (0) = (=" o

° Paritat:

Pn(=x) = (=1)"Bp,(x)
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