ESTHER CABEZAS-RIVAS

15 de diciembre de 2020



Apuntes de teoria y coleccion de ejercicios para que contienen una aproximacién
matematica a la Mecanica de Fluidos para grados relacionados con Fisica,
Matematicas e Ingenierias.

NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional”.

Esta obra esta bajo una licencia Creative Commons “Atribucion- @ ® @ @

ii


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es

Contenidos

2.4.2. Flujos reales e ideales

Introduccion . . . . .. Lo
1. Propiedades basicas de un fluido
1.1, (Quéesun fluido? . . . . . oL
1.1.1. Primeras ideas intuitivas . . . . . . . .. ... o oo
1.1.2. Estructura microscépica de los distintos estados de la materia . . . . .
1.1.3. Definicion rigurosa . . . . . . . ..o
1.2, {Cdémo estudiar los fluidos? La hipdtesis del continuo . . . . . . .. ... ...
1.3. Propiedades basicas de los fluidos . . . . . . . . .. ... .. ... ...
1.3.1. Viscosidad . . . . . . . . . ..
Ley de viscosidad de Newton . . . . .. . ... .. ... ... .....
Fluidos Newtonianos y no Newtonianos . . . . .. ... ... .. ...
1.3.2. Presidn . . . . . .o
1.3.3. Densidad . . . . . . . .
Densidad versus viscosidad . . . . . .. ..o
Fluidos compresibles e incompresibles . . . . . ... .. ... ... ..
1.3.4. Relacién entre propiedades: ecuacion de estado . . . . . . .. ... ..
1.4. Otras propiedades de los liquidos . . . . . . . . .. ... ... ... ......
1.4.1. Cavitacién . . . . . . . . e
1.4.2. Tensién superficial . . . . . . . . . ...
1.4.3. Capilaridad . . . . . . . ... e
1.5, Ejercicios . . . . . . L e e
1.5.1. Viscosidad . . . . . . . . . e
1.5.2. Otras propiedades . . . . . . . . . . . . ... . e
2. Cinematica: analisis del movimiento de los fluidos

2.1. Enfoque lagrangiano y euleriano . . . . . . ... ... ... ... .......
2.2. Clasificacion de los flujos segtun la velocidad . . . . . . . ... ... ... ...
2.2.1. El campo de velocidad de un flujo . . . . . ... .. ... ... ....

2.2.2. Clasificacién segin la dependencia espacio-temporal de la velocidad
2.3. Visualizacion de flujos . . . . . . ..o
2.3.1. Técnicas experimentales . . . . . . . . .. ... L oo
2.3.2. Trayectorias, trazas y lineas de corriente . . . . . . . . ... ... ...
2.4. Otras clasificaciones de los flujos . . . . . . .. .. ... o oL,
2.4.1. Flujo rotacional e irrotacional . . . . . . . . . . ... ... ... ....

© I O O U W W w W —

[ e T e T o e S e G S e S T O e
T OO TR R R W R RO

19
19
20
20
21
22
22
23
24
25
26

iii



2.4.3. Flujo laminar y turbulento . . . . .. .. .. ... Lo,
2.5. Derivada material . . . . . . ... oL oo
2.6. Ecuacion de continuidad (forma diferencial) . . . . . .. ... ... ...
2.6.1. Teorema del Transporte General . . . . . ... ... ... ... ....
2.6.2. Ecuacién de continuidad . . . . . ... ..o Lo
2.7. Ecuacién de continuidad (forma integral) . . . . .. .. ... ... ... ...
2.7.1. Sistema versus volumen de control . . . .. ... ... L.
2.7.2. Teorema del Transporte de Reynolds . . . . . .. .. .. .. ... ...
2.7.3. Ecuacién de continuidad . . . . . .. ..o oL
2.8. Ejercicios . . . . ... e
2.8.1. Visualizacion del flujo . . . . . . . ... oo
2.8.2. Derivada material y campo de velocidad . . . . . ... ... ...
2.8.3. Ecuacién de continuidad (forma diferencial) . . . . . .. ... ... ..
2.8.4. Ecuacién de continuidad y caudal . . . . . .. ..o oL

. Ecuaciones fundamentales de la Dinamica de fluidos

3.1. Ecuacién de Euler . . . . ... ... .. ... ..
3.1.1. Fuerzas que actian sobre una regién fluida . . .. .. ... ... ...
3.1.2. Movimiento de fluidos no viscosos . . . . . ... ... ... ... ...
3.1.3. Un par de soluciones exactas de Navier-Stokes . . . . .. ... .. ..

3.2. Ecuaciones del momento lineal y angular . . . . . . ... ... .. ...

3.3. Aplicaciones de la ecuacién de Euler . . . . . . .. ... ... . L.
3.3.1. Estaticade fluidos . . . .. ... ... .. .. ...

Instrumentos para medir la presién . . . . ... ...
3.3.2. Ecuacién de Bernoulli . . . . . ... ... oo
3.3.3. Principio de Arquimedes . . . . . . . . ...

3.4. Ejercicios . . . ... e e
3.4.1. Deduccién de las ecuaciones fundamentales . . . . .. .. ... .. ..
3.4.2. Ecuaciénde Euler . . ... ... ... ... .. ... ... ... ...
3.4.3. Ecuaciéon del momento lineal . . . ... ... ... ...........
3.4.4. Ecuacién del momento angular . . . . .. ... oL

. Aplicaciones

4.1. Fuerzas provocadas por la presién hidrostatica . . . . . . .. ... ... ...
4.1.1. Fuerzas sobre superficies sumergidas planas . . . . .. ... ... ...
4.1.2. Caso particular: superficies planas rectangulares . . . . . .. .. ...
4.1.3. Fuerzas sobre superficies sumergidas curvas . . . . . . . ... ... ..

4.2. Flujo a presién y turbomaquinas . . . . . . .. ..o
4.2.1. Sistemas de flujoapresiébn.. . . . . . ... Lo

4.3. Ejercicios . . . . . .o e
4.3.1. Estaticade fluidos . . . . . ... . Lo oo
4.3.2. Aplicaciones de la ecuacién de Bernoulli . . . . . ... ... ...
4.3.3. Ejercicios de repaso . . . . . .. ..o

4.4. FEjercicios de fuerzas provocadas por presion hidrostatica. . . . . .. ... ..
4.4.1. Superficies planas: método general . . . . . . .. ... ... ... ..
4.4.2. Superficies planas rectangulares: prisma de presiones . . . . . . . . ..

43
43
43
44
45
46
47
47
49
50
51
52
52
53
54
56

59
59
59
60
61
61
61
62
62
64
67
73
73
74



4.4.3. Superficies curvas . . . . . . . ..o e e e 78

4.5. FEjercicios de flujo a presién y turbomaquinas . . . . . .. ... 0L 82
4.5.1. Pérdidas de carga por fricciébn . . . . . ... o oL 82

4.5.2. Pérdidas localizadas o menores . . . . . . . . .. ... 84

4.5.3. Bombeo . . . . . .. e e e 87

4.6. Ejercicios de flujo en lamina libre . . . . . . .. ..o o000 90
A. Problemas de todos los temas 96






Introduccion

Las primeras preguntas obvias que debemos contestar son:

,Qué estudia la mecanica de fluidos?
. Por qué necesitamos una asignatura sobre ella?

La mecanica de fluidos puede definirse como la parte de la fisica que estudia los fluidos,
pero no en general, sino centrandose en entender los aspectos mecanicos de su comportamien-
to, es decir, su movimiento, presion, como alteran el movimiento de los objetos sumergidos
en ellos, etc. Del estudio de otras facetas que pudieran afectar a los medios fluidos se ocupan
otras ramas, por ejemplo, la termodinamica aborda los cambios de temperatura.

Obviamente la descripcion anterior carece de sentido si no definimos qué se entiende por
fluido, pero a ello estd dedicado el tema 1 en su totalidad. Asi pues, por el momento nos
basta con la nocién intuitiva de que la palabra fluido engloba liquidos y gases.

Dentro de la mecénica de fluidos distinguiremos tres ramas bésicas:

» Cinemadtica: describe el movimiento de los fluidos (trayectorias, velocidad, aceleracion)
sin tener en cuenta las causas que lo generan.

s Dinamica: estudia el movimiento con el foco puesto en las fuerzas que lo producen.

= Estatica: analiza los fluidos en equilibrio o reposo.

Aunque se pueden mencionar multitud de aplicaciones més o menos sofisticadas de la
mecanica de fluidos en ingenieria, vamos a justificar su estudio por dos motivos tan ele-
mentales como fundamentales: aproximadamente el 70 % de la superficie de nuestro planeta
esta cubierta por agua y el 100 % por aire; en consecuencia, toda actividad (ingenieril o no)
ocurre dentro de un fluido. Por si esto fuera poco, la supervivencia del planeta depende de
que seamos capaces de comprender el comportamiento y asegurar el suministro de estos dos
fluidos.

Sin embargo, pese a dicha importancia, resulta tentador pensar que bastaria con aplicar
la mecéanica clasica al estudio de los fluidos. Recordemos que la mecéanica es la rama de la
fisica que analiza el movimiento de las particulas puntuales y establece principios generales
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para explicar su comportamiento. Entonces, ;por qué no aplicarla directamente al estudio de
liquidos y gases?

Recordemos de los cursos de fisica elemental que la mecénica se aplica sin problemas al
estudio del movimiento de una sola particula. La situacion se complica bastante si tenemos
dos particulas que interaccionan, y podemos imaginar lo dificil que serfa si tuviéramos 100
particulas. Teniendo esto presente, pensemos que en un litro de agua habria aproximadamente
33 cuatrillones de moléculas, que ademads estan en constante movimiento. Es por ello que no
resulta préactico aplicar las leyes de Newton, por ejemplo, a cada molécula por separado. Asi
pues, necesitamos adaptarlas descubriendo nuevas leyes y principios que se apliquen a todas
las moléculas en su conjunto.



Tema 1

Propiedades basicas de un fluido

1.1. ;Qué es un fluido?

1.1.1. Primeras ideas intuitivas

En una primera aproximacion, podemos definir los fluidos como sigue:

Definicién 1.1: Fluido (intuicién)

Los fluidos engloban aquellas sustancias que carecen de forma propia y, por tanto, se
caracterizan por la capacidad de fluir, esto es, de cambiar de forma y adaptarse al
recipiente que las contiene.

Esta idea nos permite diferenciar un ladrillo, del agua o el aire contenido en un globo. En
efecto, el ladrillo no es capaz de fluir y tiene la misma forma dentro de un barril que encima
de una mesa; sin embargo, el agua se adapta a la forma de la botella y lo mismo sucede con
cualquier gas, como el aire dentro de un globo.

Pero esta distincién es una mera idealizaciéon de la realidad: no hay barreras rigidas que
separen so6lidos de fluidos, todo es cuestion de grado. Para obtener una medida cuantitativa de
la fluidez o no de una sustancia, introduciremos posteriormente el concepto de viscosidad.

1.1.2. Estructura microscépica de los distintos estados de la materia

Los distintos estados de la materia (sélido, liquido y gas) poseen diferente estructura
microscépica, lo que explica que el comportamiento difiera de unos a otros. Los tres estados
tienen en comun la naturaleza discreta de la materia, es decir, que esta formada por particulas
(moléculas, atomos, etc.), pero se diferencian en cémo dichas particulas estan asociadas entre
ellas.



= Sélidos: a nivel microscépico nos los podemos imaginar como pequenas bolitas unidas
formando una red por alambres muy resistentes e indeformables, los cuales representan
las fuerzas eléctricas entre las particulas. Esta estructura explica que, a condiciones
estables de temperatura, los sélidos se muevan como un todo, manteniendo constante
la distancia entre las particulas. Esto justifica su estudio como objetos puntuales en
mecanica clasica.

= Liquidos: siguiendo con la analogia anterior, aqui desaparecen los alambres, por lo
que las bolitas/particulas ya no ocupan posiciones fijas. No obstante, hemos de pensar
en ellas como bolitas imantadas, de tal manera que las fuerzas intermoleculares son lo
suficientemente intensas para que la distancia entre las particulas apenas cambie, pese a
que puedan deslizarse y moverse unas respecto de otras. En definitiva, un liquido puede
cambiar la forma pero no el volumen, mientras que en un solido ambos se mantienen.

= Gases: es el estado mas cadtico de la materia, pues las fuerzas intermoleculares son tan
débiles que ya no se mantiene la distancia entre las moléculas. Estas se encuentran en
constante y errdtico movimiento, chocando entre ellas y con las paredes del recipiente
que contenga al gas en cuestién. Se trata de sustancias compresibles, ya que podemos
forzar cambios también en el volumen de un gas, a diferencia de lo que ocurre con un
liquido.

1.1.3. Definicién rigurosa

En general los fluidos ejercen fuerzas tanto tangenciales como normales sobre las su-
perficies con las que estdn en contacto (tanto de un recipiente como de elementos fluidos
adyacentes). En este apartado nos centraremos en la componente tangencial de la fuerza:

Definicién 1.2: Esfuerzo cortante
Se llama esfuerzo cortante (medio) a la fuerza tangencial por unidad de area:

FT
A’

7=

donde F' es la fuerza aplicada sobre un drea finita A.

La reaccién ante dicho esfuerzo cortante cambia si se trata de sélidos o fluidos. En efecto,
si aplicamos un esfuerzo cortante sobre un bloque de acero, este no empieza a deformarse
hasta que no apliquemos una fuerza lo suficientemente extrema. Pero si hacemos lo mismo
con agua, es indiferente como de pequeno sea el esfuerzo cortante, pues siempre se produce
deformacién. Esto nos motiva a definir:

Definicion 1.3: Fluido

Un fluido es una sustancia que se deforma de manera continua al aplicarle un esfuerzo
cortante, incluso si este es arbitrariamente pequeno.




Esta definicién nos sirve para descartar sustancias que aparentemente fluyen. Pensemos
en la diferencia entre volcar sobre una mesa una taza de azicar y una de café:

s El azicar se puede verter sobre una mesa, sin embargo, al hacerlo se acumula en forma
de pila. Los granos de su superficie estaran entonces sometidos a algin esfuerzo cortante
(dado por la proyeccién tangencial de las fuerzas gravitatorias). Pero la pila mantiene
su forma, luego no se trata de un fluido.

= En contraste, si vertemos café sobre la mesa, se extiende mientras no encuentre algo que
lo frene, pero no se apila. Luego no puede resistirse a los esfuerzos cortantes inducidos
por las fuerzas gravitatiorias, confirmando que se trata de un fluido.

1.2. ;Cbémo estudiar los fluidos? La hipdtesis del continuo

Como hemos visto anteriormente, los fluidos son agregaciones de moléculas que no per-
manecen fijas en un reticulo, sino que se mueven libre y constantemente unas respecto de
otras. En los gases estan ampliamente espaciadas, mientras que en los liquidos se encuentran
muy préximas, pero en ambos casos la distancia entre moléculas (d,,) es mucho mayor que
el didametro molecular.

La consecuencia de esta estructura dindmica es que propiedades como la densidad (masa
por unidad de volumen) carezcan de significado preciso para un fluido, pues el nimero de
moléculas que ocupan un cierto volumen 4V fijo estd cambiando constantemente. Ademas,
también es imposible controlar el movimiento (velocidad y posicién) de cada particula indi-
vidual.

La manera de solventar esto es aumentar la escala y trabajar con una porcién de fluido
6V* que cumpla simultdneamente dos caracteristicas:

= §V* > d3, pues asf el nimero de moléculas dentro de JV es lo suficientemente gran-
de para que permanezca aproximadamente constante, pese al enorme intercambio de
particulas a través de sus fronteras. Esto hard que la densidad varie de forma continua
y suave (sin fluctuaciones bruscas).

» §V* < D3, siendo D a la escala macroscépica (por ejemplo, representada por el didmetro
de la tuberfa por donde transita el fluido). Nos conviene trabajar en este rango para
poder seguir tratando a §V* como un punto en el espacio. Esto difiere de un punto en
el sentido tradicional (ya que tiene volumen distinto de cero), pero es perfectamente
viable para nuestro objetivo ya que la mayoria de problemas en ingenieria se refieren
tamanos > JV*.

Al volumen critico §V* cumpliendo las dos caracteristicas anteriores lo llamaremos particu-
la 0 elemento fluido. Intuitivamente resulta 1til pensar en §V* como una gota de agua. La
consecuencia fundamental es que dentro del rango 6V* < §V < D3 las propiedades del fluido
son funciones suaves (diferenciables) independientemente del valor concreto de 6.



Para hacernos una idea del orden de magnitud que estamos considerando, en fluidos a
presién atmosférica, se tendria §V* ~ 10~ mm?, dicho volumen contiene por ejemplo 3-107
moléculas de aire en condiciones estandar, lo cual es suficiente para que las variaciones entre
las agregaciones moleculares no supongan distorsiones bruscas del valor de la densidad (p).

Consiste en considerar los fluidos como un estado continuo y homogéneo de la materia,
ignorando los espacios vacios entre las moléculas. Esta idealizacion simplifica el estudio
de los fluidos porque permite tratar cualquier propiedad como si fuera una funcién
continua (de hecho, diferenciable) definida en todo punto de la regién del espacio que
ocupa el fluido, durante un intervalo de tiempo.

La ventaja de esta simplificacién de la realidad es que las propiedades varian de un punto
a otro de manera suave y, por tanto, podemos aplicar las técnicas del calculo diferencial para
analizar el comportamiento de los fluidos.

Por ejemplo, cuando hablamos de velocidad de una particula fluida nos referimos a la
velocidad media de todas las particulas que ocupan 6V* en un determinado instante. Por
otro lado, ya podemos definir la densidad como funcién en todo punto de la regién que ocupa
un fluido (ver Definicién 1.14), asi como el esfuerzo cortante en cada punto de su superficie:

Definiciéon 1.5: Esfuerzo cortante en un punto

El esfuerzo cortante en cualquier punto p = (z,y, z) de la superficie de un fluido en un
instante t viene dado por la funcién 7(p,t) con

_ SFT
T = A0 SA

donde “60A — (07 significa que el drea se contrae a un area critica alrededor del punto

p: 0A — €2, siendo € > 0 tal que §V* o 3.

\. J

En definitiva, podemos concluir que consideramos un fluido como toda materia sin dis-
continuidades, con propiedades fisicas uniformes y facilmente deformable.

1.3. Propiedades basicas de los fluidos

El analisis de estas propiedades nos permitird distinguir unos fluidos de otros, para asi
poder hacer estimaciones sobre el comportamiento de cada fluido concreto.

1.3.1. Viscosidad

Cuando tenemos dos sélidos en contacto y movemos uno de ellos, se genera una fuerza de
friccién o rozamiento (Fg) en la superficie de contacto que actia en la direccién opuesta al
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movimiento. Por ejemplo, para mover un mueble sobre el suelo, debemos ejercer una fuerza
horizontal mayor a Fg.

Anélogamente, cuando tenemos un fluido en movimiento respecto de otro sélido o fluido,
también se desarrolla una especie de friccién interna entre las distintas capas (como las hojas
de un libro) cuando se las fuerza a moverse unas respecto de otras.

Definicion 1.6: Viscosidad

Es la propiedad que representa la resistencia interna de un fluido al movimiento o
fluidez.

La definicién anterior no entra en contradiccién con el concepto de fluido (ver Definicién
1.3), puesto que siempre se va a producir movimiento. Aqui por resistencia entendemos que
a mayor viscosidad la velocidad de deformacion es més lenta.

Por experiencia sabemos de la existencia de esta propiedad y también es facil deducir que
depende del tipo de fluido. Asi, nos movemos con facilidad en el aire, lo hacemos con mas
dificultad en el agua parece claro que seria dificil desplazarse en una piscina de aceite o miel.

Intuitivamente, si consideramos agua y miel para someter a ambas al mismo esfuerzo
cortante bajo condiciones fisicas similares (especialmente, a temperatura parecida), esperamos
que el agua se deforme mas facilmente. Esto sucede porque su viscosidad es menor.

La experiencia también nos dice que la viscosidad depende de la temperatura, pero no
afecta de la misma manera a liquidos y gases. En los liquidos la viscosidad disminuye con
la temperatura; en efecto, pensemos qué sucede si calentamos miel en el microondas. Por
el contrario, la viscosidad de un gas aumenta con la temperatura; de ahi que, cuando hace
mucho calor, se use la expresion el aire se puede cortar con un cuchillo.

En cuanto a las causas que generan una mayor o menor resistencia a la deformacién o
viscosidad, en los liquidos se debe a la fuerza de cohesién entre las moléculas, mientras que
en los gases esta ocasionada por las colisiones moleculares.

Ley de viscosidad de Newton

Consideramos que tenemos una capa de un fluido comprendido entre dos placas horizon-
tales a distancia h y de drea A lo suficientemente grande para que los bordes no influyan
sobre el movimiento del fluido.

Aplicamos una fuerza F' tangencial a la placa superior, la cual provoca que la placa se
mueva a velocidad constante U en la direccién del eje x. La placa inferior se mantiene fija.
Para calcular la magnitud de dicha fuerza, nos sera 1til el siguiente hecho experimental:



En las condiciones anteriores, la fuerza I’ necesaria para producir un movimiento de
la placa superior con velocidad constante U es directamente proporcional al area de la
placa y a la velocidad, e inversamente proporcional a la distancia entre las placas:

A-U
FZMT?

siendo p la constante de proporcionalidad a la que se llama (absoluta o
dindmica).

Claramente, cuanta mas velocidad queramos imprimir a la placa, mas fuerza necesitamos y
costard mds moverla cuanto mayor sea su area. Ademads, la placa inferior opone resistencia
al movimiento para no dejarse arrastrar, pero este efecto disminuye al aumentar la distancia
entre las placas y, por tanto, también es menor la fuerza necesaria para mover la placa
superior.

Con estas condiciones, queremos hallar el perfil de velocidad del fluido, esto es, la distri-
bucién espacial del campo de velocidad V' del fluido. Por la configuraciéon del experimento,
sabemos que V = (u,0,0) y nos falta averiguar la funcién u(y), que dependerd de la altura
(medida con la coordenada y situando el cero en la placa inferior). La siguiente observacién
experimental nos indica su valor en los extremos.

Todo fluido se adhiere a su superficie de contacto y se mueve a su misma velocidad.

Esta afirmacion es facil de aceptar si pensamos que ninguna superficie es perfectamente lisa,
sino que presenta hendiduras que atrapan a las particulas fluidas, las cuales se moveran en
consecuencia al mismo ritmo que dicha superficie. En definitiva, esto nos lleva a

u(0) =0 y u(h) = U.

Combinando las dos propiedades que acabamos de enunciar, se deduce:

Teorema 1.9: Ley de viscosidad de Newton (1687)

Si un fluido se mueve a capas en la direccién horizontal y su velocidad w varia de
manera lineal entre los valores U y 0, el esfuerzo cortante es proporcional a la ta-
sa de deformacién angular o, alternativamente, al gradiente de velocidad, siendo la
viscosidad pu la constante de proporcionalidad.

s Y du_ db
“Hhy T Hy TR

siendo f el angulo del perfil de velocidades respecto a la vertical.

J

De aqui se concluye que la tasa de deformacién angular del fluido bajo un esfuerzo constante
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equivale al gradiente de la velocidad, donde % representa la tasa a la que cada capa se mueve
respecto a la adyacente.

La constante de proporcionalidad es distinta segtun el fluido concreto que se encuentre
entre las placas, por eso se considera la viscosidad como una propiedad caracteristica de los
fluidos.

Unidades: En el SI la viscosidad se mide en N- s/m? = Pa - s (= 1 pouseuille) o,
equivalentemente, en kg/m-s. Otras unidades habituales son

1 poise = 0.1 Pa - s 1 centipoise (cP) = 0,01 poise

El centipoise es una referencia 1itil, dado que la viscosidad del agua a 20 °C es de 1,002 cP.

Fluidos Newtonianos y no Newtonianos

Dado que hemos hecho una serie de supuestos y simplificaciones para llegar a enunciar la
ley de viscosidad de Newton, no todos los fluidos la cumplen.

Definiciéon 1.10: Fluido Newtoniano

Se trata de aquellos fluidos que cumplen la ley de viscosidad de Newton. En caso
contrario, diremos que se trata de un fluido no Newtoniano.

Los fluidos Newtonianos son los més frecuentes a nuestro alrededor (agua, aire, aceite,
gasolina), mientras que la sangre o los plasticos liquidos serian no Newtonianos.

rzf(j;‘),

siendo esta relacién lineal en fluidos Newtonianos; por tanto, la grifica seria una recta cuya
pendiente es la viscosidad. En el caso no Newtoniano, la grafica es una curva cuya pendiente se
conoce como viscosidad aparentey, dependiendo de sus caracteristicas se distinguen diferentes
tipos:

En general, se tiene

= Pseudoplasticos: se vuelven menos viscosos al aumentar el esfuerzo cortante. Por
ejemplo, las pinturas plasticas que se suelen remover antes de pintar una pared con
ellas.

s Fluidos dilatantes: son aquellos en los que la viscosidad aparente aumenta conforme
se incrementa la velocidad de deformacion. Es el caso de las mezclas de maicena y agua
o el alioli.

» Plasticos de Bingham: resisten cierta cantidad de esfuerzo cortante (y, por tanto, se
comportan como un sélido) hasta pasado cierto umbral a partir del cual se empiezan a
deformar (y entonces se comportan como liquidos). Este comportamiento lo observamos
en el kétchup, que no empieza a fluir hasta que no lo agitamos lo suficientemente fuerte.
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1.3.2. Presion

Si bien en la definicién de fluido interviene la fuerza tangencial por unidad de area, en este
apartado nos ocupamos de la componente normal de la fuerza que actiia sobre la superficie
de un fluido.

Definicion 1.11: Presion

e La presion media sobre un érea finita A es la fuerza normal por unidad de area:

p-
donde FN denota la componente normal de la fuerza F.
e La presion en un punto viene dada por
. OFN
P= 5%130 A
donde el limite debe entenderse en el contexto de la hipétesis del continuo (ver Defini-
ci6n 1.5)

A escala microscépica la presion se genera por colisiones de las moléculas del fluido, o
bien entre ellas o con las paredes del recipiente que las contiene.

Unidades: En el SI la presién se mide en pascales, siendo 1 Pa = 1 N/m?. Pero hay otras
unidades muy usadas en la préactica, por ejemplo, en meteorologia.

s 1 bar = 10° Pa.

» 1 atm (atmdsfera) = 760 mm Hg (milimetros de mercurio) es la presién que ejerce la
atmoésfera terrestre a nivel del mar y se corresponde con la presién de una columna de
mercurio de 760 mm de altura a 0°C bajo la aceleracién normal de la gravedad.

La presién es un escalar en fluidos en reposo, en movimiento uniforme o no viscosos;
es decir, cuando las tunicas fuerzas que actian son perpendiculares a la superficie del
fluido.

En consecuencia, aunque aparentemente pensemos en la presién como un vector, se trata de
una cantidad escalar, que no depende de la direccién, pues un punto en un fluido en equilibrio
recibe la misma presién en todas direcciones. Si se tratara de un fluido viscoso aparecerian
fuerzas tangenciales de rozamiento.
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1.3.3. Densidad

Tenemos un bloque de madera y uno de plomo con la misma masa (que comprobamos
haciendo uso de una balanza); no obstante, al colocarlos en una cubeta con agua observamos
que la madera flota, mientras que el trozo de plomo se hunde. Esta diferencia se debe a que
tienen distinta densidad.

Definiciéon 1.13: Densidad media y peso especifico

e La densidad media es la relacién entre la masa de un cuerpo m y el volumen V

que ocupa:
m

ﬁzv (ng/m3)~

e El peso especifico v se refiere al peso por unidad de volumen y viene dado por

vy=pg (~N/m?),

donde g = 9,81 m/s? es la aceleracién de la gravedad.

\.

Notemos que entre paréntesis se indican las unidades de medida en el SI.

La densidad no es una propiedad especifica de los fluidos, también tiene sentido en los
sélidos. De hecho, aunque es lo mas habitual, no siempre los sélidos son mas densos que
los fluidos; por ejemplo, la densidad del mercurio es de 13.6 g/cm?®, superando con creces la
densidad del hormigén (2 g/cm?).

Definicion 1.14: Densidad en un punto

Si un fluido ocupa una regién R C R? del espacio durante un intervalo temporal I C R,
la densidad es una funcién diferenciable p : R x I — (0, 00) dada por

om

= lim —
p(p,t) dm =,

donde dm es la masa contenida en el volumen 0V centrado en el punto p € R en el
instante .

El limite anterior debe entenderse en el contexto de la hipdtesis del continuo, es decir, 6§} —
oV*.

Densidad versus viscosidad

No debemos confundir la viscosidad con la densidad de un fluido, puesto que son propie-
dades diferentes. La primera determina la fluidez y la segunda es la relacién entre la masa y
el volumen. Por ejemplo,

= el agua es mas densa que el aceite: si ambos estan en reposo en un mismo recipiente, el
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aceite flota sobre el agua porque es menos denso.

= Pero el agua es menos viscosa: si llenamos dos botellas con la misma cantidad de agua
y aceite para luego invertirlas, tardard mas en vaciarse el aceite porque es mas espeso.

Para comparar ambas propiedades, se introduce una nueva funcién:

Definicion 1.15: Viscosidad cinematica

Se llama asf a la razén entre la viscosidad y la densidad v = ~. Se mide en m?/s.

ESERS

Fluidos compresibles e incompresibles

Aquellos fluidos cuya densidad es inalterable merecen una atencién especial:

Definicion 1.16: Fluido incompresible

Se dice que un fluido es incompresible cuando es imposible alterar su densidad por
cualquier medio, es decir, p es constante se mantiene para cualesquiera condiciones
termodinamicas realizables.

Esta definicién es una idealizacién, ya que no existen fluidos perfectamente incompresibles
en la realidad. Sin embargo, funciona como una muy buena aproximacion para la mayoria de
liquidos relevantes en ingenieria sin alteraciones de temperatura. Por ejemplo, pensemos en
agua pura bajo condiciones ambiente; en efecto, resulta extremadamente dificil cambiar su
densidad ejerciendo presién a temperatura constante.

Para cuantificar qué grado de incompresibilidad tiene un fluido se introduce el siguiente
concepto:

Definicion 1.17: Coeficiente de compresibilidad

Es una medida de la compresibilidad de un fluido a temperatura constante. Se define
como la variacién relativa de la densidad respecto de la presién o, alternativamente,
como el cambio relativo del volumen por unidad de presién:

19p 10V

Notemos que la definicién implica que o > 0, pues si aumenta la presién, disminuye el
volumen.

Por tanto, a priori dirfamos que un fluido es incompresible si tiene o = 0 Pa™!, pero no
encontraremos ningun fluido que cumpla esta condicién exactamente; asi pues, nos confor-
maremos con llamar incompresibles a aquellos en el que « sea tan pequeno que lo podamos
considerar irrelevante. En concreto, el agua pura a temperatura ambiente tiene un coeficiente
de compresibilidad o &~ 5 - 10710 Pa~!. Por tanto, si la temperatura no cambia mucho, es
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estandar considerar el agua como un fluido incompresible con densidad constante p = 1000
kg/m3.

La incomprensibilidad no implica que p sea constante como funcién del espacio, es decir, p
podria cambiar de un punto a otro del fluido p = p(z, y, z), pero dicha funcién no la podemos
alterar aumentando la presién. Si p es independiente del punto (z,y,z), se trata de otra
propiedad adicional:

Definicion 1.18: Fluido homogéneo

Un fluido se dice homogéneo si su densidad es constante en todo punto del fluido.
Matemadticamente, el gradiente se anula (Vp = 0).

La inversa del coeficiente de compresibilidad se medira en unidades de presién y es una
cantidad relevante en la dindmica de gases (que son los tnicos fluidos que se tratardn como
compresibles en lo sucesivo).

Definicion 1.19: Mddulo de elasticidad

1.3.4. Relacion entre propiedades: ecuacién de estado

Las propiedades bésicas de los fluidos no son en general independientes unas de otras; por
ejemplo, la densidad es funcién de la presion y la temperatura, pero no siempre conocemos
una relaciéon explicita entre ellas. La excepcion son los llamados gases ideales, los cuales
cumplen una conocida relacién entre presién, temperatura y volumen.

A nivel microscépico en los gases ideales se ignoran las fuerzas intermoleculares y solo se
consideran las interacciones producidas por colisiones, de esta manera, se estd suponiendo que
dichos gases ocupan una fraccién despreciable del volumen que los contiene (sus moléculas
estdn més separadas que en un gas real). Esta suposicién es bastante buena en el caso de
gases a densidades o presiones bajas, o bien a temperaturas lo suficientemente altas para que
no se produzcan fenémenos de licuacién (por los que un gas pasa a estado liquido).

Un gas ideal es aquel que verifica la relacion
P-V=n-R-T,
donde R = 8,315 J/mol-K (en SI) es la constante universal de los gases y

o _ masadelgas  m
n = n° de moles = = .
masa molecular M,
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Si la queremos expresar en términos de la densidad, la ecuaciéon de estado queda

P=p-R-T, con R =

Como en general consideramos fluidos a temperatura constante, interpretaremos las rela-
ciones anteriores considerando que para gases ideales tanto el producto PV como el cociente
P/p se mantienen constantes.

1.4. Otras propiedades de los liquidos

1.4.1. Cavitacion

Como sabemos, un liquido, al alcanzar una determinada temperatura, se evapora y pasa a
estado gaseoso. Pero, ademads, este transito de estado también se puede conseguir sin alterar
la temperatura.

Definicion 1.21: Cavitacion

Se conoce como cavitacion a la transicion de liquido a gas producida por una dismi-
nucién de la presién a temperatura constante. La presiéon critica por debajo de la cual
se produce depende de cada liquido concreto y se denomina presion de vapor.

Al alcanzar la presion de vapor, se formardn pequenas burbujas de gas dentro del liquido.
Si, con el tiempo, la presion vuelve a aumentar por encima del nivel critico, estas burbujas se
vuelven a convertir en liquido produciendo un micro-chorro que puede dafiar a la superficie
sobre la que implosiona. Este fenémeno se suele observar en las hélices de los submarinos.

1.4.2. Tension superficial

Sucede en la superficie libre de un liquido, esto es, la superficie de contacto sélido-
liquido, liquido-gas o bien entre dos liquidos inmiscibles. En dichas superficies se observa un
comportamiento similar al de una membrana elastica tirante.

En consecuencia, esta propiedad es la causa de fenémenos como que algunos insectos per-
manezcan sostenidos sobre el agua. También explica hechos que todos hemos experimentado:
que sea mas facil caminar sobre arena mojada, que una gota se sostenga retando a la gravedad
antes de caer de un grifo, etc.

Todo lo anterior sucede porque en la superficie de un liquido las fuerzas estdn descom-
pensadas y, por tanto, existe una fuerza neta hacia el interior del liquido. En efecto, en el
interior del liquido las fuerzas atractivas de una molécula con todas las que tiene alrededor se

14



compensan unas con otras; sin embargo, en la superficie del liquido las fuerzas atractivas del
aire por encima de dicha superficie son mucho mas débiles que las de las particulas liquidas.

Pese a esa fuerza resultante que empujaria hacia el interior, sabemos que las particulas de
la superficie no se hunden; por tanto, debe existir una fuerza en la superficie del liquido que
la compense y que mantenga la superficie en equilibrio. Intuitivamente, la presencia de esta
fuerza extra superficial la podemos experimentar comprobando que es mas dificil mover un
objeto a través de la superficie de un liquido que si estd completamente sumergido, o viendo
la resistencia si intentamos hundir una pelota en el agua.

Dado que mantener la superficie del liquido supone una fuerza y, por tanto, un gasto extra,
todo liquido trata de minimizar el drea superficial, es decir, de adoptar la forma con menor
ratio de drea/volumen. Es por ello que las gotas adoptan en equilibrio una forma esférica en
lugar de plana.

Definicion 1.22: Tension superficial

La tensién superficial, denotada por o, es la fuerza que ejerce la superficie libre de
un fluido por unidad de longitud del borde de dicha superficie (la curva que actia de
frontera de la superficie). Dicha fuerza es tangencial a la superficie pero perpendicular
a la curva. Se mide en N/m.

También se puede interpretar como la energia que almacena la superficie libre; bajo este
punto de vista, se mide en J/m?.

1.4.3. Capilaridad

No se trata de una propiedad independiente, sino de una consecuencia de la tensién
superficial.

Definiciéon 1.23: Capilaridad

Es la forma curvada que adoptan las superficies liquidas cerca de las paredes de reci-
pientes cilindricos de radio suficientemente pequeno para que la tensiéon superficial no
sea despreciable.

La causa de este fenémeno es la descompensacién entre
s las fuerzas de adhesién entre las moléculas del liquido y las paredes del sélido con el
que estd en contacto y
s las fuerzas de cohesién entre las propias particulas del liquido.
Esto crea una fuerza resultante en el punto de contacto entre la superficie libre y la pared del
recipiente. Si llamamos « al angulo de contacto entre la fuerza generada y la vertical, salvo

que o = 90 habra una componente vertical de la fuerza. Suponiendo que el recipiente esté
abierto a la atmésfera, podemos encontrar dos situaciones:
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= o < 90, entonces la componente vertical se opone a la gravedad y el liquido asciende
ligeramente por las paredes del recipiente. Esto sucederia con el agua.

= o > 90, la fuerza resultante actia en el mismo sentido que la gravedad y el nivel del
liquido desciende por la pared del recipiente; este caso se observa en el mercurio.

1.5. Ejercicios

1.5.1. Viscosidad

@ Tenemos dos placas horizontales tales que el espacio de separacién entre ambas (2
mm) se llena con un aceite de viscosidad 0,2 Pa-s. Si la placa superior se mueve a una
velocidad constante de 1,6 m/s, jcuédl es el esfuerzo cortante en la placa inferior?

Sol: 160 Pa.

@ El perfil de velocidad de un fluido viscoso sobre una lamina viene dado por

u(y) = 3y — y?

para y < 1,5 m, donde u es la velocidad en m/s de un punto a distancia y de la placa.
Si el coeficiente de viscosidad es de 1,5 Pa-s, determina el esfuerzo cortante en y =0y
eny=15.

Sol: 4,5 Pa y 0 Pa.

@ Hallar el espesor A de un fluido cuya viscosidad es de 1 poise sobre el que hay un tablero
de 60 cm x 30 cm que desciende a una velocidad constante de 1 m/s y cuya masa es
de 40 kg. (Dato: la inclinacién es de 6 = 30.)

Sol: h = 0,092 mm.

@ Una placa horizontal de 20 cm x 20 ¢cm se mueve a velocidad de 1 m/s dentro de una
capa de aceite encerrada entre otras dos placas, una fija y la otra en movimiento a una
velocidad constante de 0,3 m/s, como muestra la figura.

16



@

e
I'ﬂl:imm imls

>

h.=2,6 mm 0,3 m/s

e ——

Sabiendo que la viscosidad del aceite es de 0,027 Pa-s y suponiendo que es un fluido
Newtoniano, se pide:

a) Dibuja el perfil de velocidades y localiza un punto donde la velocidad del aceite
sea cero.

b) Determina la fuerza que se debe aplicar a la placa central para mantener su mo-
vimiento.

Sol:(a) A 3 mm de la placa superior. (b) 1,62 N.

Supongamos que tenemos una placa muy fina situada paralela a dos superficies planas
horizontales separadas a h cm de distancia. La viscosidad de los fluidos sobre y por
debajo de la placa viene dada por p1 y pg, respectivamente. Suponemos que la placa se
mueve a velocidad constante U. Determina la altura de la placa para que la resistencia
de los fluidos al movimiento uniforme de dicha placa sea minima.

Sol: h debe cumplir —2— =  [#2
h—y M2

1.5.2. Otras propiedades

En el océano, a una profundidad z = 9000 m, la presion P es de 1000 bar. Si en la
superficie la densidad del agua y el moédulo de elasticidad volumétrico medio valen
p = 1025 kg/m?® y K = 23000 bar respectivamente, se pide calcular la densidad del
agua a la profundidad indicada.

Sol: 1070,5 kg/m?3.

i, Qué cambio de mddulo de elasticidad se necesita para comprimir un gas a un tercio
de su volumen inicial en condiciones isotermas?

Sol: El doble de la presiéon inicial.

a) {Qué volumen ocupan 16 g. de oxigeno a 800 mmHg y 20 °C?
Nota: la masa molecular del oxigeno es Mr = 32 g/mol).

b) Calcula la masa molecular (Mr) de un gas sabiendo que 17,2 g del mismo, en
condiciones normales (1 atm y 273 K), ocupan 12 1.

Recuerda que R = 0,082 atm - 1/K - mol; 760 mmHg = 1 atm y 273 K = 0 °C.
Sol: (a) 11,42 1. (b) 32,01 g/mol.
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Calcula el incremento de presiéon 6P = P, — P, en la superficie de contacto causado
out
por la tensién superficial en las siguientes situaciones:

a) una gota semiesférica.
b) una pompa de jabén.

c¢) un canal lleno de agua cuya seccién transversal es un semicirculo.

Una pequena cantidad de liquido con tensién superficial o forma una fina capa circular

de didmetro D entre dos placas de vidrio separadas por una distancia h muy pequena.
Obtén una expresién para la fuerza necesaria para separar las placas.

Liguid o
/"
placas Tn

1 |
L

5 |

woD?

Sol: F =
© 2h

@ Sumergimos un tubo capilar en una cubeta con agua. Calcular la altura que alcanza
el agua dentro del tubo (respecto al nivel inicial) en funcién del dngulo de contacto, el
radio del tubo y la tensién superficial.

Aplicar la expresion anterior al cdlculo de la altura que alcanzaria el agua en un tubo
de 5 mm de didmetro, si el dngulo de contacto es de 20° y la tensién superficial es
o =0,0074 N/m.
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Tema 2

Cinematica: analisis del movimiento
de los fluidos

A diferencia del tema anterior, aqui nos centramos en las propiedades relacionadas con el
movimiento de un fluido (flujo), no con la naturaleza del mismo. La cinemédtica se encarga
precisamente de analizar como los fluidos fluyen y como describir su movimiento sin considerar
las causas (fuerzas) que lo provocan, por tanto, se tratard con magnitudes como la velocidad
y la aceleracién.

2.1. Enfoque lagrangiano y euleriano

En este apartado explicamos dos maneras distintas de describir el movimiento de los
fluidos en base a magnitudes cinematicas.

Enfoque Lagrangiano: es el usado en mecanica clasica y basicamente consiste en seguir
la trayectoria de cada objeto de interés. Asi, las distintas posiciones del objeto y sus vectores
velocidad son funcién del tiempo. En el contexto que nos ocupa, esto supone llevar cuenta de
la posicion y velocidad de cada particula fluida.

Lo anterior no parece un punto de vista muy eficaz en la practica, pues no es sencillo
identificar y monitorizar particulas fluidas cuando estas se mueven y, ademas, un fluido se
comporta a nivel macroscépico como un continuo. En consecuencia, las interacciones entre
particulas no son tan ficiles de describir en este caso como si se tratara de movimientos de
bolas de billar.

A pesar de ello, hay sistemas de visualizacién y de medida basados en el enfoque de
seguimiento de las particulas (por ejemplo, para estudiar la difusién de un contaminante).

Enfoque Euleriano: consiste en fijar un punto (o una regién) del espacio a través del cual
transcurre el fluido (entra y sale). Esto significa que, en lugar de elegir una particula concreta
y seguirla, seleccionamos un punto o porcién del espacio y analizamos las propiedades de
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toda particula que pase por ahi.

Con este enfoque, toda propiedad del flujo o del fluido se describe como una funcién
dependiendo del espacio-tiempo, cuyo valor en un determinado instante es el valor de la
propiedad para cualquier particula fluida que ocupe esa posicién en ese momento. Por ejemplo,
la presién y la velocidad seran

P=P(pt) V=Vpt),

donde V' representa el vector velocidad de cualquier particula fluida que pasa por el punto
p = (z,y,2) en el instante ¢.

En definitiva, en el enfoque euleriano no nos importa qué sucede con las particulas indi-
viduales, sino que nos interesan las propiedades (presién, velocidad, aceleracién) de cualquier
particula fluida que pase por el lugar de interés en el instante indicado.

Por ejemplo, un investigador tratando de medir las propiedades de un rio puede adoptar
un método lagrangiano (si tira una sonda que se mueva con la corriente) o euleriano (si
ancla la sonda a un lugar fijo del cauce). No obstante, la visién euleriana normalmente es
ma&s conveniente en aplicaciones de mecanica de fluidos en el momento de tomar medidas
experimentales. En efecto, en un tunel de viento los sensores para medir velocidad y presién
se colocan en un lugar fijo.

Sin embargo, no son todo ventajas: las ecuaciones del movimiento de un fluido no son
obvias en el enfoque euleriano y deben ser cuidadosamente deducidas (tarea que nos llevara
parte de este tema y los dos siguientes). Por el contrario, las ecuaciones del movimiento en la
descripcién lagrangiana son bien conocidas (por ejemplo, la segunda Ley de Newton), pues
la mecénica clasica aplica la idea de seguir a las particulas individuales.

2.2. Clasificacion de los flujos segun la velocidad

2.2.1. El campo de velocidad de un flujo

Apoyéandonos en la hipétesis del continuo (ver Propiedad 1.4), podemos definir un campo
de vectores velocidad en todo punto del fluido y en cualquier instante de tiempo. Con maés
precisién, si el fluido ocupa una region R C R® en un instante ¢, para todo punto p =
(z,y,2) € R, el vector velocidad lo denotaremos como

V=Vpt) e R3, con V = (u,v,w),

donde las componentes del vector velocidad wu, v, w son funciones de (z,y, z, t).

En concreto, la expresion V' = V(p,t) mide la velocidad de una particula fluida que
pasa por el punto p en el instante ¢, con el enfoque euleriano. En efecto, el punto p no
representa una particula movil concreta, sino el punto que hemos fijado en el espacio para
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medir las velocidades de las particulas que lo atraviesan. Por tanto, en la expresion anterior
consideramos 4 variables independientes para el campo de velocidad del flujo, que representa
el movimiento de todas las particulas en su conjunto segin variemos la ubicacién del punto
p vy no la rapidez de una particula especifica.

2.2.2. Clasificacién segin la dependencia espacio-temporal de la velocidad

Para clasificar los flujos, nos empezamos fijando en distintos aspectos del campo de ve-
locidades del fluido. En general, sabemos que es una funciéon de las coordenadas espacio-
temporales V' = V/(p,t), pero hay situaciones especiales en las que es independiente del
tiempo V' = V(p) (flujo estacionario) o del espacio V' = V(t) (flujo uniforme), e incluso
podria ser constante.

Si consideramos su dependencia o no del tiempo, tendremos

Definiciéon 2.1: Flujos segin su dependencia temporal

e Flujo estacionario o permanente es aquel en que todas las propiedades tanto del
fluido como del flujo son independientes del tiempo, o sea, no cambian con el transcurso

del tiempo. Esto significa que
0d

e
siendo ® cualquier propiedad del fluido.

0,

e Kl flujo se dice no estacionario o transitorio si alguna de sus propiedades cambia
con el tiempo.

En la realidad no existe ningiin flujo completamente estacionario, si bien es cierto que en
muchas ocasiones la dependencia temporal es lo suficientemente débil (es decir, los cambios
se producen con tal lentitud) como para que se pueda suponer que se trata de un flujo
estacionario.

En concreto, un flujo estacionario cumple que

ov

9 _ o
ot

at_o

0.

Lo anterior significa que el campo de velocidad no cambia con el tiempo, pero los vectores
velocidad pueden ser distintos para diferentes puntos del fluido. Por tanto, también podemos
distinguir:
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Definicion 2.2: Flujos segiin su dependencia espacial

e El flujo se llama uniforme cuando todos los vectores del campo velocidad son
idénticos, tanto en magnitud como en direccién, en todo punto del fluido. Asi pues, se

cumple
oV

s
donde s representa cualquier coordenada espacial. En caso contrario, se dice que el
flujo es no uniforme.

0,

Una simplificacion muy util que aplicaremos en la practica es suponer que el flujo es
uniforme en cada seccién transversal.

Definicion 2.3: Dimensionalidad y direccionalidad

e El flujo puede ser k-direccional, donde k € {1,2,3} es el nimero de componentes
del campo velocidad V' = (u, v, w) que son distintas de cero.

e La dimensionalidad de un flujo es el niimero de coordenadas espaciales x, y, z que se
necesitan para describir sus propiedades. Entonces el flujo puede ser /-dimensional,
con ¢ € {0,1,2,3}. Un flujo uniforme es 0-dimensional.

. J

Todos los flujos fisicos son 3-dimensionales, pero a veces es conveniente y funciona la simpli-
ficacién de considerar que el movimiento se produce en menos dimensiones. Lo mismo sucede
con la direccionalidad.

2.3. Visualizacion de flujos

2.3.1. Técnicas experimentales

Existen distintas técnicas para visualizar y estudiar en un laboratorio el movimiento de
un fluido:

= Burbujas de hidrégeno: se generan electroliticamente mediante la aplicacién de co-
rriente eléctrica sobre un catodo (fino hilo de platino) y un dnodo (chapa de acero) su-
mergidos en un flujo de agua. Mediante electrélisis se separan el hidrégeno y el oxigeno
del agua, generandose burbujas de hidrégeno en el catodo que son arrastradas facilmente
por el flujo debido a su pequeno tamaio.

» Velocimetria por imagenes de particulas (PIV): es una técnica que permite
obtener el campo de velocidades de un fluido. Se basa en el procesamiento digital de
la informacién suministrada por las imagenes generadas por el flujo mediante técnicas
léser.

= Generacién de humo: se usa para determinar el diseno éptimo de sistemas de venti-
lacién, por ejemplo, para estudiar el efecto del flujo de aire y calor en la incorporacién
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de accesorios como parrillas protectoras o la placa base de un ordenador.

Otras técnicas habituales son inyeccion de tinta, trazadores reflectantes, simulaciones por
ordenador (CFD),...

2.3.2. Trayectorias, trazas y lineas de corriente

La trayectoria es como el historial de una particula concreta, pues recoge todos los puntos
por los que pasa en un determinado intervalo temporal.

Definicion 2.4: Trayectoria

Es el camino recorrido por una sola particula en un intervalo de tiempo.

Si sabemos que en un punto que ha de atravesar el flujo existe un contaminante, la manera
de analizar su difusién es poner un trazador (colorante) en el lugar contaminado que tinte a
todas las particulas fluidas que pasen por él. La traza nos dird dénde estan todas las particulas
contaminadas en un determinado instante 7.

Definicion 2.5: Traza

Se trata de la imagen instantdnea en un momento fijo T de las posiciones en el espacio
de las particulas que pasaron por un punto determinado en instantes anteriores 7 < 7.

Analiticamente, para hallar la trayectoria de una particula que en el instante 7 pasa por
el punto p, tenemos que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

dc
= Ve, ),

con la condicién inicial ¢(7) = p.

El siguiente tipo de curvas que nos sirve para hacernos una idea del recorrido del flujo es
una imagen instanténea (o sea, en un tiempo fijo) de la direccién media que sigue un conjunto
de particulas.

Definicion 2.6: Lineas de corriente

En un determinado instante fijo, las lineas de corriente son curvas tangentes en todo
punto al vector velocidad del flujo en ese punto.

Este concepto es una idealizaciéon conveniente para calculos matemédticos, pero no se
pueden fotografiar. Los otros dos casos son mas ficiles de generar experimentalmente.

En la préctica, la definicién se traduce en que las lineas de corriente (LDC) se obtienen a
partir de
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En la realidad los datos de velocidad solo se suelen conocer en un conjunto de puntos
discreto; por tanto, normalmente hay un proceso de interpolacién previo para determinar el
campo continuo de velocidades.

Nota 2.7 » Las lineas de corriente dan una imagen instantdnea del flujo entero (o
una parte) en un momento fijado, con cada linea de corriente empezando en un punto
distinto seleccionado dentro del flujo. En un flujo no estacionario, la visualizacion basada
en lineas de corriente estd cambiando constantemente.

= Dos lineas de corriente no se pueden cortar, pues si lo hicieran en un punto significaria
que en ese punto habria dos vectores velocidad distintos, y esto no tiene sentido.

» En flujos rodeados de un sélido (canales, tuberias), la pared se puede considerar formada
por lineas de corriente. La razén es que el flujo no puede atravesar la frontera sélida; por
tanto, cuando nos acercamos a dicha barrera, la inica componente no nula del vector
velocidad es tangencial, es decir, la pared sigue la direcciéon de una linea de corriente.

La ltima observacién motiva la siguiente

Definicion 2.8: Tubo de corriente

Se trata de un tubo (de existencia real o imaginaria) cuyas paredes estan formadas por
lineas de corriente.

Si el flujo es independiente del tiempo, no hay diferencias entre todos los tipos de curvas
que acabamos de describir.

En un flujo estacionario, lineas de corriente, trazas y trayectorias coinciden.

Notemos que trazas y trayectorias son conceptos lagrangianos, mientras que las lineas de
corriente se corresponden con un enfoque euleriano.

2.4. Otras clasificaciones de los flujos

Nos interesa conocer la interaccién entre el flujo y los objetos con los que se encuentra a
Su paso:

Definicién 2.10: Flujos externos/internos

e Se dice que el flujo es externo si el sélido estd dentro del paso del fluido, por ejemplo,
la aerodindmica de un avién.

e El flujo se llama interno o confinado si el sélido se encuentra fuera del paso del
fluido, como en una tuberia.
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Para no adentrarnos en el terreno de la termodindamica, siempre consideraremos flujos
cumpliendo las dos caracteristicas siguientes:

Definiciéon 2.11: Flujos y su relacién con la temperatura

e El flujo se denomina isotermo si la temperatura se mantiene constante en todo el
fluido para todo instante de tiempo.

e Kl flujo es adiabatico si no hay intercambio de calor con el ambiente o medio que
rodea al flujo. El ejemplo tipico es una tuberia cubierta de material aislante.

Las condiciones adiabaticas son interesantes para flujos en los que hay circulacién de calor
(chimeneas, tubos de ventilacién,...), pues se trata de situaciones en las que la interaccién
con las tuberias puede causar variaciones térmicas.

Segin si tenemos en cuenta los efectos de friccién (es decir, la presencia de esfuerzos
cortantes), consideraremos que un flujo es o no viscoso, si la viscosidad del fluido es distinta
de cero o igual a cero, respectivamente.

A este respecto, cabe resaltar que a una distancia lo suficientemente grande de los con-
tornos del sélido el flujo no estd perturbado por este; es por ello que en muchas ocasiones
los flujos externos pueden analizarse como no viscosos. Sin embargo, aunque p =~ 0, siempre
habra una zona cercana al cuerpo de contacto, donde no se pueden ignorar los efectos de la
viscosidad (capa limite).

2.4.1. Flujo rotacional e irrotacional

Intuitivamente, los flujos rotacionales son aquellos que contienen remolinos o vortices, es
decir, particulas fluidas que estdn rotando. Como esta es una nociéon bastante vaga, necesi-
tamos una manera matematica rigurosa de distinguirlos.

Definicion 2.12: Vorticidad

Dado un flujo con campo de velocidad V' = (u, v, w), su vorticidad w viene dada por
el operador rotacional de V:

WU XV = a% (8w Oov Ou Ow Ov 8u)

dy 92" 9z 0z’ 9r By

e Jo .
g Flo =

La vorticidad nos da la herramienta para cuantificar si un flujo es o no rotacional:

Definicion 2.13: Flujo rotational e irrotacional

Se dice que un flujo es irrotacional si su vorticidad es siempre igual a cero. En caso
contrario, se trata de un flujo rotacional.
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Claramente, todo flujo uniforme es irrotacional; pero también pueden existir flujos cuyas
componentes de la velocidad dependan de (x,y, z), pero a la vez sean irrotacionales.

2.4.2. Flujos reales e ideales

Definicion 2.14: Flujo ideal

Un flujo se llama ideal cuando es irrotacional (se ignoran las turbulencias) y no viscoso
(no existen esfuerzos cortantes y, por tanto, p = 0). Cuando alguna de estas dos
condiciones no se cumpla, estaremos ante un flujo real.

Los flujos ideales son hipotéticos, pues en la realidad todos los fluidos tienen p > 0.

2.4.3. Flujo laminar y turbulento

Sobre un sistema que involucre un fluido en movimiento pueden actuar diferentes fuer-
zas debidas a distintas causas: fuerzas viscosas o de friccién (ocasionadas por los esfuerzos
cortantes durante el flujo), de presién (debidas a diferencias de presién), de gravedad, de
capilaridad (causadas por la tensién superficial),... Segin la segunda ley de Newton, la suma
de las anteriores (Fyes) es igual a la masa por la aceleracién.

Por otro lado, el principio de accién y reaccién predice la existencia de la fuerza de inercia,
de igual magnitud pero sentido contrario que Fies.

Con el objetivo de conocer la influencia de las fuerzas viscosas en el movimiento global del
fluido, estudiamos el cociente (en médulo) entre las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas,
dicho céalculo nos lleva a la siguiente contante adimensional:

Definicion 2.15: Numero de Reynolds

DV DV

Do E2Y _ OV
7 v

donde V' y D son la velocidad y longitud o escala caracteristicas del flujo (normalmente

representadas por el didmetro, si el flujo trascurre por una tuberia de seccién circular,

y la velocidad media del flujo en dicha tuberia).

Si el nimero de Reynolds es elevado, el flujo se vuelve mas complicado de analizar. Un
objetivo fundamental de la mecédnica de fluidos es ser capaces de predecir cambios en el
comportamiento del flujo conforme aumenta Re. En general, se trata de una tarea extraordi-
nariamente dificil y va mas alla de los objetivos del presente curso.

A grandes rasgos, la idea es que si el niimero de Reynolds es pequeno, los efectos viscosos
son considerables. Sin embargo, si Re es grande (flujo turbulento), estos efectos serdan pequenos
o incluso despreciables. A continuacién, describimos el experimento con el que histéricamente
se llegd a las primeras conclusiones acerca de la turbulencia.
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Experimento de Reynolds: aproximadamente en 1883 Reynolds traté de observar el
proceso de mezcla entre un trazador (tinta) y agua que fluyen paralelos entre si. El objetivo
era entender como evolucionan en funcién de la velocidad de ambas corrientes. Las principales
conclusiones del experimento son:

s A velocidades bajas: las dos sustancias apenas se mezclan, sino que ambas fluyen orde-
nadamente en corrientes o capas paralelas de manera regular. Estamos ante un flujo
laminar, donde Re < 2300.

s A velocidad intermedia: se produce mezcla limitada, es decir, aun se aprecia visualmente
la separacion entre fluidos, pero también se observan cambios espacio-temporales en la
direccién del movimiento (ya no fluyen perfectamente en paralelo como antes). Se dice
entonces que tenemos un flujo de transicion. Bajo la mayoria de condiciones practicas,
se produce cuando Re € (2300, 4000).

= A velocidades altas: ambos fluidos se mezclan muy rapido y dicho proceso involucra
complejas rotaciones, cadticas y sin estructura clara, incluso a diferentes escalas. Deci-
mos que se trata de un flujo turbulento y, en este caso, se cumple Re > 4000.

Si consideramos el resto de variables involucradas en la definicién del ntimero de Reynolds,
parece claro que la ausencia de fenémenos turbulentos se debe no solo a bajas velocidades,
sino también a movimientos a pequena escala (por ejemplo, la sangre se mueve por los vasos
sanguineos de muy pequenio didmetro) o a fluidos altamente viscosos.

Caracteristicas del flujo turbulento:

» Causa: puede surgir como resultado de inestabilidades naturales (como el humo de una
vela que se perturba conforme asciende) o bien por fluctuaciones inducidas.

= Desordenado: las particulas se entrecruzan y colisionan en su recorrido de manera
cadtica. En consecuencia, existe mucho intercambio de cantidad de movimiento y apa-
recen pequenas recirculaciones

= Favorecen una rapida homogeneizacion de las propiedades del fluido. Esto resulta
util para algunas aplicaciones practicas, por ejemplo, si queremos homogeneizar la tem-
peratura con una inyeccién de agua caliente y una fria, la mezcla ocurrird més rapido
bajo condiciones turbulentas.

= Se puede reconvertir en laminar bajo la influencia de un aumento de la viscosidad,
ocasionando que la energia cinética se transforme en térmica.

= Fuertemente rotacional: el flujo turbulento siempre involucra vértices a distintas
escalas, tanto temporales (remolinos rapidos y lentos) como espaciales (grandes y pe-
quenos) y de distinta orientacién.

= Complejo de analizar: no podemos hacer las simplificaciones habituales, como consi-
derar el flujo 1 6 2-direccional, ya que es imposible detectar una direccién prioritaria del
movimiento. Tampoco se puede suponer que sea estacionario o de dimensién reducida
(son siempre 3-dimensionales).
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= Impredecible a largo plazo: incluso una perturbacién infima se propagara tan rapido
que nos llevara a un flujo completamente distinto pasado cierto tiempo.

El comportamiento de cualquier flujo laminar se puede predecir en un laboratorio o con
simulaciones por ordenador, pero esto no es posible si el flujo presenta turbulencias. Pese a
todas las dificultades que conlleva el estudio de flujos turbulentos, son de este tipo la mayoria
de flujos relevantes en ingenieria.

2.5. Derivada material

Sea f una funcién que representa una propiedad cualquiera del fluido/flujo (densidad,
componentes de la velocidad,...). Aqui vamos a calcular el cambio de la propiedad f siguiendo
la trayectoria de las particulas fluidas.

En un sistema lagrangiano, las coordenadas espaciales de las particulas fluidas son fun-
ciones del tiempo, por tanto, cualquier propiedad asociada con dicha particula cambiard a su
vez con el paso del tiempo.

Para averiguar qué factores afectan a la evolucién de f conforme la particula fluye, con-
sideramos la trayectoria (x(t), y(t), z(t),t) de un elemento fluido y observamos el valor de la
propiedad a lo largo de dicha trayectoria, esto es, f(z(t),y(t), z(t),t). Derivando respecto del
tiempo (haciendo uso de la regla de la cadena), llegamos a

af _of of Of Of
&—a—i-u%-l-va—y-l-wa.

Esto nos motiva a definir

Definicion 2.16: Derivada material o lagrangiana

Si V es el campo de velocidad del flujo y f un campo escalar definido sobre el fluido,
la derivada material o lagrangiana viene dada por

Df of
=5tV VI

\. J

Podemos interpretar % como la representacién euleriana de la derivada de Lagrange de

la propiedad f, pues (z,y, z) son ahora variables independientes.

Notemos que la derivada material matematicamente es la derivada total de la funcién y
en ella intervienen dos aportes:

= Derivada local o parcial (88—{): refleja el cambio de f respecto de t en una posicién fija
o especifica del espacio. Notemos que esta contribucién serd nula en un flujo estacionario
(ver Definicién 2.1).
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» Derivada convectiva o direccional (V - Vf = Dy f): representa la variacién de f
al movernos en el espacio en la direccién de V', pero en un instante fijo. Asi pues, este
término recoge los cambios espaciales de f debido al movimiento de las particulas fluidas
al ser transportadas por el campo V. Esta parte se anula si no hay movimiento/flujo
(V = 0), o bien si la propiedad f se mantiene constante a lo largo de las lineas de
corriente (es decir, en la direccién de V).

Un ejemplo ilustrativo de los dos términos que influyen en la variacién de f es como cambia
la temperatura en una piscina: podemos notar el cambio de temperatura si nos quedamos
quietos y dejamos pasar el tiempo, pero también puede haber distinta temperatura en un
instante fijo segun qué direccién consideremos (mds o menos cerca de la fuente de calor).

En particular, en coordenadas eulerianas (z, yo, 20,t), donde las coordenadas espaciales
no dependen del tiempo, se tiene que ;- = ;-

Ejemplo 2.17 §i tomamos f = u la primera componente del campo velocidad, su deri-
vada material nos dard la primera componente de la aceleracion material (en coordenadas
eulerianas):

~ Du _ 0Ou ou ou ou

Si hacemos lo mismo con el resto de componentes del campo velocidad, llegamos a

Definicion 2.18: Aceleraciéon material o lagrangiana

—%—a_V_F 8_V+ 3_V+ a_V—a_V_|_V.VV
“at ot Yor Yoy T Vor T o

Aunque suene extrana la afirmacion, tengamos presente que en un flujo estacionario las
particulas fluidas pueden estar aceleradas, pues por lo anterior la velocidad puede cambiar
espacialmente (por ejemplo, porque se produzcan un estrechamiento en una tuberia), incluso
siendo constante respecto del tiempo.

2.6. Ecuacién de continuidad (forma diferencial)

En esta seccién vamos a deducir el teorema de transporte general para cualquier campo
(escalar o vectorial) definido sobre una regién fluida. Cuando apliquemos este teorema al caso
particular de la densidad del fluido, en combinacién con el principio de conservacion de la
masa, deduciremos la ecuacién de continuidad (en su forma integral, valida para cualquier
regién fluida). Si a dicha ecuacion le aplicamos el teorema de la divergencia, obtendremos la
ecuacién de continuidad (en forma diferencial, que se cumple en cada punto del fluido).
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2.6.1. Teorema del Transporte General

Consideramos una regién o volumen fluido R C R? encerrada por una superficie S. En
general, ambas dependen del tiempo aunque no escribamos esta dependencia explicitamente.
Consideramos ® = ®(p,t) un campo (escalar o vectorial) definido sobre todo punto p =
(z,y,2) de RUS y que representa una propiedad del fluido o flujo.

Si §V; representa un volumen infinitesimal centrado en un punto p; € R, la cantidad total
de la propiedad ® en R viene dada por

If ®(p;)-6Vi= | dav.
Wlirg()i (pi) - 0V, /RdV

Por ejemplo, si ® = p, la integral anterior es la masa total de la regién fluida R. Nos pregun-
tamos cémo cambia con el tiempo dicha cantidad total.

En lugar de una deduccién matemaética rigurosa, analizaremos intuitivamente la situacion

fisica, lo que nos llevard a obtener una féormula para T ® dV. Existen dos posibles razones
R

para que dicha integral varie con el tiempo:

= El cambio de la propiedad ® con el paso del tiempo dentro de la regién R, considerada
aqui como fija. La variacién total por esta causa vendrd dada por:
0P

av
n Ot

Notemos que esta contribucién serd nula si el flujo es estacionario.

» La deformacion del volumen de la regién fluida (que puede expandirse o contraerse con
el tiempo), lo cual afecta indirectamente a la cantidad integral que nos interesa. En
efecto, en este caso tendremos que tener en cuenta el flujo de ® a través de S, el cual
se calcula mediante la integral®

/(I)V-NdA,
S

donde N el vector normal unitario que apunta hacia fuera de la superficie S. Este aporte sera
igual a cero si R es indeformable.

'Recordatorio de Célculo (tema 8). Si X es un campo vectorial definido sobre una superficie S, en cada
punto de S la cantidad neta o flujo de X, que pasa a través de S en ese punto, viene dada por la proyeccién
de X en la direccién de la normal unitaria N que apunta hacia el exterior de S en dicho punto:

XN =|X]|cosZ(X,N),
pues la componente tangencial no puede atravesar S. En consecuencia, la cantidad total de X que atraviesa

la superficie S se calcula como la integral

X - NdA,
s
que se define sumando el valor de X - N en pequefios cuadros de area infinitesimal § A que recubran toda Sy

haciendo dicha particién méas y mas fina.

30



Sumando ambos efectos, se llega a

Teorema 2.19: Teorema de Transporte General (TTG)

Para cualquier volumen R C R? cuya frontera es la superficie orientada S, se verifica

dt/(l)dv /—dV+/<I>V-NdA,

siendo NN el campo normal unitario hacia fuera de S y V el campo de velocidad en
puntos de S.

2.6.2. Ecuacién de continuidad

Por el principio de conservacién de la masa la masa (total) de un volumen fluido no
varia con el tiempo. Teniendo esto en cuenta y usando el teorema del transporte general con
® = p, queda

Corolario 2.20: Ecuacién de continuidad (forma integral, regién fluida)

Para cualquier volumen R C R3 cuya frontera es la superficie orientada S, se verifica

0—/ pdv+/ oV - N dA,

siendo N el campo normal unitario hacia fuera de S.

Si ahora aplicamos el teorema de la divergencia para reescribir lo anterior como una sola
integral de volumen, usando que la ecuacién de continuidad es vélida para regiones arbitrarias,
se deduce

Corolario 2.21: Ecuacién de continuidad (forma diferencial)

Si p es la funcién densidad de un fluido, en cualquier punto del fluido y en cualquier
instante se verifica

—+V-(pV)= (2.1)

siendo V' el campo de velocidad del flujo.

Aqui V - X representa la divergencia de un campo vectorial X = (X, X, X.), es decir,

X, 0X, 0X,
+ =¥y

voX= Ox Oy 0z

En concreto, en coordenadas cartesianas (x,y, z), la ecuacién se puede reescribir como sigue:

op 0 B o,
¢ T a0+ a—y(/w) + 5, (W) =0
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Si desarrollamos la derivada del producto que aparece en (2.1), se tiene
0
8—f+(vp)v+pv-vzo.

Esto lo podemos expresar en términos de la derivada material (ver Definicién 2.16), lo cual
nos da una férmula alternativa para la ecuacién de continuidad en forma diferencial:

Dp
— -V =0.
7 +pV

La interpretacién de esta igualdad es la siguiente: la densidad de una particula fluida, con-
forme se mueve arrastrada por el flujo, solo cambia si el flujo se expande (divergencia de la
velocidad positiva) o se contrae (divergencia negativa V-V < 0).

La ecuacion de continuidad se simplifica si el flujo es estacionario o incompresible:

Corolario 2.22: Ecuacién de continuidad (diferencial, casos particulares)

e Si el flujo es estacionario, entonces se cumple V - (pV') = 0.

e Un flujo es incompresible (es decir, su densidad no cambia ni espacialmente ni con
el tiempo) si y solosi V-V = 0.

2.7. Ecuacién de continuidad (forma integral)

2.7.1. Sistema versus volumen de control

Para analizar cualquier dispositivo que involucre un fluido en movimiento, existen dos
enfoques:

» Sistema: se trata de una cantidad fija de materia (es decir, con un niimero de particulas
que se mantiene constante), la cual puede moverse e interactuar con el medio. Por tanto,
en un sistema la masa se mantiene constante, aunque pueda cambiar de forma o tamano
con el paso del tiempo. Este es el método més utilizado para estudiar la mecénica de
un cuerpo rigido; sin embargo, es dificil identificar y seguir una cantidad concreta de
un fluido.

» Volumen de control (VC): consiste en elegir un volumen concreto en el espacio a
través del cual circula el fluido. Dicha eleccién dependerd en cada caso de la geometria
del problema que estemos estudiando y es independiente del fluido. Aqui en general la
masa no se mantiene constante (por ejemplo, si el volumen de control es una ramificacién
de tuberias, puede estar entrando y saliendo fluido constantemente).

Nos puede interesar considerar voliimenes de control que cambian con el tiempo: una
manguera que se deforma, un depdsito cuyo nivel de agua varia, un globo que se desinfla, etc.
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La frontera que delimita el volumen de control se denomina superficie de control (SC) y
puede ser real (las paredes de una tuberia) o imaginaria (elegir dos secciones transversales
de una manguera), asi como fija 0 en movimiento (un pistén que comprime un gas en un
cilindro).

Antes de analizar cualquier dispositivo por donde transcurre un flujo, es fundamental
una buena eleccion del volumen de control, pues esta determinara la forma de las ecuaciones
fundamentales que rigen el comportamiento del fluido.

2.7.2. Teorema del Transporte de Reynolds

Sea R una region fluida delimitada por una superficie S. Sobre ellas consideramos definida
una propiedad ® dada por un campo escalar o vectorial.

Teorema 2.23: Teorema de Transporte de Reynolds (TTR)

Si VC' es un volumen de control que depende del tiempo, coincide con la region fluida
R en un instante ¢ y cuya superficie de control se mueve a velociad V., se tiene

d d
— | ®dYV = — (I)dV—i—/ OV —V,) - NdA,
dt Jr dt Jve sc

siendo N el campo normal unitario hacia fuera de S'y V el campo de velocidad del
fluido en puntos de S.

La expresion anterior se interpreta como sigue: la tasa de cambio de una propiedad &
en toda la regién fluida R viene dada por la tasa de cambio de dicha propiedad dentro del
volumen de control elegido (que coincide con R en ese instante) mas la cantidad de dicha
propiedad que atraviesa (entra o sale) la superficie de control.

A partir de esta férmula deduciremos las formas integrales (aplicadas a un volumen de
control arbitrario) de las ecuaciones fundamentales que rigen el comportamiento de un fluido.

El término V — V. debe entenderse como una velocidad relativa, esto es, la velocidad a la
que un observador que se mueve junto con el volumen de control veria que el flujo atraviesa
la superficie de control. En otras palabras, es la velocidad del fluido expresada en un sistema
de coordenadas moévil anclado al volumen de control. La férmula anterior es completamente
general, pues sirve para voliumenes de control en movimiento (como la turbina de un avién)
y/o que se deforman con el tiempo (como un depdsito que se vacia, que estd fijo pero su
volumen cambia con el tiempo).

2.7.3. Ecuacién de continuidad

Si ahora combinamos el teorema de transporte de Reynolds aplicado para & = p con el
principio de conservacion de la masa, se llega a:
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Corolario 2.24: Ecuacién de continuidad (forma integral para VC)

Para cualquier volumen R C R? cuya frontera es la superficie orientada S, se verifica

ozi/ pdV-I—/ o(V = V) - NdA4,
dt Jyc sc

siendo N el campo normal unitario hacia fuera de S.

Fisicamente esta ecuacién expresa que la variacién de la masa total contenida en el vo-

lumen de control es igual al flujo neto de masa que entra o sale a través de la superficie de
control.

Cuando la superficie de control estd fija (V. = 0), la segunda integral tiene que ver con el
caudal (de masa o volumen) de fluido que atraviesa dicha superficie:

Definicion 2.25: Caudal masico y volumeétrico

e Caudal maésico: m = / pV - NdA es la masa que entra o sale del volumen de

sc
control por unidad de tiempo a través de la superficie de control entera.

e Caudal (volumétrico): @ = / V- N dA es el volumen que atraviesa la superficie
C

de control por unidad de tiempo.

En el SI el caudal mésico y volumétrico se miden en kg/s y m3/s, respectivamente.

En términos del caudal masico, la ecuacion de continuidad queda

d . .

out

donde m,,, representa la masa total contenida en el volumen de control y las sumas del lado
derecho se refieren al caudal mésico en todas las entradas/salidas de flujo por la superficie de
control.

En ciertas situaciones particulares, la ecuacién de continuidad adopta formas més simples
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Corolario 2.26: Ecuacién de continuidad (casos particulares)

e En un flujo estacionario el caudal masico de entrada es igual al de salida:

in

out

e En un flujo incompresible la tasa de cambio del volumen en la regién de control
es igual al balance neto de caudal a través de la superficie de control:

av,.
5 ZQi _ZQi-

out

e En un flujo incompresible a través de un VC indeformable el caudal de entrada

es igual al de salida:
D @@= D

out

\. J

En la practica, habitualmente supondremos que las propiedades del fluido son homogéneas
en cada seccién transversal, pues esto nos permite analizar los problemas como si se tratara
de un flujo 1-dimensional. Esto implica que el vector velocidad es constante en cualquier
punto de una seccién transversal. Ademads, supondremos que V tiene la misma direccién que
la normal unitaria N a dicha seccién.

2.8. Ejercicios

2.8.1. Visualizacién del flujo

@ Dado el siguiente campo de velocidad de un fluido V' = (w,ct,0), donde w y ¢ son
constantes.

a) Clasifica el tipo de flujo

b) Halla la linea de corriente en ¢ = ¢y que pasa por (a,b).

)
)
¢) Calcula la trayectoria de la particula que en ¢t = 0 pasé por el punto (a, b).
d)

Deduce la ecuacién de la traza de las particulas que en ¢ = 0 pasaron por el punto
(a,b).

@ Sea (a,b,c) € R? y tomamos dos constantes «, 3. Dada la siguiente curva en el espacio
Y(t) = (ae™, be™ ¢ + pt),
que describe el movimiento de un fluido, se pide:

a) Encuentra el campo de velocidad del fluido.
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b) Halla la trayectoria de una particula que en el instante ¢ = 3 se encuentra en el
punto (3,2,5).

¢) Determina la linea de traza de la particula que en ¢t = 3 estd en (3,2,5).

@ Consideramos el campo de velocidad de un fluido representado por
V = (acos(wt), asin(wt),0),
donde « y w son constantes.

a) Obtén la trayectoria de la particula fluida que en ¢ = 0 ocupa la posicién (a, b, c).

b) Encuentra la ecuacién de las lineas de corriente para un instante genérico ¢ = 7.

Sol: (a) circunferencias de radio a/w centradas en (a,b+ a/w). (b) y = tan(wt)x+

C.

@ Se considera el flujo plano definido por el siguiente campo de velocidades:

v =c,

donde: T=1,111sy c=2,1 m/s.
a) Representa graficamente las lineas de corriente (LDC) en el instante t = 5 s, que
pasan por los puntos (1,0) y (4,0).

b) Considerando la LDC que en ¢t = 5 s pasa por (4,0) y la particula fluida que perte-
nece a la misma y tiene coordenada y = 4, representa graficamente la trayectoria
de esta particula fluida desde t = 0 s hasta ¢t = 8 s.

Sol: (a) y =12,8331logx e y = 12,83311og(x/4). (b) y = 2,35(x — 0,993) — 6, 5.

@ En un cierto flujo las componentes de la velocidad son:

axr

U= —, v = Py,
; By

siendo « y B constantes. Determina el tipo de fluido y la curva que describe en cada
instante un colorante que se inyecta en el punto (1,2), suponiendo despreciables los
efectos de difusién.

Sol: y = 2eBt—="")

@ (Examen noviembre 2018) Consideramos el siguiente campo de velocidades en un

fluido

x y
V= (i)
14+t 142t
Se pide determinar, justificando las expresiones a emplear:

a) La ecuacion general de las lineas de corriente y en concreto la de que en ¢ = 0 pasa
por el punto (2,1).
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b) La ecuacién general de la trayectoria y en concreto la de la particula que en ¢t = 0
pasa por el punto (2,1).

¢) Las expresiones de la velocidad y de la aceleracién de una particula genérica, en
concreto la que en t = 0 pasa por el punto (2,1).

Sol: (a) y=z/2. (b) y=+x — 1. (c) V = (2, (1 + 2t)~'/?).
@ (Examen abril 2019) Dado el siguiente campo de velocidades en un fluido:

y
V:<6 t2,7)
Ty

Se pide determinar, justificando las expresiones a emplear:
a) La ecuacién general de la trayectoria y en concreto la de la particula que en t =0
pasa por el punto (3,1).

b) Las expresiones de la velocidad y de la aceleracién de una particula genérica, en
concreto la que en ¢t = 0 pasa por el punto (3,1).

¢) La ecuaciéon general de las lineas de corriente y en concreto la de que en t=0 pasa
por el punto (3,1).
Sol: (a) & = 3e2’, y = (1 + 3t)Y/3. (b) V = (18t2€%", (1 + 3t)~2/3). (c) = = 3.

t 2
(Examen noviembre 2019) Dado el campo de velocidades V = (—, 71), se pide:
x Yy —

a) Clasificar el tipo de flujo, justificando brevemente cada afirmacién.

b) ;Puede tratarse del flujo de un liquido? Razona la respuesta.

¢) Obtener la linea de corriente que pasa por el punto (1,2) en un instante ¢y. Dibuja
la linea obtenida para tg = 0.

d) Hallar la trayectoria de la particula que en t = 0 pasa por el punto (1, 2).

e) Encuentra la traza en ¢ = 2 de las particulas que pasaron por el punto (1,2) en
un instante anterior.

Sol: (c)z=1.(d)z=Vt2 +1,y(y/2—1) =2t. () z = /5 — 72, y(y/2—1) = 4—2T.
@ (Examen enero 2020) Dado el campo de velocidades V = (t2,1 — t), se pide:

a) Clasificar el tipo de flujo, justificando brevemente cada afirmacion. jPuede tratarse
de un fluido incompresible? ;Y de un flujo rotacional? Razona las respuestas.

b) Dibuja la linea de corriente que pasa por el punto (0,0) en el instante ¢ = 2.

c¢) Halla la trayectoria de la particula que en t = 2 pasa por el punto (0, 0).
Sol: (b) y = —x/4. (d) =(t) = (t> —8)/3, y(t) =t — t2/2.
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)

2.8.2. Derivada material y campo de velocidad

Determinar las lineas de corriente en el flujo definido por:
V= ($’ -Y, 0)

Supoéngase a continuacién que en y > 0 existe cierto contaminante en el fluido cuya
concentracién puede expresarse mediante la funcion:

n_—aot

c(z,y,t) = 2%y e,

siendo o una constante positiva y n un numero natural. Determinar la variacion en el
tiempo de la concentracién de contaminante siguiendo una particula fluida y los posibles
valores de o y n para los que dicha variacion es nula.

2, n

Sol: zy = Cq, z = C3 y la variacién viene dada por (2 —n — a)z?y™e~°t.

e

a) Sea el campo de velocidades dado por las componentes

u=x+y+z+t, v =x?y3st w = eV,

Calcula las componentes de la aceleracién Lagrangiana.

b) Comprueba que se cumple la siguiente igualdad:
1
wxv+§wvﬁzwﬂwm

donde V' = (u,v,w) es el campo velocidad y w es la vorticidad del flujo.

Sol: (a) ax =1+ +y+ 2z +t+ x2y32t + V=L,

2.8.3. Ecuacién de continuidad (forma diferencial)

a) ;Puede el siguiente campo
u=2r+y+z, v=—y w=—2z

representar la velocidad del flujo estacionario de un fluido incompresible?

b) Hemos conseguido calcular dos componentes del campo velocidad del flujo estacio-
nario, 3-dimensional y 3-direccional de un fluido incompresible. En efecto, vienen
dadas por las siguientes expresiones

u = azx® 4 by? + c2? w = azxz + byz?,

donde a, b, ¢ son constantes. Obtén la expresion para la componente de la velocidad
que nos falta.

Sol: (a) No. (b) v = —3azxzy — by?z + f(z, 2).
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Una mezcla de aire y combustible es comprimida por un pistéon en un cilindro de un
motor de combustion interna. Situamos el origen de la coordenada y en el extremo
superior del cilindro y consideramos que y apunta hacia abajo, como en la figura.

cilindro
4
L® L
¢U"
Y /prs’n{n
io |' biempo £
- ‘ —] t=0

Suponemos que el pistén sube con velocidad constante V},. Por otro lado, la distancia
L entre el extremo superior del cilindro y el pistén disminuye con el tiempo de manera
lineal L = Lo — Vjt, donde Lg indica la posicién inicial del pistén cuando ¢ = 0.
En dicho instante inicial, la densidad de la mezcla dentro del cilindro es constante
p(0) = po. Determina la densidad de la mezcla durante el camino ascendente del pistén
como funcién del tiempo y de los parametros dados.
Lo
Sol: p(t) = pom'

2.8.4. Ecuacion de continuidad y caudal
@ Deduce la féormula de la ecuacién de continuidad para un tubo de corriente fijo con una
entrada y una salida de flujo, en los siguientes casos:

a) Flujo incompresible.

b) Flujo incompresible y volumen de control indeformable.

¢) Flujo estacionario

@ Consideramos una caneria circular (de radio R) y horizontal por la que fluye en régimen
laminar un aceite de densidad p y viscosidad g En la seccién transversal el perfil de
velocidades estd determinado por la siguiente igualdad:

u(r) = ug — Kr?, con 0<r<R.

R

"1

U

Determina:
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a) El valor de la constante K.
b) El caudal que circula por la tuberia.

¢) La fuerza por unidad de longitud que ejerce el aceite sobre la caneria debida a la
viscosidad.

Sol: (a) u(r) = ue(1 — (r/R)?). (b) Q = mugR?/2. (¢) F/L = —4mwpuo N/m.

@ Consideramos un flujo estacionario de agua en una unién de tuberias como indica la
figura, donde ademas se pierde caudal por un agujero.

\ .

| 1@

a) Encuentra una férmula para la velocidad en la seccién 2, en funcién de las dreas y
velocidades del resto de secciones, asi como del caudal que se pierde por el agujero.

b) Calcula la velocidad en la seccién 2 para las siguientes dreas A; = 0,2 m?, Ay =
0,2 m? y A3 = 0,15 m2 Ademds el caudal se pierde a razén de 0,1 m3/s y
las velocidades medias en las secciones 1y 3 son Vi = 5 m/s y V3 = 12 m/s,
respectivamente.

Sol: 4,5 m/s.

@ Un tanque de 0,05 m® contiene aire a 800 kPa. En ¢ = 0 el aire empieza a salir del

tanque a través de un vélvula por donde fluye un drea de 65 mm?. El aire pasa a través
de la valvula a una velocidad de 300 m/s y con una densidad de 6 kg/m?. Determina
la tasa instantanea de cambio de la densidad del tanque en ¢t = 0.
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Sol: -2,34 (kg/m?)/s.

Dado un depésito de agua que se vacia por la parte inferior a través de un orificio de

salida de drea Ay = 5 cm?. Por su parte, la superficie libre en el depésito es de A = 100
cm?. Suponiendo que el agua se desaloja con una velocidad constante de Vi = 2 m/s
por dicho orificio, ja qué velocidad desciende el nivel del agua?

Sol: -0,1 m/s.

Se introduce un pistén de didmetro Dy = 5 cm a velocidad v, = 5 cm/s en un cilindro
de didmetro D = 6 cm. Esto hace que el agua que contiene el cilindro salga en direccién
opuesta al movimiento del piston, con una velocidad media V,, a través del espacio que
queda entre el cilindro y el pistén. Calcula V,.

Sol: 11,36 cm/s.

En un tramo de un trasvase local de agua, el flujo sale de un tinel circular de didmetro

0,6 m a un tramo en acueducto en el que circula en ldmina libre segiin se representa en
la figura.

14,2 m

En el acueducto se detectan una serie de fugas cuya magnitud se desea evaluar. La
distribucién de velocidades en el tramo final de la tuberia es:

Vi =150 - (R? — %),

siendo R; el radio interior y r la distancia al eje de la tuberia. Igualmente, se supone
que la distribucién de velocidades en una seccién del canal trapezoidal viene dada por

Vo=1,7-12
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Se pide obtener la pérdida de caudal.
Sol: 0,048 m?/s.

Consideramos un avién a reacciéon en vuelo recto y a nivel constante a través de aire
en calma a velocidad V,. Determina el caudal de flujo de gasolina 7iv44s €n un motor,
suponiendo conocidos los siguientes datos: la densidad del aire p;, y el drea de entrada
Aipn, asi como el area Ay, densidad por v velocidad del flujo Vi, en la boquilla de
escape. Las velocidades se han medido respecto a un observador fijo en tierra. Un
esquema suficiente para analizar la situacién se muestra en la siguiente figura:
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Tema 3

Ecuaciones fundamentales de la
Dinamica de fluidos

En este capitulo nos ocupamos del movimiento de los fluidos, prestando especial atencién a
las fuerzas que lo causan. Asi traduciremos la segunda ley de Newton a una expresion referida
a un volumen de control (ecuacién del momento lineal) usando el teorema del transporte de
Reynolds. De la misma manera, pero combinada con el teorema de la divergencia y el teorema
del transporte general, llegaremos a una versién diferencial de la misma ecuacion: la ecuacién
de Euler, que es la versiéon para fluidos no viscosos de las ecuaciones de Navier Stokes,
cuya solucién general sigue siendo uno de los grandes misterios de la fisica cldsica y de las
matemaéticas.

3.1. Ecuacion de Euler

3.1.1. Fuerzas que actian sobre una region fluida

A la hora de estudiar las fuerzas exteriores que actian sobre un fluido, distinguimos dos
tipos:

s Fuerzas de volumen: actian sobre todas las particulas del volumen o region flui-
da. También se conocen como fuerzas maésicas y son consecuencia de interacciones a
distancia, como la gravedad, las fuerzas eléctricas o magnéticas.

s Fuerzas de superficie: son fuerzas que actiian por contacto sobre un elemento de su-
perficie. De este tipo son las ya estudiadas presién, tensién superficial o fuerzas viscosas
(debidas a la friccién).

La segunda ley de Newton nos dice que la fuerza neta es la tasa de variacién instantanea
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del momento lineal o cantidad de movimiento:

d

F: = —
ma dt(

mV).

Como la densidad y la velocidad varfan de manera continua de un punto a otro de una regiéon
fluida R C R3, podemos calcular el momento total de R como la suma de los momentos de
voliimenes infinitesimales d)V; centrados en puntos p; € R e ir haciendo la particién cada vez
mas fina:

lim Z(Vp)(pi)-(sviz /R pV dy.

(SVZ-—>0
7

En definitiva, la segunda ley de Newton reescrita en forma global para una regién fluida
R queda

d
> Fem = %/ pV dv, (3.1)
R

donde el lado derecho representa la resultante de las fuerzas exteriores que actian sobre la
region R. En este contexto, la segunda ley de Newton se enunciaria como sigue: la suma de
todas las fuerzas externas sobre una region fluida es igual a la tasa de cambio del momento
lineal del sistema.

3.1.2. Movimiento de fluidos no viscosos

Si consideramos un fluido no viscoso, solo bajo la acciéon de la gravedad y los efectos de
la presién en su superficie S

Teorema 3.1: Ecuacion de Euler

En un fluido no viscoso, sobre el que actian fuerzas gravitatorias y de presion, la
aceleracién material es causada por la aceleracion gravitatoria y por diferencias de
presion. Con mas precision,

J

La ecuacién anterior es una buena aproximacién lejos de la capa limite; en efecto, si
tenemos un solido cerca, la condiciéon de no deslizamiento hace que no podamos ignorar los
efectos de la friccién.

En general, cuando i # 0 las ecuaciones que gobiernan el movimiento de un fluido some-
tido a fuerzas masicas F;, y de presién incluye un término extra que se interpreta como la
difusién del momento:

D
d_y = puAV + F,, — VP (Navier-Stokes)
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0 0 0 .,
donde Vf = 7f2 + —J; + —J; es el operador de Laplace de una funcién f : R® — R.
ox oy 0z
Notemos que aunque usemos notacion vectorial para escribir las ecuaciones de manera
compacta, tanto Euler como Navier-Stokes son sistemas de 3 ecuaciones en derivadas parcia-

les.

3.1.3. Un par de soluciones exactas de Navier-Stokes

Vamos a estudiar dos situaciones sencillas en las que las ecuaciones de Navier-Stokes se
pueden simplificar hasta convertirlas en una EDO que podemos resolver sin dificultad.

Consideramos un flujo estacionario e incompresible de un fluido viscoso entre dos placas
horizontales infinitas separadas por una distancia h. Ignoramos toda fuerza maésica (en parti-
cular, la fuerza gravitatoria). Para limitarnos a analizar un corte transversal plano, suponemos
que se trata de un flujo 2-dimensional (que depende de lo que sucede en la direccién z de la
longitud de las placas y la altura y del fluido entre las placas) y 1-direccional (v = w = 0),
pues solo hay movimiento horizontal.

Consideramos dos situaciones distintas, segin el elemento que induce el movimiento:

= Flujo de Couette: la placa superior se mueve a una velocidad U, mientras que la
inferior permanece fija. Esta es la tnica causa del movimiento, por tanto, suponemos
que la presion es constante en la direccion x. Sustituyendo las condiciones anteriores en
la ecuacién de continuidad, se deduce que la tinica componente no nula de la velocidad
u solo depende de la coordenada y. Asi, las ecuaciones de Navier-Stokes en este caso se
reducen a u”(y) = 0. Combinando esto con la condicién de no deslizamiento, se obtiene
un perfil lineal de velocidad:

u(y) = -y, para 0<y<h

Cabe resaltar que hemos demostrado algo que para la ley de viscosidad de Newton (ver
Teorema 1.9) suponiamos como hipdtesis simplificativa.

s Flujo de Pouseuille: en este caso, las placas permanecen fijas y el flujo se mueve
debido a una diferencia de presion en la direccién x. Razonando como antes, la velocidad
no cambia en la direccién x y — es una constante negativa, pero de Navier-Stokes ahora

x
se obtiene un perfil parabdlico para la velocidad

1 0P

:ﬂ%(gﬂ—fﬂ) —h<y<h.

u(y)

Notemos que, por conveniencia de calculo, aqui hemos llamado 2h a la separacién de
las placas y considerado el punto medio entre las placas como origen de alturas. En esta
férmula se aprecia claramente que a mayor viscosidad menor velocidad.
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3.2. Ecuaciones del momento lineal y angular

Si a la segunda ley de Newton (3.1) para una regién fluida R le aplicamos el teorema de
transporte de Reynolds (ver Teorema 2.23), llegamos a

Corolario 3.2: Ecuacién del momento lineal (EML)

Sobre un volumen de control VC inercial (no acelerado) encerrado por una superficie
de control SC' orientada con normal exterior N y que se mueve a velocidad constante
V., se tiene que la resultante de las fuerzas exteriores viene dada por

d
ZF&F%/ dev+/ pV(V —V.) - N dA,
vCc SC

donde p y V representan la densidad y la velocidad del fluido, respectivamente.

La igualdad anterior se interpreta como sigue: la suma de todas las fuerzas externas que
actian sobre el volumen de control es igual al cambio temporal del momento dentro del
volumen de control mas el flujo neto de momento que entra o sale a través de la superficie
de control.

Para un volumen de control fijo, suponiendo un flujo incompresible con condiciones uni-
formes en cada seccién transversal, la ecuacién anterior se reduce a

S Fen = %/ PV AV +> mV =Y mV,
vCc

out in

donde el primer término del lado derecho se anula para un flujo estacionario si el VC tiene
volumen constante.

Muchos problemas de ingenieria incluyen el estudio de la rotacién producida por la corrien-
te de un fluido, por ejemplo, en las turbomdaquinas se incluyen elementos como bombas
centrifugas, ventiladores o turbinas. Para analizar estos dispositivos, buscamos una version
del Corolario 3.2 para el momento de la fuerza exterior resultante sobre un fluido. Recordemos:

Definicion 3.3: Momento angular y momento de una fuerza

Si un punto mévil gira alrededor de un punto fijo O (centro de giro) y r denota el
vector de posicién de dicho punto respecto de O, se define:
e Momento angular o cinético (momento del momento): es el momento de la
cantidad de movimiento, esto es, el producto vectorial del vector de posiciéon por el
momento lineal

r x mV.

e Momento de una fuerza F' alrededor del punto O es el producto vectorial

M=1rxF.
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Recordemos que la magnitud del momento viene dada por

|M| = [F|-|r|-sin Z(F,r),

donde d = |r|sin Z(F,r) es la distancia (perpendicular) del centro de giro a la linea de accién
de la fuerza. El momento es perpendicular al plano que contiene a F'y r y tiene signo positivo
si la fuerza se dirige en sentido antihorario.

Aplicando la segunda ley de Newton se llega a

d
M:%(rxm‘/)

Razonando como en (3.1), obtenemos que la suma de todos los momentos de las fuerzas
exteriores sobre una regién fluida R vienen dados por

d
ZMext:dt/Rp(TxV)dV.

La aplicacion del teorema de transporte de Reynolds (ver Teorema 2.23) nos lleva finalmente
a:

Corolario 3.4: Ecuacién del momento angular (EMA)

Sobre un volumen de control VC inercial (no acelerado) encerrado por una superficie
de control SC' orientada con normal exterior N y que se mueve a velocidad lineal
constante V., se tiene que la suma de los momentos exteriores viene dada por

d
ZMexF—/ p(rxV)dV—i—/ p(r x V)(V = V,) - N dA,
dt Jyc sc

donde p y V representan la densidad y la velocidad del fluido, respectivamente.

Esto significa que la suma de todos los momentos exteriores que actiian sobre un volumen
de control es igual a la tasa de cambio temporal del momento angular dentro del volumen de
control mas el flujo neto de momento angular que atraviesa la superficie de control empujado
por el flujo méasico. Un momento exterior resultante no nulo se produce por cualquier objeto
que gire mientras es atravesado por un fluido (no importa si el giro lo produce o no el fluido).

3.3. Aplicaciones de la ecuaciéon de Euler

3.3.1. Estatica de fluidos

Se trata de la parte de la mecédnica de fluidos que estudia los fluidos en reposo. Asi pues,
si aplicamos la ecuacién de Euler con la velocidad del fluido igual a cero, se deduce
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Corolario 3.5: Ecuacién fundamental de la estatica de fluidos

El gradiente de la presion es igual a la accién de la gravedad sobre un fluido en reposo,

es decir,
VP = pg.

En coordenadas, usando que la gravedad solo actiia en la direccién negativa de z, se tiene

orP 0P 0

or oy
Por tanto, la presién es independiente de las coordenadas (z,y) espaciales, es decir, la tnica
variacion posible de la presién ocurre con la altura. En concreto, la iltima componente de la
ecuacién de la estdtica nos dice que

a0
dZ_ pg_ e

donde v es el peso especifico del fluido. Esto significa que, en un fluido dado, la presion es
la misma en todos los puntos de un plano horizontal a una altura fijada. Esta afirmacién es
independiente de la geometria del recipiente, en concreto, se cumple siempre que los puntos
estan a la misma altura e interconectados por el mismo fluido (es decir, que podamos trazar
una curva entre un punto y otro que permanezca en todo momento en el mismo fluido).

Ademsds, de aqui también se deduce que para un fluido incompresible bajo la accién del
campo gravitatorio terrestre, la presién aumenta con la profundidad. En efecto, integrando
entre dos alturas distintas zg y z, queda

P(z) = P(z0) = =7(z — 20)

y, situando el origen de alturas en el punto mas bajo del fluido, se llega a que si dos puntos
estan separados por una altura h.

Pbajo = Ptop + ’Yh-

Si ahora ejercemos una presién extra sobre la superficie, nos preguntamos cémo afecta
dicho aumento a otros puntos del interior del fluido:

Teorema 3.6: Principio de Pascal

En un fluido incompresible y en equilibrio un cambio de presién en cualquier punto se
transmite con igual intensidad en todos los puntos del fluido.

Esta propiedad es la base del funcionamiento de muchos sistemas hidraulicos como, por
ejemplo, el gato hidraulico. El objetivo de este dispositivo es levantar o mover objetos pesados
aplicando una minima cantidad de fuerza. Consiste en un tubo en forma de U, relleno de un
fluido incompresible y con un pistén movil en cada lado.
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Suponemos la fricciéon despreciable y aplicamos la ecuacién de la estédtica: cuando los dos
platos del pistén estan a la misma altura, las presiones seran iguales, esto es,

B Ay
A A Ay

Esto tltimo hace que los sistemas hidrdaulicos puedan aumentar o disminuir la fuerza apli-
cada sobre ellos. Para que la fuerza se amplifique, basta aplicarla sobre un area menor. En
consecuencia, la fuerza necesaria para levantar un coche con un gato hidraulico es menor al
peso del coche.

Instrumentos para medir la presién

El barémetro mas sencillo, inventado por Torricelli en 1643, consiste en un tubo colocado
boca abajo sobre un recipiente que contiene un fluido en contacto con el ambiente, cuya
presion (Pgnm,) se quiere medir. Con este instrumento, se deduce que la altura h alcanzada
por la columna de fluido en el tubo es proporcional a la presiéon atmosférica.

Casi siempre se usaba como fluido el mercurio hasta que se descubrié que el vapor de
mercurio era danino. Esto explica que el mmHg sea una unidad comun para medir la presién
atmosférica. En general, se suele elegir un fluido cuya presién de vapor (ver Definicién 1.21)
sea aproximadamente cero. Asi, se llega a

Potm = ,Ogh

En consecuencia, la medida de la presién atmosférica es sencilla, pues se reduce a medir
la altura alcanzada por el fluido en el tubo. En este caso, P, es una presiéon absoluta, pues
estd medida respecto al vacio. En definitiva, los barémetros se usan para medir presiones
absolutas.

El uso de un manémetro es la manera de medir simultdaneamente presiones en distintas
posiciones de objetos testados en un tinel de viento. Sirve para medir presiones distintas a
la atmosférica o la ambiente. Por ejemplo, si queremos medir la presiéon P, de un fluido de
densidad p2 en un tanque, le conectamos un mandémetro con otro fluido de densidad p; y
dejamos el otro extremo abierto a la atmésfera (suponemos Py, conocida o, de lo contrario,
la medirfamos con un barémetro). Para que dicho dispositivo funcione necesitamos fluidos
inmiscibles y con p; > p2 (por ejemplo, un gas en el tanque y un liquido en el manémetro).

Los mandémetros se suelen calibrar situando el cero en el valor de la presién atmosférica,
por tanto, la lectura obtenida con estos instrumentos (midiendo alturas) es una presién
relativa:

Prel :Pabs_Patma

que se calcula como la diferencia entre la presién absoluta y la presién atmosférica local.
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A diferencia de las presiones absolutas (medidas respecto al vacio), donde todas las pre-
siones medidas seran positivas, en la escala relativa de presiones, nos encontramos valores
positivos y negativos, segin se trate de presiones mayores o menores que la ambiente, res-
pectivamente. Estas iltimas (con P, < 0) también se conocen como presiones de vacio.

3.3.2. Ecuacién de Bernoulli

La ecuacion o principio de Bernoulli es esencial para relacionar valores de presién y veloci-
dad en distintos puntos (normalmente a distintas alturas) a lo largo de una linea de corriente.
Se obtiene reescribiendo e integrando la ecuacién de Euler para ciertas condiciones especificas.

Teorema 3.7: Ecuacion de Bernoulli

Para un fluido no viscoso bajo la accién de la gravedad que se mueve generando un
flujo estacionario e incompresible, la cantidad
P V2

B=—+4+— 3.2

p +5 tgz (3.2)

es constante a lo largo de cada linea de corriente. Aqui V2 significa |V

\. J

Si ademas suponemos que el flujo es irrotacional, entonces B se mantiene constante en
todo punto del flujo, es decir, B tiene el mismo valor para todas las lineas de corriente.
Sin embargo, los flujos irrotacionales no se encuentran a menudo en la practica. Para flujos
rotacionales, B no cambia si nos movemos a lo largo de una linea de corriente, pero puede
tomar valores distintos de una linea de corriente a otra. Notemos que al tratarse de un flujo
estacionario, las lineas de corriente coinciden con las trayectorias.

Suponiendo condiciones uniformes del flujo a lo largo de cada seccién transversal, en la
practica fijamos dos puntos de interés a lo largo del flujo: una seccién de entrada (S7) y una
de salida (S2), entonces la ecuacién de Bernoulli se traduce en

P V2 P V5

9 + gz2,

donde los subindices indican los valores de las funciones en las secciones correspondientes. Si
no suponemos condiciones uniformes, se sigue cumpliendo la igualdad para los valores medios
en cada seccién, salvo para la altura que se suele escoger el centro geométrico de cada seccién.

Notemos que no es necesario calcular una linea de corriente especifica para poder aplicar
la ecuacion de Bernoulli.

Si nos fijamos en las unidades de los sumandos que aparecen en B, se trata de J/kg. Por
tanto, la ecuacién de Bernoulli se puede entender como un principio de conservacién de la
energia del flujo (por unidad de masa).
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Corolario 3.8: Conservaciéon de la energia

En un flujo estacionario, la suma de la energia cinética (V2/2), potencial (gz) y de
presién (P/p), todas ellas por unidad de masa, es constante a lo largo de una linea de
corriente, siempre que los efectos de compresibilidad y friccion se puedan ignorar.

El dnico término nuevo que aparece es la energia de presién, pero es bien conocido que se
puede generar trabajo usando una diferencia de presion, es decir, haciendo actuar la fuerza
de presion.

En definitiva, puede haber intercambios de energia entre estas tres cantidades, pero la
suma se mantiene constante. No obstante, durante el proceso de conversion de un tipo de
energia en otra, los tres sumandos deben permanecer mayores o iguales que cero, si usamos
el convenio de situar el origen de alturas (z = 0) en el punto més bajo del flujo considerado.

Si multiplicamos la cantidad (3.2) por g, los términos que aparecen se expresan en unidades
de longitud. En consecuencia, podemos interpretar la ecuacién de Bernoulli como:

Corolario 3.9: Conservacion de la cota hidraulica o total

La suma de la cota de presién (P/v), la cota dindmica (V?2/2g) y la cota de altura
(z) se mantienen constantes en un flujo estacionario e incompresible a lo largo de una
linea de corriente, ignorando la viscosidad. Por tanto, en estas condiciones se cumple
que la cota hidrdulica o total

P v?

H = — + — + z = constante.
Y 29

La suma % + z también se conoce como cota o altura piezométrica.

3.3.3. Principio de Arquimedes

Sea un solido B de superficie S totalmente sumergido en un fluido incompresible de
densidad py. La fuerza total sobre el cuerpo causada por la presién del fluido que lo rodea
vendra dada por

Fe:_/deA:_/ VPdVZ—/PfngZ_prV(B)v
S B B

donde para la segunda y tercera igualdad hemos usado el teorema de la divergencia y la
ecuacion de la estética (ver Corolario 3.5), respectivamente. Aqui V(B) denota el volumen
del cuerpo B. En definitiva, aparece una fuerza de empuje (F,) que actia en direccién opuesta
a la gravedad y viene dada por

Fe = —myg,

con my = psV(B) es la masa del fluido desplazado, es decir, la fuerza de empuje es igual en
médulo al peso del fluido que ocuparia V(B) si el sélido no estuviera.
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Teorema 3.10: Principio de Arquimedes

Todo cuerpo sumergido en el seno de un fluido incompresible experimenta una fuerza
de empuje vertical hacia arriba de magnitud igual al peso del fluido que desaloja.

Por tanto, dicha fuerza de empuje actiia sobre la misma linea de accién del peso del cuerpo,
pero en sentido contrario. Notemos que la fuerza de empuje no es otra cosa que la resultante de
la presion, solo que se le cambia de nombre en este contexto de cuerpos sumergidos; ademas,
no depende de la profundidad a la que se encuentre el objeto sumergido.

Con lo anterior, resulta sencillo determinar la posiciéon de equilibrio de un cuerpo sumer-
gido en un liquido. Haciendo balance entre la fuerza gravitatoria y el empuje

Fy=pV(B)g  F.=—psV(B)y,

la unica diferencia entre ambas viene determinada por la comparativa entre la densidad del
cuerpo (p) y la del fluido (ps). Asi pues, tenemos tres posibilidades:

= p = py: el cuerpo se mantiene en su posicién sin experimentar ningin movimiento,
aunque es muy raro encontrarse con un solido y un fluido que tengan exactamente la
misma densidad.

= p > py: la fuerza gravitatoria gana en magnitud al empuje y, por tanto, el cuerpo se
mueve en la direccién —z (se hunde), alcanzando una posicién estable cuando llega al
fondo.

= p < py: en este caso el empuje es mayor que el peso y, en consecuencia, el objeto se
mueve hacia arriba alcanzando el equilibrio en la superficie del liquido (flota). Es el
caso del hielo, que flota en el agua porque su densidad es menor.

Si ahora aplicamos el principio de Arquimedes a un cuerpo parcialmente sumergido en un
fluido, llegamos a que la fuerza de empuje viene dada por

F. = —psgV(Bs),

donde B es la porcién del objeto B que estd sumergida en el fluido. Igualando esto a la
fuerza gravitatoria en moédulo, obtenemos que el cociente entre volumen sumergido y total
estd determinado por la razén entre la densidad del cuerpo y la del fluido:

3.4. Ejercicios

3.4.1. Deduccion de las ecuaciones fundamentales

@ Aplica el teorema del transporte general para ® = pp, donde ¢ es cualquier campo
escalar o vectorial definido sobre una region fluida R y sobre la superficie S que la
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delimita.

a) Usa el teorema de la divergencia para reescribir la férmula solo con integrales sobre
R.

b) Aplica la derivada del producto y la ecuacién de continuidad para llegar a la
expresion
d Dy
— dy = —dV.
dt /Rp pdy /R’O a

@ Partiendo de la expresion de la segunda ley de Newton para una region fluida R

d
Feyt = — d7
S B = gy [0V

aplica el teorema del transporte de Reynolds para obtener la fuerza exterior resultante
en funcion de cantidades relacionadas con el volumen y la superficie de control elegidas.

@ El momento de una fuerza alrededor de un punto O es el producto vectorial M = r x F,
donde 7 es el vector de posiciéon desde el punto O hasta cualquier punto de la linea de
accién de F.

a) Comprueba que el momento de una fuerza es la tasa de cambio instantdneo del
momento angular

d
M:%(rme)

b) Usa lo anterior para encontrar una expresién para el momento resultante de las
fuerzas exteriores » | M., sobre una regién fluida R y desarrolla la derivada tem-
poral de la integral obtenida usando el teorema del transporte de Reynolds.

3.4.2. Ecuaciéon de Euler
@ Consideramos el campo de velocidad
V = (ax +b,—ay + cz,0)

de un fluido incompresible y no viscoso, donde a, b, ¢ son constantes conocidas. Calcula
la presién como funcién de (z,y).

@ a) Consideramos el campo de velocidad
V = (ax +b,—ay + ¢,0)

de un fluido incompresible y no viscoso, donde a,b,c son constantes conocidas.
Calcula la presién como funcién de (z,y).

53



®

@

b) Consideramos el campo de velocidad
V = (—az?, 2axy,0)

de un fluido incompresible y no viscoso, donde a,b,c son constantes conocidas.
Calcula la presién como funcién de (z,y).

(Examen enero 2020) Suponiendo que V = (#3,1 — t) corresponde a un fluido no
viscoso de densidad constante p, jpuede P(x,y,t) = —2xtp representar la presién en
cada punto (z,y) del fluido en un instante ¢7 Justifica la respuesta.

(Examen mayo 2020) Considera el flujo de agua en una tuberia vertical, suponiendo
que es laminar y que se mueve paralelo a las paredes de la tuberia hacia abajo. ;Qué
gradiente de presién serd necesario para acelerar el agua a 20 m/s??

LY si el flujo se mueve hacia arriba? ;Y si la tuberia es horizontal?

3.4.3. Ecuacién del momento lineal

Consideramos un chorro de agua horizontal que, moviéndose a velocidad de 6 m/s,
incide en el centro de una placa cuadrada de espesor constante y longitud 2L = 30
cm, que estd sostenida verticalmente por una bisagra anclada al techo que sostiene el
extremo superior de la placa. Cuando el chorro golpea la placa, la desvia hasta formar
un angulo o = 30 con la vertical, como muestra la figura.

Teniendo en cuenta que el didmetro del chorro es de 25 mm, se pide calcular:

a) El caudal que llega a la placa.

b) La fuerza que ejerce el chorro sobre la placa.

Sol: (a) 2,94-1073m3/s. (b) 15,28 N.

Consideramos un flujo uniforme que se encuentra un obstaculo cilindrico en su camino
(la figura muestra la vista desde arriba). Dicho obstaculo ocasiona un cambio de velo-
cidad que se observa en la sombra que se produce en la parte posterior del obstaculo.
Suponemos que el ancho de la sombra es § y que en ella la velocidad es u; = u — «,

siendo « una constante positiva.
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Como muestra la figura, tomamos un volumen de control ABCD lo suficientemente
alejado del obstaculo para que podamos considerar que en toda su superficie solo actia
la presién atmosférica (que consideramos igual a cero). Ademds, suponemos que la
velocidad es igual a u, salvo en la sombra. Despreciamos las fuerzas masicas y suponemos
profundidad constante. Se pide:

a) Hallar la diferencia de longitud entre CD y AB.
b) Obtener la fuerza por unidad de longitud (profundidad) ejercida sobre el obstaculo,
como funcién de d,u,p y a.
Aplica las férmulas halladas en (a) y (b) para el caso particular de 6 =1 m, u =5 m/s,
a=0,5m/syp=1,25kg/m>.
Sol: (a) CD— AB = 0,1 m. (b) 2,81 N/m.

@ (Examen noviembre 2019) Tenemos una tuberia en forma de U (como indica la
figura) por la que circula un flujo estacionario de agua con una entrada y dos posibles
salidas a la atmésfera. Nos referimos a las secciones marcadas en la figura como S1, So
y S3. Se ignora el peso de la tuberia y cualquier rozamiento.

o To

“

— F

a) Suponiendo que el drea de S; es un cuarto del area de S2 y que el drea en S3 es el
9% del area de S5, halla una relacién entre las tres velocidades involucradas.
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b) En S; circula un caudal de 55 1/s, mientras que en Sz (cuyo didmetro es de 10 cm)
sale un caudal de 40 1/s. Con estos datos, calcula las velocidades en S1, So y Ss.

c¢) En la arandela de unién de S la presién es el doble que en Sy. Teniendo en cuenta
dichas presiones, plantea las ecuaciones para obtener las componentes de la fuerza
F necesaria para anclar la tuberia a una posicién fija.

d) Calcula la fuerza del apartado anterior, sabiendo que la presién en S; es de 100
kPa.

Sol: (a) |V1| = 28,01 m/s, |V1| =5,093 m/s y |Vi| = 21,22 m/s. (b) |F,| = 2333,02
Ny |F,| = 318,3 N.

@ (Examen mayo 2020) Observa el volumen de control de la figura, donde tenemos dos
entradas de flujo (1 y 2) y dos salidas (3 y 4).

®
lllé\

®//A1 lzlé\@

®
3

1

Se pide:

(a) Si la densidad es constante en todo punto del fluido, calcular la variacién total
(respecto del tiempo) de la masa my ¢ contenida en el volumen de control.

(b) Considerando que se trata de un flujo estacionario, obtener las componentes hori-
zontal y vertical de la fuerza necesaria para mantener fijo el dispositivo de la figura.
Aqui se ignora el peso del dispositivo y se tiene en cuenta que las salidas forman parte
de tuberias més largas (es decir, NO son salidas a la atmdsfera).

3.4.4. Ecuacion del momento angular

@ La figura muestra un aspersor de riego visto desde arriba, el cual gira respecto de un

eje que pasa por el centro O. Dicho dispositivo estd alimentado por un caudal de 1 1/s
que entra por el punto O mediante una tuberia perpendicular al mismo.
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Suponemos que tenemos condiciones de flujo estacionario y que el aspersor se mueve
sin rozamiento. Las dimensiones relevantes del problema son: la longitud de los brazos
del aspersor L = 20 cm, el didmetro de dichos brazos D = 10 mm y el de la salida de
cada boquilla ¢ = 6 mm. Ademas, el angulo entre el chorro de salida y la perpendicular
a los brazos es o = 45.

Con los datos anteriores, determina el par exterior M que es necesario aplicar sobre el
aspersor para evitar que gire.

_>
Sol: 1,67 £k N m.

Tenemos un flujo de agua por una tuberia de 15 cm de didmetro que consiste en un
tramo vertical de 3 m de largo y un tramo horizontal de 2 m, el cual termina en un codo
de 90° para forzar la salida del agua hacia abajo, como muestra la figura, en direccién
vertical. El agua sale a la atmoésfera a velocidad de 7 m/s, y la masa de la tuberia
acodada cuando esté llena de agua es de 15 kg por metro. Determina el momento que
actia en el punto de interseccion de los tramos horizontal y vertical. ;Cudl seria la
respuesta si la salida del chorro fuese hacia arriba?

I<—2m—>|

A
»

s|

Fm/s

!
]
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Sol: -1427,7 N-m y 2026 N-m (chorro hacia arriba)

Una tanqueta antidisturbios estd equipada con un canén de agua giratorio en su parte

superior. El canén puede girar 360° alrededor del eje vertical, formando siempre el
chorro 15° con la horizontal. El caudal proyectado es de 80 1/s.
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a) Calcular el médulo que debe tener la F). de las ruedas con el suelo para evitar que
la salida del agua desplace la tanqueta hacia atras, en la posicién mostrada por la
figura.

e

F

L

Z

b) Siahora la fuerza de rozamiento con el suelo se calcula como F, = 0,27- N (siendo
N la normal), determinar el caudal minimo que si serfa capaz de desplazar la
tanqueta hacia atras.

c¢) Con el caudal del apartado (a), determinar el méximo momento de vuelco que
produce el chorro sobre la tanqueta en la posicién que muestra la figura.

I8

Datos: diametro del canén: 10 ¢m; masa de la tanqueta: 5 Tm. El canén se en-
cuentra situado en el centro geométrico del techo

_>
Sol: (a) 787,2 N. (b) 0,317 m3/s. (c) 2232 £k N- m
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Tema 4

Aplicaciones

4.1. Fuerzas provocadas por la presion hidrostatica

Recordemos que la estatica de fluidos analiza el estado de los fluidos en reposo, cuando no
se experimentan ni velocidades, ni aceleraciones, ni cantidad de movimiento en los mismos.
En concreto, la estatica nos sirve para conocer las presiones y fuerzas en el seno de los fluidos
en reposo.

En este apartado nos interesan las interacciones del fluido con su entorno y consigo mismo.
Los fluidos generan una accién sobre los sélidos que se encuentran en su entorno produciendo
fuerzas y pares que deben ser estables. El conocimiento de dichas fuerzas y momentos resulta
fundamental para el analisis de muchos elementos reales, como las compuertas o las presas
hidrostaticas.

Entre las posibles aplicaciones del calculo de esfuerzos sobre superficies, podemos mencio-
nar que es necesario para dimensionar una presa, o también que se debe obtener el esfuerzo
que soporta la pared de un canal para dimensionar su muro. Otra aplicacién seria determinar
el momento torsor o flector al que se ve sometido el eje de una valvula.

4.1.1. Fuerzas sobre superficies sumergidas planas

Supongamos que tenemos una superficie plana S sumergida en un fluido incompresible
(liquido). Toda la superficie expuesta al liquido experimenta una fuerza hidrostatica debida
a la presién del fluido en todos los puntos de la superficie.

Las fuerzas sobre cada punto de S son perpendiculares a S, actian en sentido contrario a
la normal exterior a la superficie y dependen de la presién en la zona en que se encuentre la
superficie, aumentando con la profundidad, como lo hace la presién. El objetivo es hallar la
resultante de las fuerzas debidas a la presion; dado que la direccién y el sentido estan claros,
solo nos falta determinar la magnitud de la fuerza y su punto de aplicacién, que se conoce
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como centro de presiones.

El médulo de la fuerza resultante F). se calcula mediante la integral de la presién en todo
el drea, puesto que actia en toda la superficie. Asi pues, tenemos

Fr:/SPdA. (4.1)

Usando la ecuacién de la estatica, la definicién de las coordenadas del centro de gravedad
de una superficie y algo de trigonometria elemental, llegamos a

Teorema 4.1: Fuerza resultante (método general)

La magnitud de la fuerza resultante sobre una superficie plana completamente sumer-
gida en un fluido homogéneo (de densidad constante) se puede calcular multiplicando
la presién Pg en el centro de gravedad de dicha superficie por el valor A de su érea:

F,=Pg-A=(Py+vhg)A,

donde P es la presién en la superficie libre del fluido, h¢g la distancia vertical del centro
de gravedad (centroide) a la superficie libre y 7 el peso especifico del fluido.

Para determinar la ubicacién vertical yp del centro de presiones, argumentamos igualando
el momento de la fuerza resultante al momento causado por la fuerza de presién distribuida
por toda la superficie, ambos respecto al eje x. De esta manera, llegamos a

Ix,G
yg + Py/sin6)’
donde yg es la coordenada y del centroide, 6 es el angulo de inclinacién de S respecto

a la superficie libre e I, ¢ es el momento de inercia respecto a un eje paralelo al eje
pasando por el centroide.

yP:yG+A(

Trabajaremos con superficies geométricas sencillas para las cuales los momentos de inercia
y la ubicacién del centroide sean conocidos. Ademads, si tenemos superficies simétricas respecto
al eje y, la ubicacién del centro de presiones estara sobre el eje y por debajo del centroide
(pues la presién aumenta con la profundidad). En caso contrario, se hallaria una férmula
similar para la coordenada xp.

4.1.2. Caso particular: superficies planas rectangulares

Recordando el significado de la integrales de superficie, podemos re-interpretar la férmula
(4.1) como sigue:
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El médulo de la fuerza resultante sobre una superficie plana sumergida S es igual al
volumen de un prisma imaginario de base S y altura dada por la presién P(x,y) en
cada punto (z,y) € S. Este prisma se conoce como prisma de presiones (PP). En
definitiva,

F,. = Vpp = volumen del prisma de presiones.

Ademss la linea de accién de F;. pasa por el centroide de dicho prisma.

Esta propiedad nos da un método alternativo para calcular la magnitud de la fuerza
resultante y la ubicacién del centro de presiones en casos en que la geometria sea especialmente
sencilla, como el caso de superficies planas rectangulares.

4.1.3. Fuerzas sobre superficies sumergidas curvas

En muchas aplicaciones practicas, las superficies sumergidas no son planas. En este caso,
la determinacién de la fuerza hidrostatica resultante es mas complicada, pues se necesita la
integracién de las fuerzas de presion que cambian de direccién a lo largo de la superficie curva.

La diferencia bésica con los apartados anteriores estriba en que ahora no se puede pres-
cindir del tratamiento vectorial al tener ahora que la orientacién de la fuerza va cambiando
de un punto a otro. En el caso general 3-dimensional, la fuerza resultante debe proyectarse
en las tres direcciones, descomponiendo la fuerza en sus tres componentes.

4.2. Flujo a presion y turbomaquinas

La mayor parte de este apartado se dedica al andlisis del flujo a presién en régimen
estacionario y, con el apoyo del programa EPAnet, se dan las directrices para estudiar el
comportamiento de estos sistemas cuando las condiciones de funcionamiento varian muy
lentamente. Esto se conoce como simulacién en periodo extendido.

4.2.1. Sistemas de flujo a presion

En este y el siguiente apartado vamos a estudiar las dos modalidades bésicas para el
transporte de agua, cuya diferencia no radica en la presencia de una fuente energética exterior.
En efecto, la fuerza de la gravedad es la que mueve el agua por los cauces naturales, por lo
que no hay que recurrir a fuentes energéticas externas, como son las bombas. Pero tampoco
las necesita el transporte de agua a presion si el fluido se desplaza desde una cota alta a otra
inferior.

Hay dos opciones bésicas para el transporte de agua:

61



= A presién: En el transporte de agua en conductos cerrados, la energia elastica que
el agua almacena en forma de presién le confiere una gran versatilidad al trazado. El
fluido, ademads de vencer el rozamiento que se opone a su movimiento, puede ganar cota
a costa de perder energia de presién, una circunstancia clave para flexibilizar el trazado
de una conduccién.

= En lamina libre: el agua esta en contacto con la atmésfera y, en consecuencia no puede
almacenar la energia elastica de presién, de tal manera que el trabajo que siempre hay
que realizar para vencer las fuerzas de rozamiento sdlo lo puede aportar la energia
potencial gravitatoria. Dicho de otro modo, el régimen en lamina libre exige que el
agua vaya siempre desde una cota superior a otra inferior. No hay alternativa posible.

Un flujo en lamina libre a la presiéon minima que se encuentra el caudal es la atmosférica.
Siempre hay una superficie a presién atmosférica.

Conviene diferenciar con claridad entre analizar, dimensionar y modelar sistemas hidrauli-
cos a presion.

Una de las dificultades de los modelos es que con el paso de los anos las caracteristicas
de las tuberias se han modificado Su rugosidad por incrustaciones ha aumentado, e incluso
el didametro ha podido disminuir considerablemente. Ademads, estando las tuberias enterradas
no se puede inspeccionar el estado real.

4.3. Ejercicios

4.3.1. Estatica de fluidos

@ Se desea elevar un coche de 1500 kg utilizando una elevadora hidraulica de plato grande
circular de 90 cm de radio y plato pequeno circular de 10 cm de radio. Calcula cuanta
fuerza hay que hacer en el émbolo pequeno para elevar el coche.

@ Cuando el fluido es un gas perfecto en reposo, obtener la ecuacién de variacién de la
presion en las siguientes circunstancias:

a) A temperatura constante.
b) Si la temperatura varia de manera constante con la altura.
A continuacién, suponiendo que en la atmdsfera prevalecen condiciones isotérmicas,

calcular la presion y la densidad a una elevacién de 2000 m si a nivel del mar la presién
es 105 Pa y la densidad 1.24 kg/m?.

Sol: 78,4 kPa y 0,972 kg/m3

@ Un oceandgrafo necesita diseniar un laboratorio marino de 5 m de altura que debe
soportar una inmersién hasta 100 m, medida desde el nivel del mar hasta la parte
superior del laboratorio. Encontrar la presién en la parte superior del laboratorio y la
variacion de presién en el lado.
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Nota: Suponer que existe presion atmosférica en la superficie y que la densidad del
agua salada es de 1027 kg/m?.

Sol: En la parte superior P =1-10° Pa'y P(z4, — h) = 10(h + 100) k Pa.

@ En un lugar del océano en donde la profundidad total es 450 m, los oceandgrafos miden
datos a hy = 100 m, hey = 300 m y h3 = 450 m. Los valores de densidad relativa para
el agua salada en cada una de las capas de densidad constante son 1,01,1,02y1,025
ton/m3, respectivamente. Encontrar las presiones en las superficies de contacto.

z=0
t 1
p1 = 1,01 ton/m?
hy = 100m
p> = 1,02 ton/m3 |
hy =300m
I
h; =450m
Fondo

Sol: P, = 990810 Pa, P, = 2992050 Pa y Ps = 45000337, 5 Pa.

@ Conocidos los pesos especificos de las sustancias involucradas, determina la diferencia
de presion entre las camaras A y B.

Cémara A P4 o

Acsite SAE 30

Céamara B Pz =

11m l
Tetracloruro de carbono

Mercurio

Pesos especificos en kN/m?: aceite 8,996, tetracloruro de carbono 15,97 y mercurio
132,8.

Sol: 37,28 kN /m?.

En un barémetro como el de la figura, obtener la presién atmosférica P,y en funcién
de la altura h de la columna de liquido.

63



A= Pva.por

ey Ll

3|

Pn‘\'m ’Pa.‘t m

z=°_\L| J’

@ Queremos medir la presién P, de un fluido en un globo o tanque. Para ello, le conectamos
un manémetro con un fluido de densidad p; y dejamos el otro extremo abierto a la
atmésfera (suponemos Py, conocida, la medimos con un barémetro si es necesario).
Supongamos que las medidas se hacen a nivel del mar a temperatura conocida, que los
fluidos empleados son incapaces de mezclarse y que p; > ps. Obtener una expresién
para P» en funcién del resto de datos del problema.

Pa.\‘rn
o i 1 g
e Inz
L B E iy

i

Se puede usar un barémetro para medir la altura de un edificio. Si las lecturas del
barémetro fueron de 730 y 755 mmHg, respectivamente, determina la altura del edificio.
Suponemos que el aire tiene densidad constante de 1.18 kg/m?.

Sol: 2877 m.

4.3.2. Aplicaciones de la ecuacion de Bernoulli

@ (Descarga libre de depésito atmosférico y presurizado) Un tanque presurizado
tiene un orificio diminuto en el fondo, por donde el liquido contenido en el tanque se
descarga hacia la atmosfera. Considera que sobre la superficie de dicho liquido la presién
del aire es P,t. Despreciando los efectos de la friccion, se pide:
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a) Calcular la velocidad de salida del liquido por el orificio.

b) Repetir el célculo anterior, pero ahora para un tanque abierto a la atmdsfera.

N IR R g LR

h h

o @

%,

@ (Chorro libre ascendente y descendente) En ambos casos, considerar que la tinica

fuerza externa que actia es la gravedad.

a) Tenemos un chorro de agua que cae del grifo. Calcular la velocidad del chorro tras
recorrer una distancia h vertical, en funcién de la velocidad de salida. Razonar por
qué el chorro se estrecha conforme desciende.

b) Tapamos parte de la boquilla de una manguera con un dedo y dejamos que salga
agua verticalmente hacia arriba. Calcula la altura méxima que alcanza el chorro
en funciéon de la anchura de la boquilla y la velocidad de salida del flujo. Razonar
por qué el chorro se ensancha a medida que asciende.

Vamos a estudiar varios dispositivos estandar que permiten medir la velocidad del flujo

de un fluido haciendo medidas directas de la altura (o diferencia de alturas) de uno (o
varios) liquidos involucrados en estos dispositivos.

a) (Tubo piezométrico y de Pitot) Se introducen un tubo piezométrico y un tubo
de Pitot en una tuberia horizontal por la que fluye agua. Para las alturas de las
columnas de agua indicadas en la figura, determinar la velocidad del flujo en el
centro de la tuberia.

b) (Tubo Prandtl) Consideramos un tubo de Pitot conectado a un mandmetro
como indica la figura. Halla la expresién que permite obtener de forma directa
la velocidad del flujo en funcién de la diferencia de niveles h cuya lectura da el
mandémetro y de la densidad de los dos liquidos involucrados.
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@ (Sifén) La figura inferior muestra un esquema del funcionamiento de un sifén utilizado
para extraer liquido de un tanque bajo la tinica accién de la gravedad. Las alturas zo y
z3 v las dreas Ay, Ao y A3 se suponen conocidas; ademés Ay = As. Tanto el tanque como
la manguera se suponen abiertos a la atmosfera. Determina la velocidad del liquido que
entra en el cubo y la presiéon en la manguera a la altura del punto 2 del esquema.

Qe
H
>
“—

W

W)

@ Se dispone de dos tanques grandes abiertos y que contienen el mismo liquido de densidad
p. Del primer tanque sale una tuberia horizontal, cuyo eje se sitia a una altura h; por
debajo del nivel de dicho tanque, como muestra la figura. Ademas, el tubo tiene un
estrechamiento en el cual su area se reduce a la mitad de la original y descarga a la
atmésfera el liquido que recibe del primer tanque.

A su vez, en la parte més estrecha se coloca un tubo de manera que su otro extremo
desemboca en el liquido del segundo tanque. En estas condiciones, determina la altura
ho que alcanza el fluido en este 1iltimo tubo en funcién de hq.
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4.3.3. Ejercicios de repaso

Determinar el caudal circulante por el dispositivo Venturi de la figura. La densidad

del aceite es 0,81 g/cm?®. Los didmetros de las secciones 1 y 2 son de 40 cm y 20 cm,
respectivamente.

(Examen noviembre 2019) Queremos medir el caudal de agua que pasa por el tubo
de Venturi vertical de la figura, donde suponemos que no hay pérdidas de carga. Para
ello, conectamos un manémetro con mercurio.
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a) Halla la velocidad del flujo en la parte ancha de la tuberia (A), sabiendo que su
diametro es el doble que en el estrechamiento. Expresa el resultado en funcién de
los datos de la figura y las densidades de los liquidos involucrados.

b) Sabiendo que el didmetro de la parte ancha D, = 300 mm y la altura H = 358
mm, determina y expresa en 1/s el caudal de agua que circula por la tuberfa. La
densidad del mercurio es p,, = 13600 kg/m?>.

@ (Parcial Noviembre 2018) La bifurcacién de una tuberia de gran longitud tiene los
didmetros y distribucién de caudales indicados en la figura. Si transportando agua la
presién en la seccién de entrada es de 10 Kp/cm?, calcular:

a) Fuerzas, debidas a la presién, que actuaran sobre las secciones de entrada y de
salida al volumen de control representado. Indicar estas fuerzas en forma vectorial.

b) Fuerza con la cual el anclaje deberia soportar dicha bifurcacién para evitar que se
desplace. Indicar estas fuerzas en forma vectorial.

¢) (Hacia dénde se desplazaria la unién de tuberias de la figura en caso de que no se
construyese el anclaje del apartado anterior?

D,=300mm / Q,=2001/s

D, =500 mm
! 452 p =450 mm
Q,=6001/s j Q,=4001/s
s R e e e R PN S P— -

—_—
P,=10Kp/cm?
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@ (Examen Enero 2019) Se esta disefiando la pistola de agua para el lavado de vehiculos
que muestra la figura. En la parte inferior del mango de la pistola se encuentra la seccién
de entrada, de 1 cm de didmetro, a la que llega un caudal constante de 19 1/min con
una presién en la seccién de entrada de 1,2 bar.

Si el didmetro D de la boquilla de salida de la pistola es de 0.8 cm, se pide calcular qué
fuerza deberd realizar el usuario de la pistola para mantenerla fija en la posicién que
muestra la figura. Nota: 1 bar = 10° Pa.

Volumen de contrel

Un fluido de densidad relativa 1,2 - 10? kg/m? sale impulsado desde una tuberfa de

seccién A; = 0,9 m? e impacta sobre una placa plana inclinada, como puede verse en
la figura.

Si el caudal del chorro a la salida de la tuberfa es de 7,2 m3/s, determinar:

a) El reparto de caudales tras el impacto.

b) La fuerza ejercida contra la placa.
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@ Aqui tenemos un dibujo esquemaético del tramo final de la tuberia de acero que forma
parte de una fuente. Tal y como se indica, el agua entra por la seccién A a presion (Py)
y sale a la atmosfera a en forma de chorro laminar por una ranura rectangular existente
en la parte superior del tubo, a lo largo de sus ultimos 80 cm de recorrido. El extremo
final de aguas debajo de la tuberia esta cerrado, de modo que todo el caudal sale por
la citada ranura, de longitud 80 cm y ancho 40,4 mm. El caudal es de 500 1/s. El eje
de la tuberia tiene un didmetro de 250 mm. Se considera que la pérdida de energia por
unidad de longitud es constante a lo largo de los ultimos 80 cm de tuberia y que en la
seccién final la velocidad de salida por la ranura es practicamente nula, como se indica
en la distribucion de velocidades del croquis. Se pide:

A Vo)
:
|
|

i ]?TT” c
//// ‘ - i

o/
d 4!

a) Velocidad de salida maxima.
b) Altura que alcanza el agua.

c¢) Expresion para la distribucién de velocidades.

@ La figura muestra el codo de una tuberia conectando 2 tramos rectilineos de secciones
conocidas. También se conoce la presion en la seccién B, el caudal de agua y el volumen
de la tuberia entre las dos secciones. Suponiendo despreciables las pérdidas en el codo,
calcular la fuerza ejercida sobre el codo.

ﬂ | ’ ’ 30°

La figura muestra una conexion T, por la que circula agua, con todos los datos dispo-
nibles.
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Suponemos que las 3 secciones se encuentran a la misma cota (z1 = zo = z3), que no se
puede despreciar ninguna velocidad, pero si se ignora cualquier peso y cualquier pérdida
de carga. Se pide:

a) Determinar los datos que faltan relativos a caudales, presiones y velocidades en
las tres secciones.

b) Determinar el valor de la reaccién que debe ejercer el anclaje de la T para que
esta se mantenga fija en su sitio.

Sol: (a) Q; = 0,3 m3/s, Q2 = 0,7 m®/s y Qs =1 m3/s. (b) R = (—2240,43,4239,56)
N.

@ Un hooligan decide protegerse de un canén de agua usando una silla de diseno. De esta

manera, logra desviar el chorro horizontal 75°. Si el hombre tiene una masa m=85 kg,
averiguar:

a) ;Cuél es la fuerza F necesaria para mantener la silla frente al chorro?

b) Valor del coeficiente de rozamiento p del seguidor con el suelo para que el chorro
no lo arrastre hacia atras.
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Sol: (a) F = (444,7,579,6) N. (b) pn = 0,314.

@ (Examen enero 2020) En una central hidroeléctrica fluye en condiciones estacionarias

un caudal @)1 por una tuberia vertical de diametro Dy que se trifurca en tres tuberias
exactamente iguales de didmetro D (como indica la figura).

Se ignora el peso de la tuberia y cualquier rozamiento o pérdida. El dibujo indica solo
una porcién de la conduccién, por tanto, ninguna de las 4 secciones marcadas esta
abierta a la atmosfera. La cota de 732 m se refiere a un depdsito abierto.

':?‘3?. m

L{guido en repasc

a) Determina las componentes de la fuerza necesaria F' para mantener fija la tuberia.

b) Si Q1 = 105 m?/s y los didmetros son D; = 4,8 m y D = 2,5 m, calcula las
velocidades de entrada y salida del flujo.
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¢) Calcula la presién de entrada y salida del flujo.

d) Calcula un valor numérico para las componentes de la fuerza F' obtenidas en (a).

Sol: (d) F = (0,25,26 - 10%) N.

4.4. Ejercicios de fuerzas provocadas por presién hidrostatica.

4.4.1. Superficies planas: método general

@ La compuerta circular de 4 m de didmetro que se muestra en la figura esta situada en
la pared inclinada de un gran depésito que contiene agua (peso especifico 9,8 kN/m?).
La compuerta estd montada sobre un eje a lo largo de su didmetro horizontal. Para una
profundidad de agua de 10 m arriba del eje, determinar:

a) La magnitud y la ubicacién de la fuerza resultante que ejerce el agua sobre la
compuerta

b) Momento ejercido por la fuerza resultante sobre G

10m ¥
/
/
Eje g
/
/\ /
/
A i A
4 m.
/ /A Centro de

presion

Sol: 1,23 MN y 11,63 m, (b) 1,07- 10° N m

@ Un depésito a presién contiene aceite (p=0,9 g/cm?®) y tiene remachada una placa
cuadrada de lado 0,6 m en la pared vertical. Cuando la presién manométrica sobre la
parte superior del depésito es de 50 kPa. ;Cudl es la magnitud y ubicacién de la fuerza
resultante sobre la placa remachada?
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Sol: 25,31 kN y 2,304 m

4.4.2. Superficies planas rectangulares: prisma de presiones

@ La compuerta de la figura (cuya anchura perpendicular al papel es de b = 1 m) puede
girar alrededor de eje situado en O.

a) A la derecha de la compuerta hay agua (cuyo nivel de ldmina libre esté enrasado
con la parte superior de la compuerta), y por encima del agua, la atmdsfera. A la
izquierda de la compuerta hay aire a presién absoluta 1 atm. Se pide calcular el
momento de giro que aparece sobre la compuerta.

b) Mismas condiciones que en a) pero anadiendo por encima del agua una capa de
aceite de densidad 800 kg/m? de espesor H. Se pide calcular el valor de H que
hace que la compuerta no gire.

¢) Mismas condiciones que en (b) pero estando el aire situado a la izquierda de la
compuerta a una presion absoluta de 1,2 atm. Se pide calcular el nuevo valor de
H que hace que la compuerta no gire.

aceite

CL%LLCL

Sol: (a) 327 000 N m, (b) 4,167 m, (c) 6,75 m
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@ La compuerta mostrada en la figura (cuya anchura perpendicular al papel es de b =1
m) es maciza, de masa homogénea y puede girar alrededor de O. Para la misma, se
pide:

a) Si no hay agua a la derecha de la compuerta y el nivel del agua a su izquierda
es de 1 m, tal como se indica, jcudl habria de ser la masa de la compuerta para
que se mantenga en equilibrio (sin ningin par de giro resultante) en la posicién
mostrada?

b) Si ahora (con la masa ya conocida) también hay agua a la derecha, con un nivel
igual a 1 m, jcuél es el valor y sentido (horario o antihorario) del momento de giro
resultante sobre la compuerta.

(o) (b)

O
1S
3

N

Sol: (a) 1000 kg, (b) 651, 9 N m (sentido horario)

@ En una balanza hidrostatica, con las dimensiones de la figura, la masa movil esta dis-
puesta de tal manera que la superficie lateral del cuadrante toroidal se encuentra sobre
un plano vertical que pasa por el eje de giro, cuando al poner a punto el equipo este se
encuentra sin agua y el platillo vacio en la posicion indicada.

En una experiencia en la que se ha introducido en el equipo una cierta cantidad de
agua, la cual alcanza el nivel H, la posicién vertical de la superficie lateral se consigue
de nuevo situando pesas en el platillo que suman en total una masa M.

a) Sien la experiencia se miden los valores H=200 mm y M =920 g, justificar si estas
mediciones son correctas o la experiencia se ha realizado de manera errénea.

b) Imagina que no sabemos cémo de pura es el agua utilizada, con las mediciones
anteriores calcula su densidad.
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Zpep= 173 m

L=275m
Tuberia:|f=0.016
D =150 mm

Zpozo =0 M

kygr = 250 mca/(m?/s)?

Sol: (a) mediciones correctas, (b) 1004,2 kg/m?.

@ (Examen mayo 2020) La compuerta de la figura pesa 150 kg por metro de profundidad
y tiene una profundidad de 2 m (en direccién normal al dibujo). Su centro de gravedad
estd situado a 45 cm de su cara izquierda y a 60 cm sobre la cara inferior, pudiendo
girar alrededor de O.

Determinar:

a) Altura de la superficie libre del agua (h) en que la compuerta alcanza justamente
la posicion vertical.

b) Altura de la superficie libre del agua por debajo del eje de giro O cuando la
compuerta inicia el giro antihorario desde su posicion horizontal.

Sol: (a) 0,06 m, (b) 0,97 m.

@ (Examen Enero 2019) Se La figura muestra el perfil de una compuerta rigida que
consta de un tramo horizontal (OA) y un tramo inclinado (AB). La anchura de la
misma, perpendicular al papel es de 1 m.
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a) Para la posicién que muestra la figura, se pide calcular cudl es el valor de las
fuerzas hidrostaticas del agua sobre cada tramo de la compuerta.

b) Calcular cudl es la masa que deberd tener cada tramo de la compuerta para que
ésta no gire, estando en la posicion que muestra la misma figura.

Nota: Tener en cuenta que el peso de cada tramo de la compuerta (OA y AB) es
proporcional a su longitud.

(atmdésfera)

O

v

Sol: (a) En OA 16991 N y en AB 7357,5 N. (b) En OA 1024,4 kg y en AB 887,16
kg.

Las descargas de aguas residuales depuradas desde el canal que las transporta hasta
el mar estdn controladas por una compuerta rectangular AB de 1,50 m de longitud, 2
m de anchura y 400 Kp de peso. Esta compuerta se encuentra articulada en su arista
superior A como indica la figura, y cuando estd cerrada, tiene una inclinacién de 60°
respecto de la horizontal. Si el nivel del agua del lado del mar se considera constante,
coincidente con el de la articulacién A, determinar:

a) Reaccién que aparecerd en el tope inferior B de la compuerta, sobre el cual se
apoya cuando estd cerrada, en caso de que el canal esté vacio.

b) Altura H que alcanzard el agua en el canal en el momento en que la compuerta
esté a punto de abrirse para descargar agua hacia el mar.
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Sol: (a) 1431,51 Kp, (b) 1,388 m.

@ Se tiene un dique que separa agua dulce (peso especifico 1000 Kp/m?) de agua salada
del mar (peso especifico 1025 Kp/m?), de 50 m de longitud, con las caracteristicas del
esquema de la figura. En este dique se ha dispuesto un orificio, de manera que en el lado
del agua dulce esta abierto, y en el lado del mar se cierra con una compuerta circular de
5 m de didmetro y 10 Tm de peso. La compuerta se ha montado en el plano inclinado
del dique, y se articula en su punto superior a la distancia de 8m de la coronacidn,
medida en la direccion de dicho plano. Esta compuerta puede abrirse hacia el lado del
mar por accién de la presion hidrostatica del agua dulce cuando el nivel de ésta alcance
un valor suficientemente alto. En estas condiciones, considerando que el nivel del agua
del mar es en todo momento de 20 m, y admitiendo que la evolucién de las presiones
bajo el dique por efecto de las filtraciones en el terreno es lineal, determinar:

a) Siendo el peso especifico del material del dique de 4500 Kp/m?®, comprobar si
existird o no tendencia al vuelco del mismo alrededor de la arista AB cuando el
nivel de agua dulce alcance su valor minimo de 7 m.

b) Altura que deberd alcanzar el agua dulce para que empiece a abrirse la compuerta,
hacia el lado del agua del mar, por efecto de las presiones hidrostaticas.

Compuerta circular Sm
Diametro 5 m

Agua salada

7m Agua dulce

4.4.3. Superficies curvas

Una barrera cilindrica mantiene el agua tal como se muestra en la siguiente figura.

El contacto entre el cilindro y la pared es suave. Considerando un cilindro de 1 m de
longitud, determinar las fuerzas verticales y horizontales sobre la barrera cilindrica.
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@ La compuerta de 2 m de anchura de la figura estd articulada en A, colgando de su
extremo inferior un peso P = 2 Tn. Calcular:

a) El dngulo « respecto a la horizontal que forma la resultante de presiones sobre la
compuerta, en funcién de la altura h de agua.

b) La altura para la cual la compuerta empezara a abrirse.
r

>0)

Ya=1Tn

P=2Tn

SIS S S S S

@ (Examen abril 2018) Suponiendo que la compuerta tiene 1 m de ancho, calcula:

a) Fuerzas verticales y horizontales sobre la compuerta de la figura
b) Momentos en el punto A de la compuerta de la figura.

¢) Dibuja las leyes de presién que actian sobre la compuerta.
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d) ;Qué masa debe tener la compuerta para no girar?

agua

p=1000kg/m? aceite

p=800kg/m?

@ (Parcial noviembre 2018) La figura adjunta muestra el esquema de una prensa

hidraulica rellena con un liquido, de densidad igual a 1500 kg/m?, y que en su parte
inferior derecha se cierra con un casquete semiesférico. Se pide calcular las componentes
horizontal y vertical de la fuerza que ejerce el liquido sobre dicho casquete.

§
&
4
L ]

Datos adicionales del problema:
D; =5.0cm,D, =15.0cm,D; =2.5cm
LLb=30m,L,=15m

Zp=10m,zg =14 m,zc =2.1m

@ (Examen abril 2019) Se va a proyectar la presa de un embalse con un nivel maximo
de agua de 11 m. Para la seccién de dicha presa se han propuesto diferentes disenos,
de entre los cuales se han seleccionado en una primera iteracién los dos que se indican
en la figura adjunta. Para decidir el diseno definitivo se tendrd en cuenta que la presa
no deberd tender a volcar alrededor del extremo E por acciéon de la presion del agua
en el lado del embalse, sin considerar para ello el peso de la propia presa. En estas
condiciones, y aplicando al caso de 1 m de ancho de presa, determinar:
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a) Momento, alrededor del extremo E, que ejercen las fuerzas de presién del agua
sobre la presa en caso del diseno 1. Indicar si este momento es de vuelco o estabi-
lizador.

b) Igual que el apartado anterior pero aplicado al caso del diseno 2.

¢) Justificar, a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores, cuél de
los dos disefnios podria ser el mas adecuado.

A |
— |
— 6n —
B
11m ; ' |
1 1
] 1
Embalse ; | 6n  Embalse
| Presa |
l |
C 6&m | 4m| 6m
Disefio 1

(Examen enero 2020) La figura adjunta muestra una pared vertical en contacto con

el agua de un gran acuario. En esa pared hay dos miradores a modo de burbuja de
cristal. El superior es media esfera sobre la pared vertical, mientras que el inferior es la
cuarta parte de una esfera, ya que esta entre la pared vertical y el fondo del acuario.

_Nivel del agua

vt 'y
e a=3m | (agua)
(o) -
R=2m
Mirador
SUPERIOR "™ ® ¢ t'
b=1m
Mirador )
INFERIOR ""*** % [ R=2m

™ Fondlo
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Se pide:
a) Para el mirador INFERIOR: Calcular médulo y sentido de la fuerza horizontal
total sobre el mirador.

b) Para el mirador INFERIOR: Calcular mddulo y sentido de la fuerza vertical sobre
el mirador.

¢) Para el mirador SUPERIOR: Calcular médulo y sentido de la fuerza horizontal
total sobre el mirador.

d) Para el mirador SUPERIOR: Calcular médulo y sentido de la fuerza vertical sobre
el mirador.

e) Para el mirador SUPERIOR: Calcular el momento total (médulo, direccién y sen-
tido) de las fuerzas hidrostéticas sobre el punto O.

4.5. Ejercicios de flujo a presiéon y turbomaquinas

4.5.1. Pérdidas de carga por friccion

@ (Flujo de Hagen-Poiseuille) Supongamos un flujo estacionario, laminar e incom-
presible que circula por una tuberia horizontal de seccién circular (en ausencia de gra-
vedad). Suponiendo simetria axial, la ecuacién de continuidad y de Navier-Stokes en
coordenadas cilindricas se expresan como sigue:

ou_ 10

ox + T@T(Tv) -

o du aU) _op [a% 1 a< au”

o(uy ) =~ +ulg + 12 (5]

Suponiendo que solo hay movimiento en la direccién x (v = w = 0), se pide:

a) Obtener u(r) el campo de velocidad del flujo.
b) Calcula la velocidad media U del flujo en una seccién de la tuberfa.

c¢) Calcula el cociente entre la pérdida de presién §P = P} — P, entre dos puntos en el

transcurso del flujo y la presiéon dinamica pUQ /2. Expresa el resultado en funcién
del ntimero de Reynolds.

@ Se dispone de una instalacion para transportar agua del depdsito 1 al depdsito 2, a las
cotas respectivas de 120 y 80 m, como se indica en la figura. Esta instalacién consta
de una tuberia ABC, de didmetro 350 mm, factor de friccién 0,018, y longitud de sus
respectivos tramos LAB=3150 m y LBC=2400 m. Estando esta instalacién en funcio-
namiento, se piensa construir un nuevo depédsito, depédsito 3, y conectarlo al punto B
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de la tuberia anterior por medio de la conduccién BD de diametro 250 mm, factor de
friccion 0,020, y longitud 1250 m.

Zy=437
v
D
lgg=1250m ¢ Dep-3

Dag =350 mm

Dgp=250mm ¢
f,, = 0018

fyp = 0°020

Detalle union
en nudo B

c Dep. 2

Para esta instalacién, y despreciando el efecto de las pérdidas menores, determinar:

a) Caudal circulante por la tuberia ABC antes de conectar el depdsito 3.

b) Cota a la que se deberd ubicar el depdsito 3 para que el caudal transportado hacia
elmismo, con la instalacién ampliada, sea de 50 1/s. Caudal que llegara al depdsito
2 enestas nuevas condiciones.

¢) Fuerza que deberd realizar el anclaje de la unién de tuberias en B, cuando la
instalacionesté ya ampliada y en funcionamiento.

@ Para el trasvase de agua entre dos depédsitos, cuyos niveles libres se encuentran respecti-
vamente a las cotas de 150 y 80 m, se va a instalar una tuberia de hormigén de rugosidad
absoluta 0,20 mm, tal como indica la figura. Por las caracteristicas del terreno sobre el
que discurre la tuberia, ésta se puede suponer que estard constituida por dos tramos,
el primero de ellos inclinado, de longitud 9000 m, y el segundo horizontal, de longitud
6000 m. Se supondrén despreciables las pérdidas menores de la instalacién.
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Zps=150m

L,z =92000 m
Reduccion de

b diametros

Z,=100m

Si se desea trasvasar entre los depésitos un caudal de 600 1/s, determinar:

a) Didmetro que deberia tener la tuberia para transportar el caudal deseado.

b) Al no ser comercial el didmetro calculado en el apartado a), desdoblar la tuberia
en los didmetros comerciales anterior y posterior al calculado. Determinar en este
caso la longitud de tuberia a instalar de cada uno de estos didmetros, suponiendo
que el factor de friccion para ambas tuberias es el calculado en el apartado anterior.

¢) Componentes de la fuerza necesaria para mantener en su posicién el anclaje de la
reduccion a instalar en el punto de unién de ambos didmetros (ver figura). Esta
reduccion de didmetros se encuentra a la cota de 100 m, con una inclinacién de
las tuberfas de 20° respecto de la horizontal.

Viscosidad cinematica del agua 1,1-1076 m?/s
Relacion de didmetros comerciales: 300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900 mm.
Sol: (a)

4.5.2. Pérdidas localizadas o menores

@ Dos depositos, cuyos niveles libres del agua se encuentran a las cotas respectivas de 50 y

25 m, estdn unidos entre si por medio de una tuberia de fundicién de 30 cm de didmetro

y rugosidad 0,1 mm, como indica la figura. Por las caracteristicas del terreno entre los

depdsitos, esta tuberia estd constituida por dos tramos, aproximadamente rectos, de

2500 y 1200 m de longitud cada uno de ellos, y unidos por un codo A la cota 30 m.

En el extremo inferior de la tuberia, y antes de la entrada al depédsito inferior, se ha

instalado una valvula de mariposa, de 200 mm de didmetro, para regular el caudal
circulante por la misma.

84



Si se suponen despreciables las pérdidas menores de la instalacién, excepto en la valvula,
determinar las pérdidas que se deberdan producir en la valvula, parcialmente abierta, si
se desea trasegar entre los depésitos un caudal de 75 1/s. Y el coeficiente de pérdidas
que deberd tener la valvula en este caso.

Supdngase un cambio brusco de didmetro de 200 mm a 400 mm siendo el caudal circu-
lante de 600 1/s. Calcular la pérdida localizada en ensanchamiento.

Si invertimos la direccién del flujo, jqué sucedera?

@ Un sistema de tuberias compuesto consta tres tuberias (todas con f = 0,015) conecta-
das en serie:

s Tuberia 1: longitud 1800 m y didmetro de 50 cm

s Tuberia 2: longitud 1200 m y didmetro de 40 cm

» Tuberia 3: longitud 600 m y didmetro de 30 cm

., Cual es la longitud equivalente de una tuberia de 40 cm del mismo material?

@ Se dispone de una instalaciéon para transportar agua del depdsito 1 al 2, a las cotas
respectivas de 100 y 75 m. Esta instalacion consta de una tuberia ABC de longitud
total 8000 m, didmetro 40 cm y rugosidad absoluta 0,05 mm, y en cuyo extremo final
a la entrada del depdsito 2 lleva incorporada una valvula de compuerta. Para esta
instalacion, determinar:
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~ Z,=70m

Lgp=3500m ~ ~
=005mm ~
€sp ~
-~

D Dep. 3

a) Coeficiente de pérdidas que deberia tener la valvula de compuerta, parcialmente
cerrada, para que el caudal transportado hacia el depésito 2 sea de 125 1/s.

b) Tiempo después de estar la instalacién en funcionamiento, se plantea la necesidad
de transportar agua desde el depdsito 1 al depdsito 3, a la cota 70 m, sin dejar
de alimentar al depdsito 2. Para ello se propone la solucién de instalar una nueva
tuberia, BD, conectada al punto medio B de la tuberia inicial. Determinar, en estas
nuevas condiciones, el caudal que se podria transportar al depésito 3 manteniendo
el caudal hacia el depdsito 2 en 125 1/s, pero abriendo completamente la valvula
de compuerta.

c¢) Didmetro que deberia tener la tuberia BD, de longitud 3500 m y rugosidad absoluta
0,05 mm, para que la instalacién funcione en las condiciones del apartado b).
Desdoblar diametros en caso necesario, siendo la relacién de didmetros comerciales:
150, 175, 200, 250, 300 y 400 mm.

Se supondran despreciables las pérdidas menores de la instalacion, excepto las que co-
rrespondan a la valvula de compuerta cuando esté parcialmente cerrada. Se despreciard
el término cinético en el interior de las tuberias. La viscosidad cinemadtica del agua es
de 1,02:107° m?/s.

(Examen Abril 2018) La siguiente figura muestra una instalacién que alimenta a
una poblacién (nudo B) y dos poligonos industriales (nudos C y D). Las demandas
méximas de estos nudos son las que se indican en la figura, y la presién minima que se
debe mantener en los tres puntos debe ser de 30 mca.
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o
D1
45 m
Tuberia 1 v
e Tuberia 2 B Qg=801/s
1400 m
Diametro Longitud Rugosidad Tuberia 3 e
(mm) (m) (mm) >lg
Tuberia 1 a7 1400 01 v V3 C Qc501/s
Tuberia 2 350 600 0,1 250 mgq
; m
Tuberia 3 250 1200 01 Tuberiad o
Tuberia 4 200 1200 0,1 va D Qo=401/s
Tuberia 0 400 1200 0,1 200 mm

V3 k,=2,15(coef. a valvula totalmente abierta)
V4 k,=1,25(coef. a valvula totalmente abierta)

Estando el nivel de agua en el depdsito D1 tal como se indica en la figura, y ambas
vélvulas (V3 y V4) totalmente abiertas. Determina el didmetro teérico minimo de la
tuberia

a) para garantizar la presién minima (30 mca) en todos los nudos de consumo.
b) Si fijamos un didmetro interior para la tuberia 1 de 400 mm, determina cudl debe

ser la k de la valvula V3 para no superar la presién de 40 mca en el nudo C.

Notas: Determinar todos los factores de friccion por la expresiéon de Swamee-Jain.
Despreciar los términos cinéticos.

4.5.3. Bombeo

@ En una balanza La figura adjunta muestra una instalacion para bombear agua desde un
pozo hasta un depdsito, ambos abiertos a la atmdésfera. Se desea que el caudal bombeado
sea constante e igual a 5000 m?/dfa.
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Zpep = 173 m

L=275m
Tuberia:|f=0.016
D =150 mm

Zpozo = Om

kvr = 250 mca/(m?/s)?

a) Calcular la altura de bombeo necesaria que deberd aportar la bomba instalada.

b) Si se dispone de las tres siguientes bombas en el almacén, justificar mediante los
calculos necesarios cudl o cudles de ellas seran adecuadas desde el punto de vista
hidraulico, es decir, seran capaces de aportar el caudal y la altura necesarios.

Bomba B1 Bomba B2 Bomba B3
Qenmis

hg = 149-38100Q2 | hg=253—18830Q? | hg=359- 50100 Q2 hg €n mca
x fie n tanto por uno
n=232Q-240Q2? | n=168Q-168Q2 | n=406Q—-486 Q2

¢) Justificar, mediante los célculos necesarios, cuél (de las seleccionadas en el apar-
tado anterior) serd la més adecuada desde el punto de vista energético. Y calcular
la potencia que consume.

(Examen Abril 2018) Una bomba centrifuga funcionando a 1400 r.p.m. dio en un
banco de pruebas los siguientes valores:

Q(/s) 100 150 200 250 300
H(m) 35 34 32 29 24
Pconsumida(kW) 49 64 74 82 85

Esa bomba se precisa para elevar agua de un depdsito a otro, cuya diferencia de cotas
es de 20 m mediante una tuberfa de fundicién (f =0.03) de 300 mm de didmetro y 150
m de longitud. Para la velocidad de la prueba, hallar el rendimiento de la bomba y el
caudal bombeado.
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@ La primera figura muestra una instalacién de bombeo para abastecer un depédsito alto
desde un pozo. Dicha instalacion consta de una bomba, una tuberia y una valvula de
retencién. Los niveles de agua de depdsito y pozo se mantienen constantes en el tiempo.
Se pide:

a) Calcular el caudal que circulard por la tuberfa cuando se ponga en marcha la
bomba.

b) Si se desea que el caudal circulante sea de 85 1/s, calcular la K (en mca/(m?/s)2)
de la valvula de regulacién que seria preciso instalar en la tuberia para hacerlo
posible.

¢) Calcular qué punto de funcionamiento serd mejor para la bomba desde el punto
de vista energético, si el del apartado a) o el del b).

165 m

L=275m
Tuberia: |f=0.016
D =150 mm

EHm kvr = 15 mca/(m3/s)?

hg = 120 — 5300 Q2 | @en m°/s
Bomba:

=23Q-151Q2 | "BenMmea
1 n tanto por uno

Ahora, desde el depdsito se desea alimentar una fuente ornamental. Alguien ha decidido
para ello llevar una pequena conduccién hasta la fuente, segin muestra la figura de
la izquierda. Se pide calcular la altura H del chorro vertical de la fuente. Despreciar
pérdidas menores.

165m

L=250m
Diwp=15cm
f=0,02
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@ Con los datos de la figura determinar:

a) El caudal circulante por la conduccién y la altura que da la bomba en las condi-
ciones de funcionamiento del problema.

b) Potencia (en kW) si el rendimiento de la misma es de 0,7. Si la bomba funciona
durante 10 horas al dia, calcular el consumo energético diario de la misma y el
coste del mismo (precio de la energfa: 0,09 EUR/kWh).

c) Sila P,/v es de 0,4 m, jexistirdn problemas de cavitacién? Si el didmetro de la
aspiracion se redujese a 50 mm y el caudal circulante no cambiase, ;mejoraria
el problema? Calcular el minimo didmetro que puede instalarse, para el mismo
caudal circulante.

" | 2

3 . pd

& — |

2

0 2 4 6 8 10
Qs)

f=0,02
L=500m
D=100mm

f=0,02

L=5m

D=100mm

Z=3

®

H,=43-40.000-Q2
Z=0 Q en m3/s

E Hb o

4.6. Ejercicios de flujo en lamina libre

@ Determina las dimensiones de la seccion maés eficiente para un canal rectangular.

Se desea construir un canal de seccién rectangular para transportar un caudal de agua
de 3000 m3/h con una pendiente uniforme del 2 por mil. El canal serd de hormigén,
con un coeficiente de Manning de 0,015.

a) Calcular el ancho de solera que deberd tener este canal para transportar dicho
caudal como seccién maés eficiente. Calcular también la velocidad de circulacion
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del agua por este canal.

b) Calcular las dimensiones de la seccién trapecial mas eficiente para transportar el
mismo caudal.

@ Se desea construir un canal de seccién trapecial para transportar agua entre dos depédsi-
tos con una pendiente de solera del 2 por mil, siendo el ancho de solera b =3 m y el
calado maximo del agua de 2 m. El canal sera de hormigén, con un coeficiente de
Manning de 0,016. Con estos datos se pide:

a) Calcular el caudal méximo que se podria transportar en régimen permanente con
este canal.

b) Calcular el ancho de solera de este canal si, para iguales valores méximos de calado
y caudal transportado, la forma de la seccion fuese rectangular.

¢) Indicar en cuél de los dos casos el volumen de excavacién serd menor, si el nivel
maximo del agua en el canal se sitiia 0,50 m por debajo de la rasante del terreno.

\ /
60°
3

b=3m J

@ Un colector de hormigén de seccién circular (cuyo coeficiente de Manning es 0,014),
tiene una pendiente de 0,0035. Se pide:

a) Calcular el didmetro necesario para que el colector sea capaz de evacuar un caudal
de 750 1/s con un calado relativo (y/D) de 0,856.

b) Para el colector proyectado en el apartado anterior, determinar la velocidad media
cuando por el mismo circule un caudal de 15 1/s.

¢) Indicar cuél deberia ser la pendiente del anterior colector para que fuera capaz de
transportar un caudal de 1200 1/s con un grado de llenado de 0,856.

@ Calcular la altura que debera tener una tuberia de seccién ovoide para transportar un
caudal de aguas residuales de 800 1/s con una pendiente del 10 por mil y un grado de
llenado recomendado del 80 %. Se adoptard un coeficiente de Manning de 0,016.

Calcular también la velocidad y el calado con que circulara el caudal de diseno con el
conducto comercial elegido.

Los valores de altura de ovoide comerciales son de 300, 400, 500, 600, 800, 1.000, 1.200,
1.400, 1.600 y 2.000 mm.
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@ Se desea construir un colector de aguas residuales para transportar en régimen de lamina
libre un caudal de 2 m®/s con una pendiente de solera del 2,5 por mil. Como solucién
de proyecto se plantea elegir un conducto circular de hormigén, con un coeficiente de
Manning de 0,015, y cuyo grado de llenado (y/D) sea del orden del 70 % cuando se
transporta dicho caudal maximo. Se pide:

a)

b)

Determinar el didmetro de conducto necesario para cumplir con las especificaciones
de diseno.

Elegir el didmetro del conducto a instalar a partir de la lista de diametros co-
merciales disponible (500, 750, 1.000, 1.250, 1.500, 1.750 y 2.000 mm). Para el
conducto elegido, calcular el calado y la velocidad cuando se transporte el caudal
maximo indicado.

Para este colector, determinar el minimo caudal que deberd transportar para que
sea autolimpiable (velocidad de circulacién 0,50 m/s). ;Cudl sera el calado en este
caso?

@ El rio Ebro, en un punto determinado de la provincia de Zaragoza, tiene una seccién
aproximada como la que se indica en la figura. En esta seccién podemos apreciar, por
una parte, el cauce de forma rectangular y, por otra, la llanura de inundacién que se
extiende a uno y otro lado del cauce. Esta zona del rio tiene una pendiente de solera
de 1.2 por mil y un coeficiente de Manning de 0.035, valor relativamente alto debido a
las irregularidades de su contorno.

Lisnurade inundacidn hiciidihs
lerda ANa uncacidn
mangen lzgu
a=25 a =259
a=&20m Cauce del rio

|  b=140m |

Segun los registros hidroldgicos, el caudal medio del rio en mayo de 2013 es de 357
m3/s, con un calado medio de 1.74 m. Para estos valores se pide:

a)

Determinar, aplicando la ecuacién de Manning, si estos valores medios se corres-
ponden entre si o puede haber algtiin error de mediciéon que haga que si uno de
ellos es correcto el otro sea claramente desproporcionado.Debido a las lluvias in-
tensas de los ultimos dias en la mitad norte de Espana, el caudal circulante por
este tramo de rio el miércoles 12 de junio de 2013 a las 7 de la manana es de 1377
m3/s. Ahora la pregunta es:

. Esta el rio a punto de desbordarse o atin le queda suficiente margen? La respuesta
se obtendra calculando el calado con el cual se transporta dicho caudal.
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Se pretende disenar un colector unitario (evacuacién de aguas pluviales junto con resi-
duales) con una pendiente del 4 por mil en hormigén (coeficiente de Manning 0,012). Se
decide disenar un colector visitable, con secciéon de media cana en el fondo para evacuar
las aguas residuales como se indica en la figura adjunta.

El caudal punta de aguas de lluvia es de 5.0001/s, y el caudal medio de aguas residuales
de 15 1/s.Para la seccién del colector, las especificaciones de diseno son:

s Altura a minima = 2 m

s Anchura b minima = D + 1’5 m, siendo D el didmetro, en m, de la seccién de
media cana

» El caudal punta de aguas pluviales debe proporcionar un calado y maximo de 0,8
-a

s Los diametros comerciales para la seccién de media cana son 300, 350, 400, 450,
500,600, 800, 1.000 y 1.200 mm

Con todo ello, se pregunta:

a) Didmetro comercial de la media cana, con el calado y la velocidad cuando se
transporta 4 veces elcaudal medio de aguas residuales.

b) Comprobar si la velocidad para el caudal medio de aguas residuales supera los 0,5
m/s que corresponde a la velocidad autolimpiable. Determinar el calado para este
caudal.

¢) Comprobar si las dimensiones minimas del colector visitable son suficientes para
evacuar el caudal de pluviales, cumpliendo las especificaciones de diseno impues-
tas.En el cédlculo se debera tener en cuenta la capacidad de transporte de la media
cana,pero se despreciard el caudal medio de aguas residuales frente a los 5.000 1/s
de pluviales.

d) Para el caso de aguas pluviales, determinar el tipo de flujo. Calcular qué caudal
de aguas pluviales daria lugar a un flujo critico.

b>=1'5+D (m)

________________________ T

Pluviales:

a>=2m
Ymax <=0'8-a

Y= Al

\Seccién de media cana
para aguasresiduales
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@ (Examen enero 2019) Una conduccién estéd formada por dos tramos con los siguientes
conductos con circulacién del agua en lamina libre:

= Primer conducto, de longitud 1450 m, canal rectangular de hormigén con ancho
de solera 4 m, altura de cajeros 2,50 m, y cota de solera en la seccién inicial 179,88
m.

= Segundo conducto, de longitud 2070 m, conducto circular de didmetro interior
2.95 m.Los conductos se han proyectado con la misma pendiente de solera, de
valor 0,315 por mil, siendo el coeficiente de Manning para todos ellos de 0,015.

Para estos conductos, y considerando un caudal méximo de célculo de 5,6 m3/s, deter-
minar:

a) Calado y velocidad del agua en los dos conductos en que se divide.

b) Si el primer conducto, rectangular, se pudiese sustituir por otra forma rectangular
o trapecial de secciéon mas eficiente, determinar las dimensiones de estas formas
para transportar el caudal méximo de célculo indicado.

¢) A tu entender, jcudl de las tres formas (la construida o las dos maés eficientes)
serfa la mas adecuada?

(Examen enero 2020) Se va a construir una conduccién para transportar agua entre
dos depdsitos cuyos niveles libres seencuentran respectivamente a las cotas de 100 y
30 m. Para ello se instalara una tuberia de fundicién cuyo factor de friccién se estima
en f = 0,015 tal como indica la figura. Por las caracteristicas del terreno sobre el
que discurre la tuberia, ésta se puede suponer que estara constituida por dos tramos,
el primero de ellos inclinado, de longitud 10 km, y el segundo horizontal, de longitud
4 km. Se supondran despreciables las pérdidas menores de la instalacién excepto las
de la valvula, cuyo coeficiente de pérdidas es de 12,08. Si se desea trasvasar entre los
depdsitos un caudal de 600 1/s, determinar:

a) Didmetro tedrico que deberia tener la tuberfa para transportar el caudal deseado.

b) Al no ser comercial el didmetro calculado en el apartado a), desdoblar la tuberia
en los diametros comerciales anterior y posterior al calculado. Determinar en este
caso la longitud de tuberia a instalar de cada uno de estos didmetros.

¢) Como alternativa a la solucién anterior se plantea la posibilidad de transportar el
caudal deseado, pero mediante un conducto en lamina libre de seccién rectangular
més eficiente. Calcular las dimensiones minimas de este conducto si discurre con
pendiente uniforme de 3,55 %o entre las soleras de ambos depdsitos. Para este
conducto el nimero de Manning se estima en 0,015. Considerando que se mantienen
las soleras mostradas en la figura, jcudl es la longitud del conducto?

Relacion de didmetros comerciales: 300, 350, 400, 450, 500, 600, 700, 800, 900 mm.
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Apéndice A

Problemas de todos los temas

@ Dado el campo de velocidades V = (li—i—t’ y), se pide:

a) Clasificar el tipo de flujo, justificando brevemente cada afirmacién.

b) Obtener la linea de corriente que pasa por el punto (1,1) en un instante ¢y. Dibuja
la linea obtenida para ty = 1.

c¢) Hallar la trayectoria de la particula que en ¢t = 10 pasa por el punto (1, 1).

d) Encuentra la traza en ¢ = 1 de las particulas que pasaron por el punto (1,1) en
un instante anterior.
En (c) y (d) expresa el resultado como y = f(x), o sea, determina de qué curva se trata
en el plano (z,y).

@ Tenemos dos fluidos de viscosidades p1 = 0,1 Pa- s y uo = 0,15 Pa- entre dos placas
horizontales de 1 m? cada una. El espesor de cada capa de fluido es h; = 0,5 mm y
he = 0,3 mm, respectivamente. El movimiento de la placa superior (a una velocidad
constante U = 1 m/s) genera un flujo con el perfil de velocidades que se muestra en la

figura.
F W
Pa h,
My hy

a) Justifica que el esfuerzo cortante es el mismo a cualquier altura (no cambia con la
profundidad).

b) Usa lo anterior para calcular la velocidad del flujo en la capa de contacto (flecha
roja).

¢) Determina qué fuerza hay que aplicar para mantener la placa superior en movi-
miento con velocidad constante de 1 m/s.
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@ La compuerta de la figura tiene una profundidad de L m en la direcciéon normal al papel
y un peso especifico de 7. N/m3. Adem4s est4 articulada en torno al eje que pasa por
O perpendicular al papel.

+4
& v
7 ?;
R
4 i
H 3R
e
] 4o
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(@] T e > <

Se pide determinar las expresiones que nos permiten calcular:

a) La fuerza F' que debemos aplicar en la parte superior izquierda de la compuerta
para mantenerla en la posicién de la figura.

b) Para la posicién de equilibrio calculada en el apartado anterior, la componente
horizontal R, y vertical R, de la reaccién en el anclaje O de la compuerta.

Una vez realizados los apartados anteriores (sin sustituir ningin dato numérico), obtén
los valores de F', Ry, y R, para la siguiente situacién concreta: R=3,L=e=2,v.=3
kN/m3, H = 9.

@ Dado el campo de velocidades V' = (ax(x2 +y?), —y(x? +y2)>, donde la densidad viene

dada por:
b

p2,y) =53 el

siendo a y b constantes.

a) Determina el valor de a para que se trate de un flujo estacionario.
b) Obtener la linea de corriente que pasa por el punto (1,1) en un instante ¢g.

¢) Hallar la trayectoria de la particula que en t = 10 pasa por el punto (1, 2) y la
traza en t = 1 de las particulas que pasaron por el punto (1,1) en un instante
anterior.

d) ;Es un flujo irrotacional?

e) Considera el flujo estacionario, incompresible y laminar de un fluido viscoso entre
dos placas horizontales paralelas (infinitas), separadas a distancia h. Considera
que la velocidad solo tiene la primera componente no nula.
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La placa superior permanece fija, mientras que la inferior se mueve a velocidad
constante U. Ademsds, la presién cambia solo en la direccién z, lo cual también

contribuye al movimiento. En esta situaciéon, se pide obtener el campo velocidad
del flujo.

@ Aceite de densidad p = 0,8 g/cm? fluye por el dispositivo de la figura:

—
_>Ia

T—
® v

a) Calcula la velocidad del flujo en la parte estrecha de la tuberia. Expresa el resultado
en funcién de los datos de la figura y las densidades de los liquidos involucrados.

b) Sabiendo que la densidad del mercurio es p,, = 13600 kg/m?, d =1, D =3y h =
4 (todo en dm), halla el caudal (en 1/s) que circula por la tuberia y la velocidad
en el punto 3.

Nota: los puntos 1 y 2 se consideran a la misma altura.

@ El chorro de agua que sale de una boquilla de didmetro 10 cm, a una velocidad de 12
m/s, incide sobre un alabe montado en una estructura de masa 150 kg como se indica en
la figura. Esta estructura se encuentra apoyada en el suelo, presentando un coeficiente
de rozamiento entre la estructura y el suelo de pn = 0,15. Las coordenadas en el plano
(z,y) de los puntos E (entrada del chorro al dlabe), S (salida del chorro del élabe), y
G (centro de gravedad de la estructura) son (en m): E = (—=3/2,1/2), S=(-1,1) y G
=(-1/2,1/2).
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Calcula:

a) Fuerza F a aplicar sobre la estructura para mantenerla en reposo cuando el chorro
incide sobre el alabe. Expresa el resultado como un vector.

b) Altura minima sobre el suelo a la que habria que aplicar la fuerza exterior para
que, evitando que la estructura se desplace, se evite también el vuelco de la misma
alrededor del punto O.

Para este apartado, recalcula F' ignorando el rozamiento.

@ Un chorro de agua sale a la atmésfera por una boquilla de 50 mm de didmetro y golpea
un alabe curvo, como muestra muestra la figura. Situamos un tubo de Pitot lleno de
mercurio de densidad p,, = 13600 kg/m? para medir la velocidad del chorro. Calcula
la componente horizontal la fuerza ejercida por el chorro sobre el dlabe (no sustituyas
los datos numéricos hasta el tltimo paso)
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Nota: El chorro siempre se considera con el mismo diametro y la presion, salvo en el
tubo de Pitot, es siempre atmosférica. Considera que la altura de la columna de agua
dentro del tubo coincide con h = 75 cm. [2,75 puntos]

La compuerta de la figura tiene un metro de profundidad en la direccién perpendicular
al papel y se compone de una compuerta plana de longitud 1 m y peso 3920 N, inclinada
45° con libertad de giro alrededor de la rétula A. Dicha compuerta se apoya a su vez
sobre una segunda circular de radio R = 0,75 m, articulada en su centro sobre un eje
D. Esta segunda compuerta pesa 4900 N y su centro de gravedad se denota por G.

Se pide:

a) Fuerza hidrostédtica sobre la compuerta plana y punto de aplicacion

b) Reaccién en B producida por dicha fuerza y el peso de la compuerta plana.

¢) Fuerza hidrostatica sobre la compuerta curva.

)
)
)
d) Reaccion (horizontal) en el tope D (no hace falta calcular los momentos en D).

Dibujar los prismas de presiones, asi como la direccién y sentido de las fuerzas resul-
tantes en cada caso.

@ La figura muestra el diseno de una estacién de bombeo que debe alimentar un tinel
circular por donde el agua fluye en lamina libre entre dos embalses.
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Zc=190'43 m _
el Z,=18957m X

lmPulmon L=2710m
B'izig;ﬂ}m D=2'05m
=l mm n=0015

Valvula de retencién  Vilvula de regulacion
K=0'075 m/(m’/s)*  K=0'055 m/(m?/s)?

Teniendo en cuenta los datos indicados en la figura, y para un caudal total impulsado
(caudal de diseno) de 4500 1/s, se pide:

a) Calcula el factor de friccién de la tuberfa de impulsion, sabiendo que estd hecha de
un material cuya rugosidad absoluta es 0,19584743 mm. (Viscosidad cinemédtica
del agua = 1.1 - 1076 m?/s)

Haz los calculos arrastrando todos los decimales y calcula f con 4 deci-
males.

b) Justifica qué tipo de bomba se deberia instalar en base a las siguientes curvas
caracteristicas que nos proporciona el fabricante.

Hy (m)

325

Tipo A
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200
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100
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50

25

0
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 7.0 7.5 Quowa(m¥/s)

¢) Admitiendo un rendimiento de la bomba del 85%, calcular la potencia para el
funcionamiento de la instalacién cuando se impulsa el caudal de diseno.

101



d)

Calado y velocidad de circulacion del caudal de disefio cuando circula por el tinel.

@ Montamos el dispositivo del dibujo para bombear aceite en una refineria, donde tenemos

una tuberia de seccion circular, cuyo area se reduce a la mitad después de la bomba.
Despreciando el peso de la tuberia y las pérdidas por friccién, pero sin olvidar pérdidas
producidas por estrechamiento, se pide:

a)

Calcula la altura que debe ser capaz de impulsar la bomba en funcién de la velo-
cidad en el punto 2, de la lectura del manémetro (d) y del cociente de densidades
Pac/ Pm.-

El gerente nos dice que el contador marca que la potencia consumida por la bomba
es de 1,2 kW y nos pide que la reemplacemos si, al impulsar 20 ¢/s de aceite, su
eficiencia es inferior al 80 %. Tomando las mediciones d = 4 dm, didmetro de la
tuberfa ancha = 2 dm, y sabiendo que p,c = 13600 kg/m? y p,,, = 880 kg/m?,
jtenemos que cambiar la bomba?

Con los datos anteriores y sabiendo que la tuberia tiene una inclinacién de 30°
respecto de la horizontal, si la presién antes y después de la bomba es la mis-
ma, calcula la componente vertical de la fuerza necesaria para mantener fijo el
dispositivo.

AT

>~
- |

@ a) Una compuerta semicircular puede girar alrededor de una bisagra montada sobre

su didmetro en la parte superior, pero se mantiene cerrada por la accién de una
fuerza Fy que actia a 0,6 m de dicha bisagra, como indica la figura. Calcular el
valor de Fy necesario para contrarrestar la fuerza hidrostatica del agua.
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b) Tenemos un liquido no viscoso, que fluye en régimen estacionario, 2-direccional y
2-dimensional, del cual solo conocemos la componente x del campo de velocidades:

u=212%—y

(i) ;Qué informacién podemos obtener de la componente y de la velocidad?
(ii) ;Puede tratarse de un flujo sin remolinos?
(iii) El gradiente de la presion en la direccién x, jes funcién solo de z, solo de y o
de ambas? ;Cambia la respuesta si se trata de un fluido viscoso? Razona las
respuestas apelando a las ecuaciones adecuadas.

[3 puntos]

@ Se trasvasa agua desde un embalse como se indica en la figura: en un primer tramo,
mediante una tuberia de seccién circular con flujo a presion, la cual conecta con un
depdsito desde donde, en un segundo tramo, el agua es conducida en lamina libre me-
diante un canal rectangular hasta el depédsito final. El caudal durante todo el recorrido
es de 10 m3/s v la viscosidad cinemética del agua = 1.1 - 1075 m?/s.

|||i-9

10oQead m
n=0,046 e




Se pide:

a)

Dimensiones que deberda tener el canal para transportar ese caudal con seccion
rectangular mas eficiente. También se pide (en estas condiciones) la cota del agua
en 2.

Si tiramos una moneda en medio del canal para pedir un deseo, jen qué sentido se
propagan las ondas (perturbaciones) que se producen en la superficie del fluido?
Jhacia 2 o hacia 37 Haz los calculos necesarios para justificar tu respuesta.

Queremos reemplazar el canal rectangular por uno circular del mismo material,
pero sin alterar la velocidad del flujo. Para ello, jcual debe ser el grado de llenado
del nuevo canal circular?

Didmetro de la tuberia para que circule el caudal de diseno a presion, cuando el
nivel del embalse (1) es de 688,64 m.
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