MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25 BORJA LOPEZ NAVARRO

TEMA 1: ARITMETICA: NOMBRES ENTERS | RACIONALS

En aquest primer tema del curs, explicarem les eines basiques del mdén de les
matematiques. Recordarem quins son els diferents conjunts de nombres que hi haila
manera com s’opera amb els nombres. Es el tema més dens del curs, perd també el més
basic; per tant, no hauria de ser molt complicat recordar tots aquells coneixements que
ja tenim, perd que fa temps que no hem utilitzat.

Aquest tema consta dels continguts segiients:

1. Conjunts de nombres: classificacid
2. Sistemes de numeracié. Nombres romans
3. Nombres enters:
1. Operacions combinades. Propietats
2. Poténcies. Arrel quadrada. Operacions amb poténcies
3. La divisid. Criteris. Multiples i divisors. Nombres primers i compostos.
MCM i MCD
4. Nombres racionals:
1. Fraccions: tipus, comparacid i operacions. Fraccié d’un nombre
2. Decimals: tipus, comparacid i operacions. Aproximacié de decimals
3. Poténcies de base 10. Percentatges. Canvi i relacio entre fraccio — decimal
— percentatge
5. Rad i proporciéd

Comencem!

1. Conjunts de nombres: classificacio

Els nombres es classifiquen de la manera seglient:
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* Naturals (N): 0, 1, 2, 3...

* Enters (Z): Naturals i negatius.

* Racionals (Q): Enters i decimals
exactes o diaris.

* lrracionals (R — @Q): decimals
infinits no peridodics
(2,9352846287666390...).

* Reals (R): tots.

0.51666...

2. Sistemes de numeracio

Un sistema de numeracié és un conjunt de simbols i normes que s’utilitzen per a
comptar i mesurar. N’hi ha molts de diferents: el decimal (que és el que més fem servir

i té base 10), el sexagesimal (amb base 60, s’usa per a mesurar el temps i els angles),

el binari (format només per uns i zeros, s’usa en informatica), el babilonic, I'egipci, el@
roma etc.

Ja coneixem el sistema decimal. Ara recordarem el roma i veurem el sexagesimal en Z
el bloc de mesura.

El sistema de numeracio roma

1 5 10 50 100 500 1000

| Vv X L C D M

Una lletra “més menuda”, col-locada a I'esquerra d’una altra de més gran, resta, i si
esta a la dreta, suma. Ens hem de fixar primer en les lletres “més grans”, d’esquerra a
dreta. Per exemple:

CMXCVI=1.000-100+100-10+5+1=996

MCMLXXXVI=1.000 + 1.000-100+50+30+5+1=1986

Una barra sobre una lletra o més significa que es multiplica per mil. Per exemple:

VMMDXXIIl = 5.000 + 1.000 + 1.000 + 500 + 20 + 3 = 7523

3. Nombres enters
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Els nombres naturals sén el conjunt format pels nombres que utilitzem per a comptar.
Es representen amb la lletra N.

Esadir N=1{0,1, 2, 3, 4, ..}

Els nombres enters son el conjunt format pels nombres naturals i els nombres
negatius. Es representen amb la lletra Z.

EsadinZ=1{., —4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4, ..}.

Operacions combinades amb nombres enters

+x+ = +
+X— =—
— X+ =—
—Xx- =+

L'ordre de prioritat per a fer operacions combinades és el seglient:

1. Paréntesis, claudators i claus, en aquest ordre.
2. Multiplicacions i divisions d’esquerra a dreta.
3. Sumes i restes d’esquerra a dreta.

Per exemple:
{-3x[4—-(-6)]+5+(=7)}:2
(-3x10+5—-7):2
(-30+5-7):2
(=25-7):2
—32:2
—16

Propietats de les operacions amb enters

* Commutativaia+b =b+a axXb =bXa

* Associativa:a+ (b+c)=(a+b)+c ax(bxc)=(axb)Xc
* Distributiva:a X (b+c¢)=axb+aXc

Potéencies i arrels

Una potencia és una expressio de la forma a™, en qué a i n sén nombres enters.

at=aXxaXaX..Xa
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[
n vegades

Una arrel quadrada és una expressio de la forma+/a, en qué a és un nombre natural.

Jva=beo b?=a

Operacions amb potencies

Recordem les principals propietats de les poténcies i de les seues operacions:

a® =1
al =a
amXan_am'l‘n
m n am m-—-n
a™a*=—=a
an

Multiples i divisors
Recordem que la divisio té quatre elements basics:

p |d

Lo

On D és el dividend, d el divisor, g el quocient i r el residu. Diem que la divisio és

exacta si el residu és igual a 0. La prova de la divisié ésque D =d X q + 7.
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Es diu que el nombre a és divisor de b o que el nombre b és multiple de a, o que el

nombre b és divisible entre a si la divisid de b entre a és exacta.

Clarament, tots els nombres de la taula de multiplicar d’'un nombre determinat sén

multiples d’aquest nombre. Per exemple, 14, 28, 35, 42, 56... sén tots multiples de 7.

Per tant, és el mateix que dir que 7 és divisor de tots aquests nombres o que tots ells

son divisibles entre 7.

Criteris de divisibilitat

Un nombre és divisible entre 2 si és parell.

Un nombre és divisible entre 3 si la suma de les xifres ho és.

Un nombre és divisible entre 4 si les dues ultimes xifres ho son.

Un nombre és divisible entre 5 si acaba en 0 0 en 5.

Un nombre és divisible entre 6 si ho és entre 2 i entre 3.

Un nombre és divisible entre 7 si la resta del nombre sense les unitats menys el
doble de les unitats ho és.

Un nombre és divisible entre 9 si la suma de les xifres ho és.

Un nombre és divisible entre 10 si acaba en 0.

Un nombre és divisible entre 11 si ho és la resta de la suma de les xifres que
ocupen un lloc parell menys la de les que ocupen un lloc imparell.

Un nombre és divisible entre 13 si la resta del nombre sense les unitats menys
nou vegades el de les unitats ho és.

Un nombre és divisible entre 100 si acaba en 00.

Cap nombre no és divisible entre 0.

El O és divisible entre tots els nombres excepte ell mateix; és a dir, és multiple de
tots els nombres excepte d’ell mateix i tots els nombres excepte el 0 son divisors

de 0.

El procés per a dividir nombres enters
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Recordem aci I'algoritme per a dividir nombres enters, amb una atencio especial als

casos més problematics:

3947 | 281 3947 | 281 w7 |2 470 | 281 41 | 28
1137 14 281 14 007 203 1890  0,167.. 190 1.677..
013 1137 1 2040 22
PR /
— 1124 0730 2%
013 4ty
/ “an
\ Y I N Y J \ Y J \ Y J
Divisié “sense complicacions” Quan el nou Quan el Quan vols
dividend és  djvidend inicial  intentar que el
menor que el & menor que residu siga zero i
divisor el divisor que siga més
Nombres primers i compostos exacta

Un nombre compost és el que té més de dos divisors.
Llista de nombres compostos: 0, 4, 6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25,
26, 27, 28, 30...

Un nombre primer és el que té exactament dos divisors: el 1 i ell mateix.
Llista de nombres primers: 2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47...

El nombre 1 no és ni primer ni compost.
Minim comu multiple (MCM) i maxim comu divisor (MCD)

El minim comu multiple de dos nombres o més és el menor dels multiples que tenen
en comu aquests nombres.

El maxim comu divisor de dos nombres és el major dels divisors que tenen en comu
aquests nombres.

Calcul del MCM i del MCD

Per a calcular el MCM de diversos nombres, descomponem aquests nombres en
factors primers i, després, traiem el producte de tots els factors elevats al major
exponent amb qué apareguen.

Per a calcular el MCD de diversos nombres, descomponem aquests nombres en
factors primers i, després, traiem el producte dels factors comuns elevats al menor
exponent amb que apareguen.
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Exemple: calcul del MCM (20,36,42) i del MCD (20,36,42)

202 36|2 422
10|12 18|2 21! 3
5|5 9(3 7 17

1 313 1

1
2
20 =27 X5 36 =2x3x%X7
36 = 22 x 32

MCM(20, 36, 42) =22 x32x 7 x5 =1.260
MCD(20, 36, 42) =2

4. Nombres racionals

Els nombres racionals sén el conjunt format pels nombres enters i els decimals
exactes i periodics. Son tots aquells nombres que es poden representar com una
fraccié. Es representen amb la lletra Q. D’aquesta manera,

6 . 2
Q= {...,—5, —0'26,-2'3, -1, 0, V16, 3'64, 1.500 }

026 — 26 13 23 210 |7 - 1
100 50’ " 90 |37 1

0 4

0=—; Vi6=4=-—

1 1

Fraccions

. , . a
Les fraccions sén la forma de representar els nombres racionals amb la forma ona

i b s6n nombres enters, i b és diferent de 0. Qualsevol nombre racional es pot
representar com una fraccid. El nombre a es diu numerador, i el
nombre b, denominador. Les fraccions es poden considerar com a repartiments, com
a raons o com a simples divisions. No sén un tipus de nombre, siné una manera de
representar els nombres racionals. La fraccid que representa un nombre racional
determinat s"anomena fraccié generatriu d’aquest nombre.

Tipus de fraccions

Les fraccions poden ser de dos tipus:

* Propies: si el numerador és menor que el denominador. Per exemple:
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Uil

(s} BN
l

* Impropies: si el numerador és més gran que el denominador. Qualsevol fraccio
impropia es pot expressar com un nombre enter més una fraccié propia. Per

exemple:

11 8+3 8+3 14

—_—a— T — -_—= —_——>
8 8 8

Comparacio de fraccions

Tenim tres casos possibles:

* Silesfraccions tenen el mateix denominador, és més gran la que té el numerador
major.

* Silesfraccions tenen el mateix numerador, és més gran la que té el denominador
menor.

* En qualsevol altre cas, primer cal reduir la fraccié a comu denominador:

9 9x
i — N
2

N w
N
N o
ST INN
V
ul|
N O
-~
[osNERN|
l

N

w

o
N O
Vv
(o] IRN|

Fraccions equivalents i fraccio irreductible

Dues fraccions son equivalents si representen el mateix valor numeéric. Les fraccions
equivalents s’obtenen multiplicant o dividint el numerador i el denominador pel
mateix nombre enter. La fraccio irreductible d’una altra fraccié és una altra fraccio
equivalent, perd el numeradori el denominador de la qual no tenen divisors en comu.
S’obté dividint el numerador i el denominador entre el MCD.
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40 40:8 5 10 15

24 24:8

wi
(o))
=
N

Suma i resta de fraccions

Per a sumar o restar fraccions, primer cal reduir a comu denominador i, després,
sumar els numeradors o restar-los. EI denominador comu és el MCM dels
denominadors:

3+5_(56:7)><3+(56:8)><5_24+35_59
7 8 56 56 56
4 7 (12:6)x4—-(12:12)x7 8-7 1
6 12 12 12 12

Multiplicacié de fraccions

Per a multiplicar fraccions, cal multiplicar els numeradors amb els numeradors i els
denominadors amb els denominadors:

7 4x7 28 7

12 6x12 72 18

4

- X

6
Divisio de fraccions

Per a dividir fraccions, cal multiplicar els numeradors amb els denominadors i els
denominadors amb els numeradors (productes creuats):

4 7 4x12 48 8
6 12 6x7 42 7

Operacions entre fraccions i nombres enters

Per a operar amb una fraccié amb un nombre enter, hem d’expressar aquest nombre
com una fraccié amb denominador igual a 1:

3+6_3+6_(7:7)><3+(7:1)><6_3+42_45
7 701 7 77
47_4 _4x1 4 2
6 6 1 6x7 42 21

Fracciéo d’un nombre
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Trobar la fraccié d’un nombre consisteix a calcular el nombre que resulta en dividir-lo
entre el denominador i multiplicar-lo pel numerador:

2
§de48=48:3><2=16><2=32

> de2d=24:7x5 = Fy 5 120
- =24:7X5=—Xx5=—
7 € 7 7

1 . . 1,
Recordem que calcular 5 d’un nombre és trobar-ne la meitat, calcular 36 trobar-ne

. 1,
la tercera part i caIcuIarZ és trobar-ne la quarta part, etc.

Nombres mixtos

Els nombres mixtos son una forma de representar les fraccions impropies com ara el
nombre enter i la fraccid propia en que es poden descompondre. Per exemple:

5 9
- —  Nombre mixt

l
I
Il
)
Ul

Nombres decimals

Els nombre decimals sén aquells nombres reals que tenen una part decimal diferent
de zero.

Ordres de magnitud d’un nombre decimal:

4.0927.308.4770.829,02367831

Unitat de bilié | | .
Centena de miler de milié | | Blllonfasn‘na
Desena de miler de milid Milmilionésima
Unitat de miler de milid Milionesima

Centena de milid Centmil-léesima
Desena de milis Deumil-lesima
Unitat de milid Mil-lesima
Centena de miler Centesima
Desena de miler Desena
Unitat de miler
Centena

Desena

Unitat

Part entera Part decimal

Tipus de nombres decimals

Els nombres decimals es classifiquen en:
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* Exactes: tenen un nombre finit de xifres decimals: 0,28; -2,005;
123,832827294721; -489,00003.

¢ Infinits: tenen un nombre infinit de xifres decimals. Poden ser:

* Periodics: acaben en un grup de xifres decimals (anomenades periode)
gue es repeteixen infinitament. Poden ser:

* Purs: tota la part decimal (periode) es repeteix: 1,6666...;
-0,2323232323..,; 23,41; -573,46282.

* Mixtos: algunes xifres de la part decimal es repeteixen (periode) i
unes altres no (anteperiode):
12,94444444...;-5,11256256256256...; 0,01235; -9928,161687.

* No periodics: les xifres decimals no segueixen cap patré de repeticio:
91,87236492629436...; -1,123456789101112...; 23,01001000100001...;

el nombre e, el nombre pi, V5, V21, —V/122.

Els nombres irracionals son els decimals infinits no periodics. S6n aquells que no es
poden expressar com una fraccid i, per tant, no sén racionals. Es representen per R —
Q, ja que sén aquells nombres reals que no sén racionals.

Suma i resta de nombres decimals

Per a sumar nombres decimals i restar-los, cal operar amb els mateixos ordres de
magnitud (desenes amb desenes, centésimes amb centésimes etc.) i col-locar la coma
al seu lloc.

24.563
Per exemple: 24.563 + 18,9471 + 18,9471

24.581,9471

Multiplicacié de nombres decimals

Per a multiplicar nombres decimals, es multiplica tot amb tot; i per a posar la coma,
se segueix el criteri seglient: la part decimal del resultat ha de tenir tantes xifres

decimals com les dels dos factors junts.
0,354

x 1,9
3186
+
354
0,6726

Per exemple: 0,354 x 1,9




MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25 BORJA LOPEZ NAVARRO

El procés per a dividir nombres decimals

Recordem ara també I'algoritme per a fer divisions amb nombres decimals, tenint en
compte diferents casos i les dificultats que poden presentar:

3947 | 281 3947 | 281 0407 |2 W | 281 %00 | 281
1137 1.404. 281 1404. 007 02035 1890 16,725..
01300 1137 10 204
1124 0 73
176 -
01300 168
— A la part decimal, es pot posar un zero al nou
1124 dividend sense necessitat de posar-lo al quocient. 275
176 Per baixar la segona xifra seguent si que cal posar

el zero al quocient.

Comparar nombres decimals

Recordem que, a I’hora de comparar nombres decimals, és més gran el que tinga
xifres més altes en els ordres de magnitud més alts:

0,967 <4,3<65,823601273 < 100
Aproximar nombres decimals

En matematiques, aproximar un nombre és donar-ne un altre de molt semblant pero
menys precis, amb "objectiu de simplificar I'escriptura i les operacions posteriors.
Sempre s’aproxima a un ordre de magnitud donat (a les décimes, a les unitats, a les
centenes, etc.), i seliminen les xifres que tenen un ordre de magnitud inferior a
I'ordre donat.

Es pot aproximar per excés, si quan aproximem augmentem en un la xifra
corresponent a I'ordre de magnitud al qual aproximem, o per defecte o truncament,
si deixem la xifra com esta.

A més, la tecnica més freqlient d’aproximacié és I'arredoniment; és a dir, s’aproxima
per excés si la xifra seglient a I'ordre de magnitud és igual a 5 o més gran, o per
defecte, en cas contrari.

Per exemple:
* Si aproximem el nombre 237,865 a les centésimes, tenim dues possibilitats:

237,86 (per defecte) o 237,87 (per excés). Pero si I’'arredonim a les centésimes,
en queda 237,87.
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* Si aproximem el nombre 237,865 a les centenes, tenim dues possibilitats: 200
(per defecte) 0 300 (per excés). Pero si I'arredonim a les centenes, en queda 200.

Potéencies de base 10

Una poteéncia de base 10 és una expressio de la forma 10™, en qué n és un nombre
enter.

El sistema de numeracié que fem servir s"anomena decimal perquée podem expressar
qualsevol nombre enter com la suma de potencies de base 10. Per exemple:

248.913 = 200.000 + 40.000 + 8.000 + 900 + 10 + 3
=2x100.000 +4 x 10.000+8x1.000+9x100+1x10+3 x 1
=2x10°+4x10*+8x103+9x10%2+1x 10+ 3 x 10°

Perd també serveix per als racionals:
621,123 =600 +20 +1 +0,1 + 0,02 + 0,003
=6x100+2x10+1x1+1x0,1+2x%x0,01+3x0,001
=6x10+2x10"+1x10°+1x107' +2x 1072 +3x 1073

Multiplicar o dividir per poténcies de base 10

Per a multiplicar un nombre racional per una potéencia de base 10, només cal moure
la coma del nombre tantes posicions a la dreta com siga I’exponent de la poténcia.

Per a dividir un nombre racional per una poténcia de base 10, només cal moure la
coma del nombre tantes posicions a I'esquerra com siga I'exponent de la poténcia.

4 x1.000 =4 x 10 = 4.000 26:100 = 26:10%2 = 0,26
4,75:10.000 = 4,75 :10> = 0,0000475
Percentatges. Tant per cent d’una quantitat

Un percentatge és una manera de representar un nombre racional com una fraccié
amb denominador igual a 100. Per exemple:
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4,75 0,113
2,6; 4,75% = o0 — 0,0475; 0,113 % =————=0,00113

2
26 % =
6% 100

100

Per tant, per a calcular el tant per cent d’'una quantitat, només s’ha de calcular la
fraccié corresponent d’aquesta quantitat. Per exemple:

26 13
26% de76 =——de76 =— de 76 =76:50 x 13

100 50
EIEEE N

-2,66 _%=% —%=—266%
0,034 % = % 13(’)% =34%
314,06 31(';;92 = 1053364 % = 3.1406,06 %
1,341 % 113:(’)1 =134,1 %

50 STO % = 5.000 %
e _¥ 311'380 — 31.200 %

76 38 494
=g X 13 = x13=—=1976

1 . ,
Recordem que > representa la meitat d’'un nombre. Per tant, com que el 50 % =

50 1 , . . ,
03" el 50 % també representa la meitat. De la mateixa manera, el 25% n’és la

quarta part, el 20% la cinquena part o el 10% la desena part, per exemple.

Relacid entre decimal, fraccio i percentatge

Aci presentem una graella practica, on es poden comparar les diferents
representacions dels nombres racionals que hem vist:

Pas de decimal a fraccio
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D’altra banda, en la taula seglient es recorda el procés que s’ha de seguir per tal
d’obtindre la fraccié generatriu d’'un nombre decimal. No hem d’oblidar que el procés
canvia segons quin tipus de nombre decimal siga:

Tipus de

: Al numerador Al denominador
decimal

Totes les xifres Un 1itants O com xifres 266 133
Exacte . . —2,66=——=———
sense la coma. tinga la part decimal. 100 50
31406 — 314
314,06 = 99
Totes les xifi
Periodic otesles xitres Tants 9 com xifres tinga el 31092
menys la part , =
pur periode. 99
entera. 10364
- 733
S Totes les xifres ~ Tants 9 com xifres tinga el 1,341 = LR SRR
e menys les xifres periode i tants 0 com 9001207
sense el periode.  xifres tinga I'anteperiode. = 2900

Resum: classificacié general de nombres

. _ Naturals
Racionals: es poden
expressar coma ) Enters N
decimal, fraccio o 7
percentatge
Reals — Q Negatius
R

Decimals exactes |
periodics

Irracionals: decimals infinits no periodics (nomeés es poden
expressar com a decimal | de vegades com a arrel).

—
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5. Raod i proporcio

Raé

Una rad és una relacid numeérica que hi ha entre dos valors d’una magnitud. Per
exemple:

* Sidiem que dos de cada cinc alumnes aproven matematiques, és el mateix que
dir que larad d’alumnes que aproven amb la dels alumnes totals és de dos a cinc.

* Si diem que hi ha dos alumnes que aproven matematiques per cada tres que
suspenen, és el mateix que dir que la rad d’alumnes que aproven amb la dels que
suspenen és de dos a tres.

Les raons se solen expressar també en forma de fraccions. Per exemple:

. 2
* Dos cinquens, S dels alumnes aproven.

, . , 2
* Larad entre els que aproven i els que suspenen és de dos tercos, 3

No obstant aixo, hi ha vegades en qué no podem expressar les raons amb fraccions.
Per exemple:

* La rad entre el perimetre d’una circumferencia i el diametre és igual a pi, que
sabem que és irracional i, per tant, no es pot expressar amb una fraccio.

Proporcid

Una proporcié és una igualtat entre dues raons de dues magnituds diferents. Per
exemple:

* Larad entre el que costen 2 kg de maduixes (4 €) i el que costa 1 kg de maduixes
(2€)ésdeda?. Esadir,%.

* Larad entre 2 kg de maduixes i 1 kg de maduixes és de 2 a 1. Es a dir, % .

. 4.2 . . L
Pero com que - i~ son equivalents, sabem que representen el mateix valor numeéric i,

per tant, la mateixa rad. Aleshores, direm que el pes de les taronges i el preu estan en
proporcio o que sén directament proporcionals.

* Direm que dues magnituds sén directament proporcionals si les raons entre els
diferents valors ordenats coincideixen. Es a dir, si
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valor 1 magnitud 1 _ valor 1 magnitud 2
valor 2 magnitud 1 valor 2 magnitud 2

Direm que dues magnituds sén inversament proporcionals si les raons entre els
diferents valors ordenats coincideixen quan se n’inverteix una. Es a dir, si

valor 1 magnitud 1 _ valor 2 magnitud 2
valor 2 magnitud 1 valor 1 magnitud 2

Per exemple:
* 3 parets necessiten 9 | de pintura i 4 parets necessiten 12 | de pintura:

3parets 91 3 Directament

4parets 121 ~ 1 proporcionals

* 4 pintors tarden 2 hores a pintar-les i 8 pintors tarden 1 hora:

4 pintors 1hora 1 Inversament
: = = —> .
8 pintors 2 hores 2 proporcionals

Aquesta igualtat també es compleix per a les magnituds directament proporcionals:

valor 1 magnitud 1 _ valor 2 magnitud 1
valor 1 magnitud 2 valor 2 magnitud 2

| per a les magnituds inversament proporcionals:

valor 1 magnitud 1 _ valor 2 magnitud 2
valor 1 magnitud 2 valor 2 magnitud 1

En els exemples anteriors:

3 parets 4parets 1 Directament
= == —> .
9] 121 3 proporcionals
4 pintors _ 8 pintors _ Inversament
1 hora 2 hores proporcionals
La “fantabulosa” regla de tres
Per a magnituds directament proporcionals: Per a magnituds inversament proporcionals:

ViM1 » VIM2 ViMl

ViM2

v

vV2Mm1 > V2M2 V2M1

V2M?2

v

71 N1 71 MO 1M1 2O MDD
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Els perills de la “fantabulosa” regla de tres

* Sabem que cinc aspirants de Masterchef tarden dues hores a cuinar el pollastre
al forn de Pepe Rodriguez. Quant tardaran a cuinar-lo deu aspirants?

* Al quart curs de primaria de I’Escola Primaria de Springfield, on estudia Lisa, hi
ha un total de 75 alumnes. Quants n’hi ha al curs de Bart, que és sise?

* L’entrada al cinema per a veure La societat de la neu i el pot de roses de dacsa
em costen 15 € en total. Quant em costaran amb dos pots de roses de dacsa?

* A Lefties hi ha una dessuadora amb un 30% de descompte que costa 21 €. Pero
la setmana passada estava al 10% de descompte. Quant costava?

* En el mén magic de Harry Potter, la malediccié geminio fa que tot el que toques
es multiplique infinitament. Si al principi només hi ha una copa, Ron latocaitarda
2 segons a multiplicar-se. Quantes copes hi haura d’aci a 1 minut?

* En 100 dies des que es va propagar la COVID ja hi havia 5 milions d’infectats.
Quants n’hi havia als 300 dies?

“Oooh! Mira’'m! Faig la gent felic. Que bé, soc una regla magica, del pais
felic, de la casa de la llepolia, del carrer de la piruletaaaaa.

Ah, per cert. pretenia ser sarcastica.”

Signat, La Regla de Tres
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EXERCICIS | PROBLEMES DE D’ARITMETICA

Nota: Tots els exercicis entren per a I’'examen

1. Indica tots els conjunts als quals pertanyen els nombres seglients:

a) 3 g) V5
b) 1,4 h) ¥/8
) —1,34545454545 .. ) V7B
d) 1,427422742227422227 .. ) n

e k) e

f -2 ) V=2

3

2. Escriu en notacié decimal o romana segons corresponga:

a) XLIX e) 38
b) CDXXXIX f) 764
¢) VIIICDLXIII g) 2869
d) DCCXXVIIICMLI h) 68476

2.
3. Resol les operacions combinades seglients:

a) 1+5-[4-7+5-(15-4-5)]-3-(7-4)

b) 4-2-(5-8)+2-[5-(2-7+3)-7]

c) 3-2-[4-2-(5-7)]+3-(1-2-5)}

d) 12:(-3)-4+3-[5-3-2-2-(4+12-5-25)]

e) 1+2-[(3+4)=5-(6-7)-2]-{1-[2-(3-4)+5-6]}
f) 7-(5-4)+2-{8+6-[12-4-5+2-(10-3-3)]}

g) 3-(12-4-8)+4-[5:1-443-(2-1)]

h) 11-7-[9-2-(5-3)]+2-{1+3-[8=2-(3- 1)}
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i) {11+[-(4-(B+2-(1-3))I}
i)-2-{[(-3-1)-(-2)] : (-2 + 1)}
k) [-3-4-(-1)(-3:-1)-{[(-2+1)-(2-1)]: [-7-6+4-3]}
) (-2+1) {[(4-3) 2]: (-2)} + 2}
m) (-3+2-1+(-1-2)) [(-3):(7-4)] +{-3-[-2+1] - 4}
n) [3-(4-1)-2]:{83+(-2-3)- 2]}
o) {4-[3-(-1)]-5}-{4:[4-(4-1)]}
p) 5-{3-[20-4-(8-2-(6:3))]}
q) 2-{-1-[2+4-(3-2)]}-{2-(4-3)-2-3-4-5}
) -1-{2+4:(3-2)]}-[2-(4-3)-2-(3-4-5)]
) -2-4+{[2-(3-2+5-7):2} - {4-[8+4]:3+2-[5-3—(2-3)]}
t) 1+{3-[5-(7+3)]}-{8+[4-(2:2)]}
u) {(-3)-[(-9) + (4-3)]}: [4-2+5-2-7-2]
v) {[(-3)+121+(15- 18)}- 3-2
w) {-[(-3) + (-2)]+ (-3) - [2 - (-7)]} - (-2 - 2)
Xx) {2-=3-[4:(7-5)]+4}-{3-[4-2—-(5+3—-(3-2)]}
y) -3-{4-2+[5-2-3-(4-2)]}
2) 2-{4+[3-2+(4—8:4+2)]}

4. Sense calcular les poténcies, indica el signe del resultat:

a) (=3)* o (-1)7
b) (=2)'° d) (=5)°
5. Calcula:

a) (-2)?-3 b) (—4)%:2° 0) (=2)%:(-4)
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6. Estudia si son certes o falses les igualtats:

a) (—6)* = —6* e) (8—3)3=8%—33
b) (—3)5 = —3° f) (5-4)% =5%.44
c) 8% =(-8) g) (8:3)3=8%:3%

d) (5+4)% =5*+44

7. Escriu el producte 100 - 1000 com una Unica potencia.

8. Calcula:
a) [(-1)-(=2) - (-3)P n (=2)%- (=2)%- (-2)?
b) [(—2)%]? o) (=9)7: (=9)%: (-9)?
) (=3-2)° p) =27 (=3)°- (=3)°
d [-4:(-2)P q) —32: (=2)°
e) [(=2)°]? r) 81: (=3)?
f) 43.(=3)3: 23 s) 125- 5%:25
g) (6)*:6°-6 t) 243:(81:3)
h) (=3)%-(=3)? u) —243:(=27:3)
i) 5%: 52 v) 216-(=8):(-36)
) 24%: (=2)%: 33 w) 16% - (—4)% : 512
k) {[(=2)%]*} x) 1000 : (-125 - 8)
) (=36)*: (=6)*: 3* y) (3H)%:(33-9)
m) {[(-1)*]°}* z) (=2)°-2%: [(-2)°]?

9. Troba l'arrel quadrada i el residu. Son exactes? Dels que no ho siguen, indica
entre quins dos nombres naturals es troben:

a) 245 d) 316 g) 450
b) 121 e) 169 h) 196

c) 255 f) 53 i) 230
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i) 400 ) 500 n) 150
k) 420 m) 225

10. Fes les divisions seglients:

a) 9,87:4 i) 408,5:16 q) 98,19:7,2
b) 368:6 j) 252:35 r) 37,5:6,08
) 129:5 k) 558:1,24 s) 485:1,3

d) 749:4 ) 432:0,5 t) 147,32=18
e) 15:18 m) 63 :0,025 u) 7,8:1,25

f) 10,96:7 n) 450,01 :100 v) 24,67:0,36
g) 3,087:2 o) 85,9:1000 w) 13,44 :2,4
h) 2,743:8 p) 59,6:4,1 x) 0,75 :0,005

11. Completa les frases segients:

a) 40068s ....eevivvieeeinnnns de 80

b) 5008S....ccceevvuvnrrrrrrnnnnn. de 25

C) B0ES .cuuuieeiiieiiiiiiiiinns de 1200

d) Tots els nombres parells sén ........... entre 2.

e) Com que 20 6€S .....ueveeeeeevreeeeennns de 4, de fet 20 = 4 x 5, també diem que
€St entre 5

12. El 119 és un nombre primer? | el 883 és un nombre primer?

13. Justifica si els nombres seglients sén primers o compostos: 317, 387, 433, 563,
583, 719, 997 o 1001.

14. Escriu tots els multiples d’11 menors que 100.

15. En una macrofesta hi ha entre 780 i 788 assistents. Els organitzadors voldrien fer
equips (tots de la mateixa mida), pero s’adonen que no és possible (llevat que
només hi haja un equip, o que hi haja tants equips com participants). Quants
assistents hi ha?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.
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. Troba el menor nombre de tres digits que siga multiple de 7.
Troba el multiple de 3 que siga més gran pero inferior a 2.000.

Tenim 72 llepolies i volem repartir-les en bosses d’aniversari de manera que totes
les bosses en tinguen la mateixa quantitat. De quantes maneres diferents podem
distribuir-les?

Si dividim un nombre a entre d el residu és 3, que passa si dividim a - 3 entre d?

Tinc un paquet que conté entre 30 i 40 caramels. Si els agrupe en parells, me’'n
sobra 1; si en faig paquets de 3, també en sobra 1; si en faig paquets de 5, passa
el mateix. Quants caramels hi ha al paquet?

En la vacunacioé contra la COVID, cada flascé de vacuna conté 7 dosis, pero una
vegada obert, les que no es consumisquen el mateix dia no es poden guardar. Si
al lloc A de vacunacio han acudit 410 persones i al lloc B n’han acudit 550, i no es
poden transportar vacunes entre els dos llocs, quantes dosis s’han malgastat?

A partir dels nombres 405, 316, 814, 1.085 i 340, esbrina, sense calcular el
guocient:

a) Sin’hi ha algun que siga divisible entre 3.

b) Sin’hi ha algun que siga multiple de 4.

c) Si5 ésdivisor d’algun d’ ells.
Sense fer divisions, justifica si el nombre 30.360 és divisible entre 2, 3, 5,9 o 10.
Calcula quin valor(s) pot tenir x perquée el nombre 114x siga multiple de 6.
Substitueix x per un digit de manera que el nombre 7x3 siga un multiple de 3.

Troba, de manera justificada, 3 nombres de 4 digits que siguen divisibles,
simultaniament, entre 9 i entre 2.

Troba x perqué 5x6 siga un multiple de 4.
Determina, en cada cas, el valor de x i y de manera que...
a) 2xy31 siga divisible entre 9.

b) 5x6x siga multiple de 4.
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29. Si hui és dilluns i sén les 9 del mati, quin dia de la setmana sera d’aci a 1.000
hores?

30. Troba tots els nombres majors que 100 i menors que 200 que siguen divisibles
entre 2, entre 7 i entre 3 alhora.

31. El meu amic té una certa quantitat de diners. Em diu que si els repartira entre 12,
entre 20 o entre 28 amics, sempre li sobraria el mateix: 5 euros. Em diu, a més,
que té més de 4.500 euros, perd menys de 5.000. Quants diners té el meu amic?

32. Del nombre 86a54b sabem que:
a) Esparell.
b) Si el dividim entre 5, el residu és 2.
c) Sieldividim entre 3, el residu és 1.
d) Sieldividim entre 7, el residu és 2.
Quin nombre és?

34. Tenim una habitacio rectangular de 6,3 m de llarg i 4,5 m d’ample. Volem posar
un terra de rajoles quadrades, totes iguals, sense haver de partir-ne cap.

a) De quina mida poden ser les rajoles, tenint en compte que les més
menudes fan 10 cm?

b) Quantes en necessitarem en cada cas?

35. Sabent que 17640 = 23x32x5x72, 12474 = 2x34x7x11, 3591 = 33x7x19 i 4998 =
2x3x72x17, calcula el MCD ( 17640, 12474, 3591, 4998) i escriu tots els divisors
comuns d’aquests nombres.

36. Tenim 40 litres de suc de pinya i 24 litres de suc de taronja. Volem envasar-los en
recipients (tots iguals) amb la maxima capacitat possible. Quants recipients
necessitarem?

37.Una ONG té 48 caixes d’'un medicament contra la malaria, 96 caixes de
medicament contra la febre tifoide i 72 caixes d’un medicament per als
simptomes gripals. Volen empaquetar els medicaments en contenidors de
manera que cadascun continga la mateixa quantitat de cada medicament i, ates
que hi ha limitacions pressupostaries, volen que el nombre de contenidors siga
el més menut possible. Com es pot fer? Quants contenidors necessiten?
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38.

39.

40.

41.

Maria i Pau se’n van a viure junts. Al seu pis d’estudiants Maria té 120 llibres,
mentre que Pau en té 160. Per facilitar el transport dels llibres a la furgoneta, han
de fer paquets que continguen el mateix nombre de llibres. No volen mesclar els
seus llibres i volen minimitzar el nombre de paquets. Quants paquets han de fer
entre els dos?

En una fabrica d’aliments lactis hi ha 350 litres de llet desnatada, 300 litres de llet
semidesnatada i 450 litres de llet sencera en envasos iguals que tenen la maxima
capacitat possible. Quina és la capacitat dels envasos?

Les finestres de l'institut es netegen cada 9 setmanes; els sostres, cada 12, i les
prestatgeries, cada 6. Al llarg del curs (entre I’1 de setembre i el 30 de juny),
guantes setmanes coincidiran les tres tasques de neteja? Si quan va comencar el
curs es va fer una neteja general, quantes vegades es netejaran els vidres?

Quines figures estan dividides en quarts? | en meitats?

O PreE

[ ]
S

A\
A

42. Quina fraccié es representa en cada imatge?

43. Volem repartir una heréncia de manera que el més gran dels fills n’obtinga un

terc del total; el mitja, un quart, i el xicotet, un cinque. En quantes parts hem de
partir I'heréncia? Quantes d’aquestes parts hem de donar a cada germa? |
guantes en sobren?
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44, Dels 24 alumnes d’una classe, 8 son xics, 12 tenen els cabells negres i a 6 els

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

agrada el futbol.
a) Quina fraccié representa les xiques de la classe?
b) Quina fraccid representa els alumnes amb els cabells negres?

c) Sinomés 1/3 dels estudiants als quals els agrada el futbol séon xiques, a
guantes xiques els agrada el futbol?

Per a cadascun dels parells de fraccions seglients, raona quin és el més gran.
a) 3/13i8/13 d) 15/34i19/42
b) 157/17i157/18 e) 13/38i14/43
c) 19/17i23/21

Jaume i Lidia fan una competicié de menjar. Jaume sap que guanyara segur,
perque s’ha menjat 15/8 de pizza, pero Lidia diu que ha guanyat ella, perque se
n’ha menjat 23/12. Qui dels dos ha guanyat?

He obert I'aixeta i he comprovat que, al cap d’una hora, s’han omplit 5/8 del
deposit. Quant tardara a omplir-se completament?

Marta va llegir la meitat del llibre dilluns, dimarts va llegir 1/3 del que li faltava i
dimecres va acabar el llibre. Si dimecres va llegir 48 pagines, quantes pagines
tenia el llibre?

He preparat una sangria amb 3 gots de suc, 2 gots de vi (amb 1/8 part d’alcohol)
i 1 got de ginebra (amb 1/5 part d’alcohol). Quina fraccié de sangria és alcohol?

Quantes botelles de 2/3 de litre podem omplir amb 5 litres d’aigua,? Quina
fraccié de botella queda buida?

Un jove es gasta 1/4 de la paga setmanal al cinema. Després, es gasta 2/5 del que
li queda en el transport setmanal. Al final de la setmana es compra un llibre que
li costa 6 euros i aconsegueix estalviar 1/5 de la paga setmanal. Quin és I'import
de la paga setmanal?

En una taula hi ha quatre tipus d’entrepans. 1/5 dels entrepans sén de tonyina,
1/4 dels entrepans sén de formatge o d’ou i la resta sén de pollastre. Sabem
també que hi ha 3 vegades més entrepans de formatge que d’ou.
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a) Quina fraccié dels entrepans son de pollastre?
b) Quina fraccio dels entrepans sén d’ou?

53. Demanem unes pizzes i tenim sort perque en sobren (millor, per a esmorzar
dema). Jo he sopat 3/4 parts d’'una pizza, la meua germana s’ha menjat 2/3 d’una
pizza i el seu ndvio sigut el que més n’ha menjat: 1/2 pizza de pepperonii 2/3 de
la de 4 formatges. Si haviem comprat 4 pizzes, quanta pizza hem menjat i quanta
ens n’ha sobrat?

54. El meu pressupost per a les compres del Black Friday és de 300 € (he fet moltes
classes particulars i em cremen els diners a la butxaca). He decidit gastar-me 2/3
del meu pressupost en roba per a I’hivern i 3/4 del que em quede en un nou
videojoc per entretenir-me a les vacances. Amb el que em sobre, em compraré

algun capritx.
a) Quants diners m’he gastat en roba?
b) Quants me n’he gastat en el videojoc?
¢) Quants diners em queden per als capritxos?
d) Quina fraccié del pressupost representa el preu del videojoc?

e) Quina fraccié del pressupost representen els diners que em queden per
als capritxos?

55. El professor de Matematiques ha d’organitzar les reunions amb els pares dels
alumnes. Si cada reunié dura 20 minuts:

a) Quantes reunions pot organitzar en 3 hores?
b) Quantes reunions pot organitzar en dues hores i mitja?

c) El professor ha d’atendre els pares de 24 alumnes. Quantes hores
necessita per A poder atendre’ls a tots?

56. Tenim dues truites i mitja de creilla i volem repartir-les en 8 racions iguals per a
tapers. Quina és la fraccio de truita que toca a cada racig?

57. Si repartim 4 pizzes i 2/3 d’una altra pizza entre 7 amics, quina quantitat de pizza
rep cadascu?

58. Quantes botelles de 3/4 de litre podem omplir amb 17/5 de litre?
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59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

Tinc el temps limitat per a fer totes les tasques aquest cap de setmana. Em
propose treballar 8 hores dissabte i 7 diumenge, perquée tinc molta feina.
Necessite la tercera part del temps per al treball de ciencies, una cinquena part
del que em queda per a fer problemes de matematiques, i una quarta part del
que resta per a llegir el temari per a I'examen de la setmana vinent. Si la resta
d’hores les dedique a passar en net els apunts de la setmana, quantes hores em
queden per a passar apunts?

Tinc un pressupost de 600 € per a gastar-lo en decoracié i mobles per al meu pis.
Havia pensat gastar-me’n un ter¢ amb el menjador, la meitat del que queda amb
la cuina, una quarta part del restant amb el bany i la resta amb el dormitori. Si
Iespill que vull comprar val 90 €, la tauleta val 2/3 parts del que val I'espill i la
manteta val 2/5 parts del que val la tauleta, podria comprar-ho tot per al
dormitori? Que podria comprar per aprofitar el pressupost al maxim?

Un terg dels xics del grup A han portat fruita per a dinar. Un quart de les xiques
del grup A han portat fruita per a dinar. Si sabem que 2/5 dels alumnes sén xics i
la resta sén xiques, quina fraccio del total dels estudiants del grup A han portat
fruita per a dinar?

3/5 parts de les alumnes d’una classe fan el cami en cotxe o en autobus, les altres
van caminant. Tres quartes parts de les alumnes que van en vehicle fan el viatge
en cotxe i 9 alumnes utilitzen I'autobus. Quantes alumnes hi ha a classe?

Entre tres germans es repartiran 120 euros. El primer s’endu 7/15 del total; el
segon, 5/12 del total, i el tercer, la resta. Quina fraccid del total s’endu el tercer?

En un quiosc s’han venut al llarg del mati 2/3 dels diaris. A la vesprada, se n’han
venut la meitat dels que han quedat. Quina fraccié del total de diaris representen
els que s’han venut de vesprada? Si no s’han venut dos diaris, quants n’hi havia
de bon mati?

Vull repartir una beguda que he comprat en botelles de 3/4 de litre en botelletes
d’1/5 de litre, que és una racié més raonable per a una persona. Si tenim tres
botelles grans:

a) Quantes botelles menudes podem omplir per complet?

b) Si volem repartir tota la beguda, quantes botelles menudes
necessitarem?

¢) Quin és el volum de beguda que ha quedat a la botella que no esta
completament plena?
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d) Després de calcular el volum de 'apartat anterior, quina és la fraccié que
representa la botelleta menuda?

66. Vaig fer una recollida de diners per fer un regal a un amic que compleix 30 anys.
La meua millor amiga en va posar el doble que jo (perqué també posava diners
per a la seua parella), i el grup d’amics de la universitat en van posar, entre tots,
el triple que la meua amiga. En total, vam dedicar la meitat dels diners per a
comprar unes sabates, una tercera part del que quedava per a comprar un
rellotge i un terg, per a una jaqueta. Amb els 40 € que van sobrar vam reservar
un massatge. Quants diners hi vaig posar jo?

67. Completa:
a) 410 decimes sdn ... centésimes
b) 5.200 décimes sén ... desenes
c) 41 desenes son ... centésimes
d) 1.000.000 deumil-lesimes sén ... unitats
e) 53 centenes son ... decimes
68. Escriu els nombres:
a) Dotze unitats i quatre-centes cinquanta-quatre mil-lésimes
b) Cinc centenes, dues desenes, cinquanta centésimes i trenta decimes
c) Setanta unitats, catorze décimes i dotze mil-lesimes
d) Setanta-tres centenes, vint unitats i trenta-sis mil-l&simes
e) Vint-i-dos milers i tres-centes deumil-lésimes
f) Cinc centenes, sis unitats i deu centésimes
g) Dues-centes quaranta-cinc unitats i cent trenta-cinc centmil-lésimes.
69. Escriu verbalment els nombres seglients:
a) 430,00208 c) 403,208

b) 4300,00208 d) 43,208
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70. Tria una escala adequada per a representar els nombres decimals seglients en la
recta numerica de la figura perquée es vegen de la millor manera possible: 1,509;
1,52;1,469; 1,592 1,6.

71. Troba I’'expressié decimal de les fraccions seglients:

a) 3/8 d) 28/11
b) 15/11 e) 757/165
c) 38/45

72. Escriu les faccions dels nombres decimals seglients:

a) 0,2 e) 0,252 i) 0,0137
b) 0,25 f) 0,252 i) 3,0365
c) 0,25 g) 51,076
d) 0,25 h) 6,78

73. Vertader o fals?

a) 1,9<2 c) 2,2=222

b) 3,01>3,01 d) 0,6<2/3
74. Fes les aproximacions seglents:

a) Aproxima 12,645 per truncament a les centesimes

b) Arredoneix 12,645 a les centésimes

c) Aproxima 12,644 per truncament a les centésimes

d) Arredoneix 12,644 a les centésimes

e) Aproxima 3,51 per excés a les unitats

f) Aproxima 3,51 per defecte a les unitats

g) Aproxima 3,51 per truncament a les unitats

h) Arredoneix 3,51 a les unitats
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75. Expressa en notacio decimal:

a) 2-10° e) 0,14-10000

b) 700-107° f) 53-0,001

c) 236: 1073 g) 88:0,00001
d) 0,03124-108 h) 456,81 : 10000

76. Completa aquestes expressions (la linia continua equival a una fraccid i la linia
discontinua equival a un percentatge):

a) Una cosa que valia C augmenta el valor en un 50 %. Ara val C.

b) Elvolum era Viara és 4/5 V. Ha perdut del valor. El seu valor ha
descenditun __ %.

c) Siun preu P augmenta en 1/4 del seu valor, passa de ser P a ser P.
El seu valor ha augmentatun _ __ %.

d) Siel preuinicialeraPiaraés1/4 P, el preus’hareduitenun___ %.Pha
perdut del valor.

77. Una mercaderia es va encarir un 10% i després es va abaratir també un 10%.
Quan val menys, abans de tot el procés o després, o potser el preu és el mateix?

78. El meu grup d’amigues i jo hem venut loteria per recaptar diners per a ajudar
I'ONG del barri; tenim un bon feix de bitllets! El 70% dels bitllets que hem
recaptat son de 20 euros, 3/5 de la resta de bitllets son de 10 euros i la resta sén
bitllets de 5 euros. Hem comptat i tenim 120 euros en bitllets de 5€. Quants
diners hem recaptat?

79. Lluis fa llimonada amb 12 litres d’aigua i 8 de suc. Quin és el percentatge de suc
de la llimonada?

80. En una granja, la pesta porcina mata el 18% dels porcs i en queden 164 de vius.
Quants n’"han mort?

81. Unaimpressora costa 215 € sense IVA 249,40 € amb IVA. Quin percentatge d’IVA
presenta?

82. He comprat 3 kg de polpa de meldé d’Alger, que té un 90 % d’aigua. L’he
deshidratat fins que el percentatge d’aigua és del 80 %. Quant pesa ara la polpa
del melé d’Alger?

83. l'aigua augmenta de volum un 10 % quan es congela. En quin percentatge
disminueix el volum del gel quan es fon?
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84. M’he comprat un ordinador que m’ha costat 1.550 euros. Si I'lVA és el 21 %,
calcula I'lVA que he pagat i el preu de I'ordinador abans d’incloure-hi I'IVA.

85. En un concert, el 55% de les entrades es van vendre al preu original, i el 40 %, a
meitat de preu. Van sobrar 20 entrades, que es van regalar. En total, es van
recaptar 7.200 euros. Quin era el preu de venda inicial de les entrades?

86. He comprat un abric per 156 euros que estava rebaixat un 35%. Quin preu tenia
abans de les rebaixes?

87. Les rebaixes! A la botiga de moda han reduit un 25% els preus de tots els
productes.

a) Anna ja s’havia fitxat en una jaqueta lluidora abans de les rebaixes que
costava 32€. Quant costa en rebaixes?

b) En la segona setmana de rebaixes, redueixen els preus un 25% més. En la
tercera setmana, els redueixen de nou un 25%. En la quarta setmana, els
redueixen una altra vegada un 25%. Anna creu que, si espera fins a la
guarta setmana, la jagueta pot eixir-li per 0 €. Explica per que esta
equivocada.

¢) SiAnnacompra lajaqueta després de les quartes rebaixes, quant pagara?
Quin percentatge del preu original s’ha estalviat?

88. La corona reial. El rei pregunta al seu cientific de capgalera si la corona reial esta
feta d’or pur, ja que té dubtes sobre si és un aliatge d’or i plata. Arquimedes pren
algunes mesures i calcula que el volum de la corona és 125 cm? i que pesa 1,8 kg.

a) Arquimedes sap que 1 kg d’or té un volum de 50 cm? i que 1 kg de plata
té un volum de 100 cm3.

b) Lacorona és d’or pur?
c) Sino ho és, quanta plata hi ha en la corona?

89. Vull omplir la piscina amb I'aigua per a regar I'hort. Per a omplir-la amb un bidé
de 15 litres necessite omplir-lo 200 vegades. Estic farta de fer tants viatges a
I'hort! Quants viatges he de fer amb un bidé més gran amb capacitat de 25 litres?

90. Estic editant un treball de classe de manera que en cada pagina caben 32 linies i
el treball ocupa 70 pagines. Com que sobrepasse el limit d’espai, I'he d’ajustar
una mica. Quantes pagines ocupa el treball si col-loque 35 linies per pagina?
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91. En un camio caben 1.215 sacs de creilles de 4 kg cadascun. En un altre camié amb
la mateixa capacitat fiqguem sacs de 5 kg. Quants sacs hi caben?

92. En una fabrica automobilistica, una maquina posa, en total, 15.000 caragols en
les 8 hores de jornada laboral, funcionant de manera ininterrompuda. Quants
caragols posara en 3 hores?
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TEMA 2: ESTADISTICA

L’estadistica és una de les branques més utils de les matematiques. Té nombroses
aplicacions que van des de les humanitats, passant per les ciéncies socials i les de la salut,
fins a les ciencies més innovadores. La societat d’avui acumula una quantitat enorme de
dades que s’han de recollir, resumir, representar i interpretar. |, d’aixo, se n’encarrega
I'estadistica. En aquest tema estudiarem les nocions basiques d’aquesta interesantissima
branca de les matematiques i parlarem d’alguna de les utilitats que té.

Els continguts de qué consta aquest tema sén els seglients:

Definicions previes
El procés d’un estudi estadistic
La recollida de dades: mostreig i variables
La representacio de les dades
1. Taules de freqliencies
2. Grafics estadistics
5. Elresum de les dades: parametres estadistics
1. De posicid
2. De dispersio
3. Deforma
6. Lainterpretacié de les dades
7. Tendenciositat i errades en estadistica

HwnN e

Comencem!
1. Definicions previes

Estadistica : branca de les matematiques que es dedica a recollir, representar, resumir i
analitzar les dades disponibles per tal d’extraure’n conclusions utils i versemblants.

Probabilitat: branca de les matematiques que estudia els processos aleatoris, és a dir,
aquells que a priori no en coneixem amb certesa el resultat.

Cal destacar que, en moltes ocasions, I'estadistica fa Us de la probabilitat. Mentre que
I'estadistica descriptiva solament es dedica a resumir les dades disponibles i a analitzar-
les, I'estadistica inferencial utilitza la probabilitat per estimar les caracteristiques d’una
poblacid a partir de les d’'una mostra d’aquesta mateixa poblacid.

L’estadistica es divideix en dues branques fonamentals:
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Estadistica descriptiva: consisteix en la representacid, el resum i la interpretacid de les
dades recollides en una mostra per a extraure’n conclusions. No s’hi utilitzen conceptes
probabilistics.

Estadistica inferencial: consisteix a estimar (inferir) les caracteristiques de tota la
poblacid a partir de les caracteristiques de la mostra. Per poder fer aquesta inferéncia
s’utilitzen conceptes probabilistics.

Vegem-ne alguns exemples:

1. Tenim una classe de 35 alumnes i volem saber quina és la proporcié de xiques,
quina és la nota mitjana i quants alumnes han suspés I'altim examen.

2. Hem fet una enquesta a la gent del meu barri per saber quina és la intencid de
vot de la ciutat de Valéncia a les proximes eleccions.

3. Tinc una granja de pollastres i he donat a la meitat un nou tipus de menjar per
poder estudiar si aguest menjar augmenta la poténcia de sabor en la carn dels
pollastres.

4. A I'hospital La Fe s’utilitza un nou medicament per als pacients que pateixen
varicel-la per esbrinar si redueix la gravetat dels simptomes.

5. Acasa hem organitzat els CD de musica i els hem classificat per generes musicals
i per any de publicacid; aixi ens resultara més facil triar-ne un quan vulguem
escoltar musica.

2. El procés d’un estudi estadistic

Qualsevol estudi estadistic inclou els passos seglients :

1. Larecollida de les dades.

2. Larepresentacié de les dades: en taules estadistiques i mitjancant grafics.
3. Elresum de les dades: mitjancant els parametres estadistics.

4. Llainterpretacio de les dades i les conclusions.

A diferéncia de I'estadistica inferencial (que inclou sempre més o menys aleatorietat),
I'estadistica descriptiva és un procés determinista. Les conclusions sobre les dades (si
s’extrauen a partir de calculs ben fets) sén fiables al 100%, ja que es refereixen a la
mateixa mostra.
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3. La recollida de dades: mostreig i variables
Cal fer-ne unes definicions previes:
* S’anomena poblacié el conjunt de tots els elements que s‘estudien.
* Cadascun dels components s’anomena individu.

* S’anomena mostra un subconjunt de la poblacié elegit per a I'estudi estadistic.
En I'estadistica descriptiva, la mostra coincideix amb la poblacié.

* S’anomena observacioé cadascuna de les dades de cadascun dels individus de la
mostra.

En I'estadistica descriptiva, agafem tota la poblacié com a mostra. No obstant aixo, en
la majoria de vegades la poblacié és massa gran i no es pot estudiar per complet. Es
aleshores quan n’agafem una mostra amb les caracteristiques que estudiarem per tal
d’extraure’n conclusions sobre la poblacio (inferéncia estadistica).

Hi ha diverses tecniques de mostreig (sistematica, estratificada, per conglomerats...),
encara que la més utilitzada és el mostreig aleatori, en el qual tots els individus de la
poblacid tenen la mateixa probabilitat de ser triats per a formar part de la mostra.

Per exemple, si volem determinar I'algcada mitjana de la provincia de Valéncia, triem
a I'atzar una mostra de cinc-centes persones, n’anotem l’alcada i calculem la mitjana.

Una altra técnica, com, per exemple, I'estratificada, consisteix a agafar a I'atzar cinc
persones de cada municipi de la provincia.

Una vegada hagem triat una mostra, el pas seglient és recollir les dades de les
caracteristiques que volem estudiar. En estadistica, aquestes caracteristiques
s’anomenen variables i es classifiquen en dos tipus:

* Variables qualitatives: son les que no es poden mesurar utilitzant nombres, sind
que representen qualitats (color d’ulls, ciutat de naixement, assignatura
preferida, partit al qual vota...).

* Variables quantitatives: son les que es poden mesurar utilitzant nombres. D’altra
banda, es divideixen en:

* Discretes: es mesuren utilitzant nombres naturals (nombre de fills,
vegades que ha anat al dentista, nombre de germans...).

* Continues: es mesuren utilitzant nombres reals (algada, pes, concentracio
de globuls rojos, nivell de sucre en sang, distancia recorreguda...).
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4. La representacio6 de les dades

Quan ja tenim recollides totes les observacions, és |I’hora de representar-les o
resumir-les. Les representarem mitjancant taules de freqiiéncies i, posteriorment,
mitjancant grafics estadistics, i les resumirem mitjancant els parametres estadistics.

Depenent del tipus de variable, farem unes coses o unes altres:

Parametres Grafics

Tipus de variable Taula de freqiiéncies o o
estadistics estadistics

Se’n poden usar

Qualitativa Es poden usar
solament alguns S'utilitzen els

Se’n poden usar mateixos

Quantitativa discreta Es poden usar
solament alguns

Se n’utilitzen
Es poden usar tots uns de
diferents

Es poden usar
utilitzant intervals

Quantitativa continua

Les taules de freqiiencies

Sén taules cada columna de les quals conté els valors de les magnituds seglients per a
cada observacio:

* Freqiéncia absoluta: és el nombre de vegades que es repeteix cada observacio i
es representa per fi.

* Freqiiéncia absoluta acumulada: és la suma de totes les fi fins a I'observacié i es
representa per Fi.

* Frequeéncia relativa: és defineix com a fi/n i es representa per h;.

* Freqiiéncia relativa acumulada: és la suma de totes les h; fins a I'observacio i es
representa per H;.

* Percentatge: son els valors de h; multiplicats per 100. Es representa per p;.

* Percentatge acumulat: sén els valors de H; multiplicats per 100. Es representa
per Pi.

Nota: les magnituds acumulades no tenen sentit per a les variables qualitatives.

Exemple: suposem una enquesta a 10 persones sobre el nombre de fills amb les
observacions seglents:

0 0 0 1 1 1 2 2 3 4
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I N N N R N

30% 30%
1 3 6 0,3 0,6 30% 60 %
2 2 8 0,2 0,8 20% 80 %
3 1 9 0,1 0,9 10 % 90 %
4 1 10 0,1 1 10 % 100 %

En el cas de les variables quantitatives continues, per a poder representar les dades en
taules de freqliéncies, primer cald agrupar-les en intervals.

Si tenim n dades, el nombre d’intervals dependra de la férmula:
k =[1+log,n]

| I'amplitud dels mateixos nombres, per la formula:

- [

En els dos casos, el simbol [... ] significa que s’ha d’agafar la part entera per excés.

Nota: els intervals també s’utilitzen en les variables quantitatives discretes, quan el
nombre d’observacions diferents és gran.

Exemple: suposem una enquesta a 32 persones sobre la superficie (en m?) de cada casa
amb les observacions segiients:

30, 32, 33, 33,37, 43, 50, 52, 54, 60, 61, 67, 68, 69, 70, 76, 79, 87, 90, 93, 95, 96, 98,
100, 17, 108, 115, 123, 130, 138, 145

145-— 30] [

Aleshores, k = [1+log;32] = 6 » a = [*=2| = [19,17] = 20

[30,50) 0,19 0,19 19 % 19 %
[50,70) 8 14 0,25 0,44 25% 44 %
[70,90) 5 19 0,16 0,6 16 % 60 %
[90,110) 8 27 0,25 0,85 25% 85 %
[110,130) 2 29 0,06 0,91 6 % 91 %

[130,150) 3 32 0,09 1 9% 100 %



MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25

Els grafics estadistics

BORJA LOPEZ NAVARRO

Els grafics estadistics son la manera de representar visualment les dades recollides, cosa

gue en facilita la interpretacié d’'una manera intuitiva.

Segons el tipus de variable utilitzarem uns grafics o uns altres.

Variables qualitatives i quantitatives discretes

Peces de fruita que mengen els alumnes al dia

* Diagrama de barres: es representen a I'eix X
els valors que pot tenir la variable d’estudi i,
per a cadascun, s’hi dibuixa una barra
d’alcada igual a la freqliéncia absoluta
d’aquest valor.

nombre dalumnes

* Diagrama de sectors: consisteix en un cercle
dividit en sectors, on I'angle del sector
corresponent al valor i de la variable es calcula
freqliencies relatives o els percentatges.

o - m @ a2 @ @ =

Cap pega Una pega Duespeces  Trespeces  Més detres

peces

Peces de fruita

en 3602. S’hi solen indicar les

En I’exemple sobre I'enquesta del nombre de fills, tenim la taula seglient:

Covensco | n | n-awn |
0 0,3

108¢ 30 %
1 0,3 108¢ 30 %
2 0,2 722 20%
3 0,1 362 10 %
4 0,1 362 10 %

Variables quantitatives continues

* Histograma: es representen a leix X els
extrems dels intervals extrets de la taula de
freqlencies i, per a cada interval, s’hi dibuixa
un rectangle d’algada igual a la freqiéncia
absoluta d’aquest interval. A diferencia dels
diagrames de barres, els rectangles es troben
els uns al costat dels altres.

A vegades, s’hi afig el poligon de freqiiéncies,
gue consisteix a unir els centres dels segments
superiors dels rectangles.

Freqiiéncies

NOMBRE DE FILLS

25 -

20

=]

=

[0.1

E0m1 w2 m3 m4

10%

20%

Motes de la prova de selectivitat

1.2]
[2.3]
[3.4]
[5.6]
.7
78]
[2.9]
[2,10]

o [+.5]

laszes



MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25 BORJA LOPEZ NAVARRO

Altres tipus de grafics:
* Diagrames de caixes i bigots
* Pictogrames
* Piramides de poblacié
* Climogrames

* Cartogrames

5. El resum de les dades: parametres estadistics

Els parametres estadistics son nombres que es calculen mitjancant operacions fetes
amb les dades, que serveixen per a resumir la informacid que aporten. Segons
I'objectiu, es divideixen en mesures de posicid, de dispersié o de forma.

Mesures de posicid

Indiquen al voltant de quina posicid es troben les dades. Sén:

* La mitjana: es calcula sumant totes les observacions i dividint la suma entre el
nombre d’observacions.

* Lamoda: és el valor que més vegades es repeteix. Pot ser més d’un valor.

* Els quartils: son els valors que deixen darrere seu un percentatge concret de les
dades. Si deixen darrere un 25%, 50% o 75% de les dades, s’Tanomenen quartil 1,
quartil 2 o quartil 3, respectivament.

* La mediana: és el quartil 2.

Mesures de dispersid

Indiquen com de diferents sén les dades entre si. Son:

* Elrang: és la diferéncia entre el valor maxim i el minim.

* Lavariancia: es calcula amb una férmula que NO utilitzarem.
* Ladesviacio tipica: és I'arrel quadrada de la variancia.

* El coeficient de variacié: és el quocient entre la desviacio tipica i la mitjana.
Serveix per a comparar la dispersié de magnituds que es troben en escales
diferents.
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Mesures de forma

Indiquen quin aspecte té el grafic de la distribucié de les dades. Son:

* El coeficient d’asimetria: indica com de simétric és el grafic.

* El coeficient de curtosi o aplatament: indica com de pla és el grafic.

Utilitzant I'exemple del nombre de fills:

Mitjana: 7o DHOFOTIHIFIH24243+4 14
0 3 10
:0i 1.

1 3 Moda: 0

Quartil 1: 0; quartil 2 (mediana): 1; quartil 3: 2
2 2
3 1
4 1

6. La interpretacid de les dades

Interpretar les dades vol dir descriure’n el comportament i interpretar-lo segons el
context en el qual estem. Per a fer-ne una bona interpretacié, hem de tenir en compte
els factors segiients:

* Elvalor de la mitjana: sempre ens indicara al voltant de quin valor es troben les
dades.

* Elvalor de la variancia/desviacid tipica: ens indicara com de disperses estan les
dades.

Compte! Quan el valor de la variancia és gran, la mitjana perd valor i agafa molt més
valor la mediana.

No obstant aix0, nosaltres utilitzarem els grafics per a interpretar les dades i
relacionar-les amb el seu context.
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Per exemple, totes aquestes
distribucions tenen la mateixa H
mitjana, pero la desviacid tipica
va augmentant. Quan hi haja
valors molt dispersos, hem de
basar les nostres conclusionsen = * A
la mediana i no en la mitjana.

7. Tendenciositat i errades en estadistica

Moltes vegades, els resultats estadistics —en particular, els grafics— es manipulen per
tal d’obtenir les interpretacions desitjades. Es important saber quines sén les
manipulacions més frequents i saber com s’han d’interpretar criticament els grafics
gue ens presenten des dels mitjans de comunicacio, les xarxes socials etc.

1. La mitjana no és representativa: per exemple, la mitjana dels sous d’un pais no
és representa si hi ha un nombre reduit de persones que concentren la major
part de la riquesa.

2. Escalaimida dels grafics: modificar-los pot donar lloc a interpretacions diferents.

3. Linies de temps: si no s’utilitza un increment uniforme dels salts de temps en
I'eix X, els grafics seran confusos.

4. Interpretacid dels percentatges: si un valor varia d’'un 5% a un 10%, no ha pujat
un 5%, sind un 100%.
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EXERCICIS | PROBLEMES D’ESTADISTICA

1. Indica si cadascuna de les variables estadistiques segilients és quantitativa
(continua o discreta) o qualitativa:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

h)

Equip de futbol preferit.

Edat.

Lloc de naixement.

Nombre d’assignatures suspeses en la primera avaluacio.
Alcaria dels exemplars de girafes del Bioparc.
Assignatures aprovades en la segona avaluacio.

Nombre d’habitatges que hi ha al teu carrer.

Temps que tardes a recorrer els 100 m llisos.

2. Reconeix, en cadascuna de les situacions seglients, la poblacio, la mostra i els
individus.

a)

b)

f)

g)

Una fabrica de bombetes vol fer un control de qualitat. Per aix0, analitza
una bombeta de cada caixa de 1.000.

Una farmaceutica visita un metge de cada hospital per ensenyar-li els
nous productes.

Un agricultor recull una taronja de cadascun dels arbres del camp per
comprovar la quantitat de suc que en pot obtenir.

Agafe una llepolia de cada caixa de la botiga.

Es volen estudiar les migracions anuals de les balenes de I'ocea indic. Amb
aquesta finalitat, es col-loquen radiotransmissors a 30 d‘aquests cetacis.

L'ajuntament vol saber que opina la gent major sobre les noves
iniciatives. Amb aquesta finalitat, entrevista 100 persones triades a I’atzar.

Per saber quina és I'opinid d’una seccid nova d’una revista, s’ha preguntat
telefonicament a 50 lectors.
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3. Es pregunta a 40 estudiants que prefereixen fer en el seu temps lliure: esport (E),
llegir (L), veure la tele (T), eixir amb els amics (A), jugar a videojocs (V). Els
resultats son:

a) Elabora la taula de freqliencies AAEAV ALAET
corresponent. LVAAL EEAVL
EAAVA EVEEV

b) Quins diagrames es poden VTAAE LETTL

utilitzar?
¢) Fes un diagrama de barres.

4. S’ha calculat el nombre de llibres que han llegit 30 estudiants d’un curs durant
les vacances d’estiu. Aquests en son els resultats:

a) Elaboralatauladefreqiéencies 1314 41023
corresponent.
01123 23116
b) Quins diagrames es poden 11212 00214
utilitzar?

c) Fes un diagrama de sectors.

5. Enla planta de maternitat de I’hospital La Fe s’"han mesurat els pesos (en kg) de
50 bebés:
2,8 3,2 3,8 2,5 2,7 3.7 1.9 2,6 3.5 23

33 26 1,8 3.3 2,9 2,1 34 2.8 3,1 3.9
29 35 30 3,1 22 34 25 1.9 530 29
24 34 2,0 26 3,1 23 35 2,9 30 27
2,9 28 2,7 3,1 3,0 31.28 26 29 3,3

a) Construeix una taula de freqliéncies.
b) Quins tipus de grafics podem fer?
c) Fes un histograma amb un poligon de freqliencies.

6. Al mateix hospital s’"ha mesurat el nombre de pulsacions per minut dels pacients de
I’area d’oncologia i s’"han obtingut les dades seglients:

87 85 61 51 64 75 80 70 69 82
80 79 82 74 92 76 72. 73 63 65
67 71 88 76 68 73 70 76 71 86



MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25 BORJA LOPEZ NAVARRO

a) Construeix una taula de freqléncies.

b) Quins tipus de grafics podem fer?

c) Fes un histograma amb un poligon de fregliencies.
7. Calcula, si pot ser, els criteris seglients dels exercicis 3,4, 5i6,:

a) Lamoda

b) La mitjana

¢) La mediana

d) Q1,Q2iQ3

e) Elrang
8. Amb I'ajuda del programa informatic Excel:

a) Repeteix els grafics dels exercicis 3,4, 5i 6.

b) Calcula la variancia i la desviacié tipica dels exercicis.

c) Interpreta els resultats dels exercicis.

9. Explica per que sén tendenciosos els grafics seglients:

Evolucion de |a tasa de paro
Fuente INE. En %
30 7

26,94
25 + .
0
20 4 1[.1.3 %
15

10 +

] - - CION
o R > . FJI/&IONAL

Variacién del precio de la luz
Gobiemo del PSOE Gobierne det PP

11¢

%% 113
85 7% -
528
2 i a2 3
.-l. FERT

49,07
% ﬂ(

Nicolas Maduro Moros Henrique Capriles Radonski
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TEMA 3: PROBABILITAT

La probabilitat és la joia de la corona de les matematiques, la branca més “magica”, ja
gue és I'Unica capag de predir el futur. De vegades ens trobem problemes amb una
solucié¢ que no podem determinar amb total seguretat. Aquests problemes o
experiments s’anomenen aleatoris. | la probabilitat és I’encarregada d’esbrinar quines
possibles solucions poden tenir aquests problemes i amb quins graus de certesa. Aixi
doncs, la probabilitat té moltes aplicacions en les situacions de la vida on volem saber
gue passara en el futur, com, per exemple, en les previsions meteorologiques, en els
moviments borsaris o en els estudis sociologics.

Els continguts de qué consta aquest tema sén els seglients:

Definicions basiques

Probabilitat. Propietats de la probabilitat

Llei de Laplace

Dependéncia i independéncia

Experiments compostos dependents. Probabilitat condicionada. Diagrama en

vk wnN e

arbre
Taules de contingéncia
7. Quan la probabilitat ajuda I'estadistica: inferéncia

o

Comencem!

1. Definicions basiques

Probabilitat: branca de les matematiques que estudia els processos aleatoris; és a dir,
els processos en qué no es coneix amb certesa el resultat a priori.

En el mdn cientific hi ha dos tipus d’experiments: els deterministes, en qué es coneix el
resultat abans de posar-los en practica; i els aleatoris, en qué no es coneix el resultat ja
que hi influeix I'atzar. La probabilitat s’ocupa d’aquests ultims.

Definim:

* Succés: cadascun dels possibles resultats d’'un experiment aleatori. Poden ser
elementals (simples) o compostos. S’escriuen amb lletres majuscules (A, B, C,
D...).

* Espai mostral: el conjunt de tots els successos elementals possibles d’un
experiment. Es representa amb la lletra E.

* Succés impossible: el que no passa mai. Es representa amb @.
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* Unid de successos (AUB): succés format per tots els elements de A i de B.

* Interseccio de successos (ANB): succés format per tots els elements comuns de
AiB.

* Successos incompatibles: quan la interseccid és buida.

*  Succés contrari o complementari (4, A', A°): format per tots els elements de E
gue no es troben en A.

Notes: E = ¢; 0 =E; AN A = ¢; AUA=E.
Exemple:
L’experiment és tirar un dau i anotar la cara que ix:

* L'espaimostral és E={1, 2, 3, 4,5, 6}.

* Els successos elementals son {1}, {2}, {3}, {4}, {5} i {6}.

* Definim els successos compostos A={1, 2,3}, B={4, 5, 6}i C={1, 3}, aleshores

AUB =E; ANB = Q; A=B;
AUC=A; ANC=C; B=A;
BUC={1,3,4,5, 6} BNC=Q; C={24,-5,6)}

2. Probabilitat. Propietats de la probabilitat

Probabilitat d’un succés: indica el grau de confianga que podem tenir que el succés
tinga lloc. Es representa amb la lletra P(S) i s’expressa mitjangcant un nombre entre 0
il

Propietats de la probabilitat:

1. P(®)=0.
2. P(E)=1.
3. 0<PA)<1.

4, SiE={Aj, Az... An} aleshores P(A1) + P(A2) + ... + P(An) = 1.

5. La probabilitat d’'un succés compost és la suma de la probabilitat dels seus
successos elementals.

6. P(A)=1-P(A).
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3. Llei de Laplace

Llei dels grans nombres: si fem un experiment aleatori reiteradament, la freqliencia
relativa d’un determinat succés, ha, s’aproximara eventualment a la probabilitat
d’aquest succés, P(A).

Llei de Laplace: La probabilitat que, en un experiment aleatori on tots els successos
tenen la mateixa probabilitat d’océrrer, tinga lloc el succés A es calcula com:

nombre de casos favorables a A
P(A) =

nombre de casos totals
4. Dependencia i independéncia
Els experiments que consisteixen a extraure objectes d’un contenidor poden ser:

* Amb reemplagament: si quan anem a fer la segona extraccié tornem a introduir
la primera al contenidor, de manera que el nombre total d’elements no canvie.

* Sense reemplacament: si quan anem a fer la segona extraccid no tornem a
introduir la primera al contenidor, de manera que el nombre total d’elements
disminuisca en una unitat per cada extraccio.

Els experiments aleatoris poden ser:

* Independents: quan el resultat de cada experiment no influeix en el seglient. Per
exemple: llangar un dau. Les extraccions amb reemplagament sén experiments
independents.

* Dependents: quan el resultat de cada experiment influeix en el seglient. Per
exemple: traure una carta d’una baralla sense reemplacament, agafar una boleta
d’una bossa sense reemplacament etc.

S’anomena experiment compost un experiment que esta format per la realitzacid
successiva de diferents experiments simples. Per exemple: llangar un dau tres
vegades, agafar dues cartes (I'una darrere de I'altra) d’una baralla, extraure tres
boletes d’una urna etc.

Si els experiments simples que formen un experiment compost sén independents
entre si, la probabilitat de I'experiment compost és el producte de les probabilitats
dels experiments simples. Per exemple:

Extraiem tres cartes d’una baralla de 48 cartes amb reemplacament. Quina és la
probabilitat d’obtenir dues espases i un rei?
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P(E: N E2NR)=P(Es) - P(E2) - P(R) =2 - 2.2 = 0,0052.

5. Experiments compostos dependents

Si els experiments simples que conformen un experiment compost sén dependents,
diem que el segon esta condicionat pel primer, ja que la probabilitat depéen del que
haja ocorregut amb el primer experiment.

S’anomena probabilitat condicionada de B condicionat per A la probabilitat que
tinga lloc B, tenint en compte el que ha ocorregut amb A. S’escriu P(B/A).

Per exemple:

Extraiem tres cartes d’una baralla de 48 cartes sense reemplacament. Quina és la
probabilitat d’obtenir dues espases?

Esta clar que P(E7) = ﬁ.

Ara bé, com que hem extret de la baralla una espasa i no ’lhem tornada, queden 11
espases i un total de 47 cartes, aleshores:

P(E> | Ei) = % per tant, P(E; N Ex) = P(E3) - P(E2 | E1) = ﬁ : % = 0,0585.

Moltes vegades, per a resoldre problemes d’experiments compostos dependents
utilitzem diagrames en arbre.

Exemple:

D’una urna amb quatre boles verdes i dues de roges, n’extraiem dues boles. Calcula
la probabilitat que:

a) Les dues siguen - e 4 3_12_2

35 »0 P@yQ@=5=35"7F

verdes. olooocoel T _ , a5 § &

e/ 8 PlOy@=c-55" 15

b) Laprimerasigaroja,i koo _2.4_8 ’
s »0 Pl@y®l=%- -

la segona, verda. \ Y@l =46"5°30 15

oloccce R P ’ 27 ] 2 1

e DyQl=¢-5-30"15

c¢) Que n’isca una de
cada color.

6. Taules de contingéencia

Quan en un problema de probabilitat s’estudien probabilitats associades a dues
caracteristiques d’uns individus (curs escolar i sexe, edat i assignatura, ciutat i partit
politic, etc.) és molt freqiient i util usar taules de contingéncia.
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Aquestes taules recopilen tota la informacid necessaria per tal d’obtenir les
probabilitats que es busquen.

Per exemple:

En un centre docent hi ha 400 estudiants d’ESO (120 de 1r, 100 de 2n, 100 de 3r i 80
de 4t). Cadascun d’ells pot inscriure’s a futbol, al cor o a cap d’aquestes activitats.
Pel que fa al futbol, n’hi ha 12 d’inscrits de 1r, 15 de 2n, 21 de 3r i 24 de 4t. Pel que
fa al cor, hi ha 36, 40, 44 i 40 alumnes inscrits respectivament. La resta no fa res.
Calcula:

a) La probabilitat que siga un alumne de 1r.

b) La probabilitat que no estiga inscrit en cap activitat.

c) La probabilitat que siga de primer i que cante al cor.

d) La probabilitat que jugue a futbol i siga de 4t.

e) La probabilitat que jugue a futbol, sabent que és de 4t.

f) La probabilitat que siga de 2n, sabent que esta apuntat al cor.

o oo | v | ow
. 5 7
20 0 .

7. Quan la probabilitat ajuda I'estadistica: inferencia matematica

15 40 45

21 44 35

Finalment, llegirem alguns problemes d’inferéncia matematica, la branca que naix de
la unié de I'estadistica i la probabilitat, i en la qual s’utilitzen dades d’una mostra
d’una poblacid per a extraure conclusions sobre tota la poblacié.

1. Un metge investigador de I'Institut de Cancer d’una escola de Medicina
desenvolupa un estudi per saber si una nova droga prolonga la vida en
pacients amb cancer de gola en l'Ultim periode. Després d’estudiar 100
individus a qui va administrar la droga, troba una prolongacié mitjana de vida
X = 4,6 mesos. Si sap que en la poblacio la desviacid tipica és o = 2 mesos, pot
calcular un interval de confianca al 90% per a la prolongacié mitjana de vida
en la poblacié. Quina grandaria hauria de tenir la mostra necessaria per a
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estimar la mitjana de la poblacid amb una aproximacié de mig mes al 95% de
confianca? | al 90%? | al 99%?

2. Una companyia farmaceutica sosté que el seu remei contra el mal de cap lleva
el dolor en 14 minuts en els casos corrents. Amb un determinat escepticisme
sobre aquest tema, una clinica selecciona 25 pacients amb mal de cap i els
demana que prenguen una d’aquestes pindoles quan tinguen dolor i que
registren el temps (en minuts) que tarda a desapareixer. El resultat de I'estudi
és X = 19, s = 7 minuts. Aquests resultats confirmen o desmenteixen el que
afirma la companyia farmaceéutica amb un nivell de rellevancia a = 0.05? | per
aa=0.10? I peraa=0.01?

3. Uninvestigador esta interessat a estudiar la influencia d’una nova dieta per a
gallines en la quantitat de colesterol dels ous que ponen. Se sap per
experiéncia que amb una dieta estandard la quantitat mitjana de colesterol en
els ous és de 270 mg. Després d’utilitzar la dieta durant un temps, s’obté una
mostra aleatoria de 18 ous i se’n mesura el contingut en colesterol, en mg,
amb els valors seglients:

280, 241, 259, 265, 260, 266, 261, 255, 272, 260, 260, 264, 242, 218, 271,
281, 276, 266

Si suposem que la quantitat de colesterol per ou segueix una distribucié
normal:

a) Determina un interval de confianga al 99% per a la quantitat mitjana
de colesterol en els ous amb la nova dieta.

b) Planteja un contrast d’hipotesis per a contestar aquesta pregunta: La
nova dieta redueix el contingut mitja de colesterol?

c) Resol el contrast i extrau-ne les conclusions oportunes.



EL SORTEIG QUE ENS UNEIX

Analisi probabilistica i1 estadistica del
sorteig extraordinari de Nadal

Esbrina en qué consisteix el sorteig extraordinari de Nadal (d’Espanya): quants
numeros hi juguen, quins premis hi ha, quina és la mecanica del sorteig, etc. Extrau-ne

la informacio del PDF que hi ha a I’Aula Virtual.

Elabora una taula amb la qual calcules la probabilitat que tenen de guanyar els
diferents premis del sorteig (incloent-hi els premis menors, les aproximacions i el

reintegrament).

Imagina que has anat a 'administracid del teu barri a comprar un décim. Calcula la

probabilitat en els casos seglients:

a) Que perdes tots els diners que t’has gastat.

b) Que recuperes exactament els mateixos diners que t’has gastat.
c) Que guanyes diners.

Repeteix els exercicis 1, 2 i 3, perd ara analitza el sorteig extraordinari de Reis. Que

convé més, jugar en el sorteig de Nadal o en el de Reis?
A continuacio, pel que fa al sorteig de Nadal:

a) Representa les vegades que ha tocat la Grossa en cada comunitat autonoma i els
diners que ha invertit en loteria cada comunitat. Que hi observes? Com ho

interpretes?

b) Representa les terminacions o els comengaments dels primers premis que han tocat

al llarg de la historia. Que hi observes? Com ho interpretes?

c) Tenint en compte els apartats anteriors, explica per que aquestes frases no tenen
sentit des d’un punt de vista estadistic: “Me’n vaig a Manises a comprar el décim,
que alla sempre toca.”; “No agafes aquest nimero, que és molt lleig.”; “Aci, a Vila-
rasa, no toca mai res.”, “Hi he jugat tota la vida amb aquest nimero, ja m’ha de

tocar.”



7.

10.

Fes una investigacid amb les persones del teu entorn (amics, familiars, professors, etc.) i
pregunta’ls sobre els seus habits de compra de décims de loteria de Nadal. Recull dades

d’almenys 30 persones. Has de tenir en compte aspectes com aquests:
a) Quantitat de decims.

b) Diners invertits en loteria de Nadal.

c) Diners guanyats/perduts.

d) Edat.

e) Home/dona.

f) Sicompra sempre el mateix nimero o no.

g) Si compra décims sempre a la mateixa administracio o no.

h) Si en compra al seu lloc de residencia o no.

i) En quin mes en compra (d’agost a desembre).

Fes una analisi estadistica completa sobre les dades que has recollit, en quée diferencies
les variables quantitatives (analitzant mesures de centralitzacié i dispersio) i qualitatives

(elaborant taules de freqliéncia).

Elabora, almenys, dos grafics relacionats amb les variables qualitatives i, almenys, dos

més relacionats amb les variables quantitatives.

Extrau conclusions dels grafics i comenta els resultats de I’analisi, reflexionant sobre els

aspectes més rellevants.

Utilitza el programa Excel per a fer els calculs, les taules i els grafics. S’ha de lliurar tot en

un unic PDF en la tasca corresponent de I’Aula Virtual.



| recorda: el més important no sén les probabilitats o els numeros, siné el goig de

compartir la il-lusié amb la gent que estimes. Aquest és el premi més gran: compartir-lo.

SOMAYOR
BPREMIO@%@

COMPARTIRLQ
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TEMA 4: GEOMETRIA

Encetem ara un dels blocs més interessants i visuals de les matematiques: la geometria.
Aqguesta branca potser és la que més recordem de quan feiem matematiques a I'escola.
Els quadrats, els cercles, els cubs... Tothom té una idea intuitiva de qué sén cadascuna
d’aquestes formes. No obstant aix0, és convenient recordar als estudiants les propietats
gue caracteritzen cadascun dels llocs geomeétrics, tant en el pla com en 'espai. Aquest
tema es construeix des d’allo més simple: el punt. |, a poc a poc, explicarem totes les
figures i cossos geometrics que cal dominar de cara a I'ensenyament de Primaria.

Els continguts de qué consta aquest tema sén els seglients:

1. Puntsilinies 7. Tipus de quadrilaters
1. Posicions relatives de les CoNnvexos
rectes en el pla 8. Elements d'un poligon
2. Una recta especial: la regular
mediatriu Circumferencia i cercle
2. Angles 1. Elements de la
1. Elements d’un angle circumferencia i del
2. Tipus d’angles cercle

3. Posicions relatives
d’angles que
comparteixen un vertex

4. Angles les amplituds dels
quals tenen una suma
particular

5. Una altra recta especial:
la bisectriu

3. Classificacié general de figures

planes

4. Poligons

1. Elements d’un poligon

2. Tipus de poligons segons
els costats

3. Tipus de poligons segons
els angles interns

4. Tipus de poligons segons
el nombre de costats

5. Tipus de triangles segons
els costats

6. Tipus de triangles segons
els angles

2. Superficies circulars
3. Posicions relatives d’una

recta i d’una
circumferéncia
Perimetre i area de figures
planes

1. Perimetre de poligons
2. Areade poligons

3. Perimetre de la
circumferéncia i longitud
del seu arc

4. Area de les figures
circulars

Classificacio general de figures
en |‘espai: cossos geometrics
Poliedres
1. Classificacié de poliedres
2. Elscinc poliedres regulars
o solids platonics
3. Elements d‘un prisma
4. Tipus de prismes segons
els angles
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5. Tipus de prismes segons 7. Tipus de cons segons els
les bases angles

6. Elements d’una piramide 10. Area i volum de cossos

7. Tipus de piramides geometrics
segons els angles 1. Area dels poliedres

8. Tipus de  piramides 2. Area dels cossos redons
segons la base 3. Volum dels poliedres

9. No poliedres 4. Volum dels cossos redons

1. L'esfera 11. Semblanca

2. Elcilindre 12. Teoremes de Tales i Pitagores

3. Elements del cilindre 1. Teorema de Tales

4. Tipus de cilindres segons 2. Teorema de Pitagores
els angles 13. El pla cartesia

5. Elcon 14. Moviments en el pla

6. Elements del con

Comencem!

1. Puntsilinies

Vegem les definicions més basiques:

Punt: és l'element minim amb sentit geomeétric. No té

o, o
dimensions, longitud, area ni volum. Es simplement un /\/
Corbac

element de referéncia.

-
Linia: és una successio infinita de punts. Pot ser recta o corba.

Rectar
Corba: és una linia que té curvatura.

A
Recta: és una linia sense curvatura. Infinita pels dos costats. ¢
Semirecta s

Semirecta: és una linia recta que per un dels seus costats esta B
limitada per un punt. ®

@ O

Segment: és una linia recta limitada per un punt a cadascun Segment BC

dels seus costats. Té longitud.
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Posicions relatives de les rectes al pla

I I
= =
Paral-leles - mateixa direccid i cap Coincidents : mateixa direccid | tots
punt en comu els punts en cami
=
r

el "

Secants - diferent direccid | un punt
en cam

Perpendiculars : s6n secants que
formen guatre angles rectes.

Una recta especial: la mediatriu

Mediatriu: és la recta perpendicular a un segment que passa pel seu punt mitja.

Com es dibuixa?

e S’obri el compas amb una obertura més gran que la meitat del segment AB.
e Estraca unarcamb el centre en el punt A.

e Amb la mateixa obertura, es traca un altre arc amb el centre en el punt B.

e Elsarcs es tallen en dos punts: Ci D.

e Es traca una linia que passe pels punts C i D. Aquesta és la mediatriu del
segment.

2. Angles

Angle: part del pla compresa entre dues semirectes que parteixen del mateix punt,
entre dues rectes secants o entre dos segments que parteixen del mateix punt.

Elements d’un angle

Vertex: és el punt comu dels segments o de les semirectes que formen I'angle; o el
punt de tall de les rectes que formen I'angle.
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Costats: cadascun dels dos segments, semirectes o trossos de rectes que delimiten
I'angle.

Els vertexs es representen amb lletres majuscules; els costats, amb minuscules, i els
angles, amb lletres majuscules i accent circumflex.

Tipus d’angles

Els angles es classifiquen segons I'amplitud, que es mesura en graus sexagesimals.
Poden ser:

* Nuls: amb una amplitud igual a 02.

* Convexos: amb una amplitud més gran que 02, pero inferior a 1802. Poden ser:
. B 90°
* Aguts: amb una amplitud més gran que 02
pero inferior a 909,

180°

* Rectes: amb una amplitud igual a 902.

*  Obtusos: amb amplitud més gran que 909,
pero inferior a 1809.

* Plans: amb una amplitud igual a 180¢9.
* Concaus: amb una amplitud més gran que 1802, pero inferior a 3609.

*  Complets: amb una amplitud igual a 3602.

Convexos

|

[

Mul L \ Pla Concau Complet
/ " /\ O

Agut Recte Obtds

Posicions relatives d’angles que comparteixen un vertex

* Consecutius: tenen en comu el vertex i un costat. \0/ /—/(

* Adjacents: son consecutius que tenen el costat  Consecutius Adjacents
no comu sobre la mateixa recta. Sempre sén ﬁg
suplementaris.

Oposats pel vértex

* Oposats pel vertex: tenen en comu el vertex pero els costats no. Tenen la mateixa
amplitud.
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Angles les amplituds dels quals tenen una suma particular
* Complementaris: les seues amplituds sumen 902.
* Suplementaris: les seues amplituds sumen 180¢9.

* Sisdnconsecutius i sumen 3609, el més menut s"anomena angle interior, i el més
gran, angle exterior.

Exterior
Complementaris l;/{ Suplementaris E\Q /G

Interior

Una altra recta especial: la bisectriu

Bisectriu: és la semirecta que passa pel vértex d’un angle i el divideix en dues parts
amb la mateixa amplitud.

Com es dibuixa?

e Estraca unarcamb el centre en el vertex de I'angle (que talle els costats).

e Amb la mateixa obertura del compas, es tracen dos arcs amb els centres en
els punts de tall. Aquests arcs es tallen en un punt P.

e Estraca unasemirecta amb 'origen en el vertex de I'angle i que passe pel punt
P.

e Aquesta és la bisectriu de I'angle.

3. Classificacio general de figures planes

Abans de veure la classificacié general, cal recordar algunes

definicions: . /

e Linia poligonal: és una linia formada per diversos  Liniapoligonal oberta
segments.

e Linia mixta: és una linia formada per segments i per linies

corbes. _
Linia poligonal tancada



MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25

Figura plana: és qualsevol linia
corba tancada, qualsevol linia
poligonal tancada o qualsevol linia
mixta tancada, juntament amb el
seu interior.

BORJA LOPEZ NAVARRO

o

Linia corba oberta

/N

Linia mixta cberta

Linia corba tancada

Linia mixta tancada

ORNT

Figures
planes

4.

Figures planes

A continuacid hi ha una vista panoramica de com es classifiquen les figures en el pla:

—

Poligons

Segons els_|

— Equilaters
Segons Istsceles
els Escalens
costats —

Acutangles

Rectangles
angles
Obtusangles
els convexos B Quadrats
poden ser
o Rectangles

Parallelograms

Rombes

Trapezis Romboides

Trapezoides

Regulars
Seqons
els Irregulars
. costats
Poligons = .
Segons els Concaus
angles
interiors SONVEXDS
Triangles
Segons el
nombre de Quadrilaters
Figures costats 7 :
Pentagons
planes
Mmixtes Hexagons
Heptagons
Figures planes corbes: només algunes tenen nom, com el cercle o 'ellipse

Poligon: qualsevol figura plana formada per una linia poligonal tancada i el seu

interior.

Elements d’un poligon

Costats: els segments que formen la linia

poligonal.

Vertexs: punts on s’uneixen els costats.

Angles interiors: angles interiors formats pels

costats.

diagonal

s
vertex

angle interior

costat

Diagonals: segments que uneixen dos vertexs no consecutius.
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Tipus de poligons segons els costats

Regulars : tenen tots els costats iguals (mateixa longitud),

Q00 %W

Triangle Ouadrilster Pentagan Hexagon Octbgon regular

equilater regular (guadrat) reqular ) Dacagan
qular (qu } regular reqular
Irregulars: no tenen tots els costats iguals.
Triangle Triangle Quadrilat :
Istsceles Iels.cla%é |rreguluaar -'Irlee::tirng[e‘- - nrﬂlua_cl(rllate;r del Heptagon
u Y irrequtar lromooide) II’r'EQLIlEII'
Tipus de poligons segons els angles interns
Concaus : tenen algun angle interior amb amplitud major a 180°
Heptagon i L&- &
irregular Dacagon Hexagon Quadrilater
concau regular céncau irregular cncau inregular concau

Convexos: tots els angles tenen amplitud menor a 180°.

Quadrilater <:> O Cuadrilater

Triangle .
Isbsceles irreqular convex Hexagon Octogen regular
(trapezi) regular convex canvex

irregular convex
(rectangle)

Tipus de poligons segons el nombre de costats

Triangles : 3 costats. Dodecagons: 12 costats.

Quadrilaters: 4 costats. Tridecagons : 13 costats.

Pentagons: 5 costats. Tetradecagons: 14 costats.

Hexagons: 6 costats. Pentadecagons: 15 costats.

Heptagons: 7 costats. Hexadecagons : 16 costats.

Octogons: 8 costats. Heptadecagons: 17 costats.

Enneagons: 9 costats C]cladecégons - 18 costats. Ouadrildter irregular

Decagons: 10 costats Enadecagons : 19 costats. concau Tetradeclégm
3 . rre ar

Undecagons: 11 costats Isodecagons: 20 costats. iy

| molts més noms rars...

Quadrilater regular
canvex (rombe) Decagon regular convesx
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Tipus de triangles segons els costats

Equilaters : tenen els tres costats iguals (mateixa longitud).

APV P

Isosceles: tenen només dos costats iguals.

ALAITVAAY)

Escalens: tenen els tres costats diferents.

N a7 AN

Tipus de triangles segons els angles

Acutangles : tenen els tres angles aguts.

D A

Rectangles: tenen un angle recte 1 la resta aguts.

N <

Obtusangles: tenen un angle obtds i la resta aguts.

N A~

Tipus de quadrilaters convexos

» Parallelograms : tenen els costats oposats parallels.

» Quadrats: son requlars 1 tenen els angles interiors 1guals.

Cuadrilater
+ Rectangles: tenen els costats oposats iguals i els angles interiors iguals. irregular convex
* Rombes: son regulars | tenen els angles interiors oposats iguals. (paralielogram rectangle)

* Romboides: tenen els costats oposats iguals | els angles interiors oposats iguals.
» Trapezis: tenen nomes un parell de costats paral-lels gue s'anomenen base major | base menor.

» Trapezoides: no tenen cap costat paral-lel.

Quadrilater Quadrilater regular

. i Quadrilater
Quadrilater regular Quadrilater ) o
'“cr:ex I’Iparelll-llelgaugram |rre;ularlc0nve>< |r:regull?rlcomex ( Clml“l‘x irregular conves
- y ) N [parallelogram paral-lelogram \
quadrat) (trapezi) P g (trapezoide)

ramboide) rombe)
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Elements d’un poligon regular

* Costat: cadascun dels costats del

g angle central
poligon. =
costat radi
* Vertex: cadascun dels vertexs del TR
poligon.
* Radi: segment que uneix un vertex
apotema

amb el centre.
* Apotema: segment que uneix el centre d’un costat amb el centre.
* Angle interior: angle entre dos costats.
* Angle central: angle entre dos radis.

* Centre: punt equidistant entre tots els vertexs.

5. Circumferéncia i cercle

Circumferéncia: és una linia corba tancada, els punts de la qual estan tots a la mateixa
distancia d’un punt anomenat centre.

Cercle: és una figura plana corba que esta tancada per una circumferéncia.
Elements de la circumferéncia i del cercle

Centre: punt del qual equidisten tots els punts de la
circumferencia.

Radi: segment que uneix el centre amb un punt de Ia
circumferencia. C diametre

Corda: segment que uneix dos punts de la circumferencia.
Diametre: corda que passa pel centre.

Arc: part de la circumferencia compresa entre dos punts d’aquesta.
Semicircumferéncia: arc igual a mitja circumferencia.

Semicercle: mig cercle.
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Superficies circulars

Sector circular: part limitada per
dos radis i un arc.

Segment circular: part limitada per
una corda i un arc.

Semicercle: mig cercle. Corona circular

Corona circular: part compresa entre dues circumferéncies que comparteixen el
centre.

Trapezi circular: part de la corona circular entre dos segments que uneixen les dues
circumferéencies.

Posicions relatives d’una recta i una circumferéncia

Recta exterior: la recta no talla la
circumferencia.

Tangent
Recta tangent: la recta talla la  Exterior
circumferencia en un punt.
Recta secant: la recta talla la
Secant

circumferencia en dos punts.

6. Perimetre i area de figures planes

Perimetre de poligons

En tots els poligons, el perimetre es calcula com la suma de les longituds dels costats.
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Area de poligons

BORJA LOPEZ NAVARRO

RECTANGLE QUADRAT PARAL-LELOGRAM
b b
A:(pb A:[3 A=(!'&
“TRIANGLE TRAPEZI POLIGON REGULAR | CERCLE
;
b b
A_a-!) A_fH/’:'_ﬂ A - Perimetro - a
"2 ~ 2 ) 2 A=nr?

Perimetre de la circumferéncia i longitud del seu arc

P =2nr

Area de les figures circulars

SECTOR CIRCULAR CORONA CIRCULAR TRAPEZI CIRCULAR

A
)

xR —=r*

R
x-n°-[R ,]

M=~ -

360°

2m-r-n®

360°

Nota: el perimetre de la semicircumferéncia és la meitat de la circumferéncia, i I'area
del semicercle, la meitat de la del cercle.
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7. Classificacio general de figures en I’espai: cossos geometrics

Aci presentem un esquema global dels diferents tipus de cossos geométrics que hi
ha:

Rectes
Tetraedre regular Segons els
_ anales Oblicus
g
Hexaedre regular (cub)
Segons Regulars o —
les cares platonics Octaedre regular Triangulars
: Dedecaedre regular
Poliedres . _ J Quadrangulars
Prismes |cosaedre regular Segans leg
Segons el bases — Pentagonals
nombre de Piramides ] Hexagonals
cares L
Coss.c:-‘st - _ L Regulars
geometrics Tetraedre ~ Irregulars
Pentaedre Rectes
NC’[ g Esferes Hexaedre Segons E'IE.-_Ob“CIIL'JES Parallelepipedes
poliedres L angles -
o Cilind res (rectes Igeptaedre 4 Triangulars
circulars o oblics) ] Octaedre Rectangulars
Cons (rectes o Eneaedre Segons la Pentagonals Ortoedres
oblics) — hase |
- Altres cossos geométrics _?rig;llfl;gr's Cubs

8. Poliedres

Cos geometric: qualsevol figura que es representa en I'espai tridimensional.

Poliedre: cos geometric les cares del qual son poligons.

Classificacio de poliedres
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Segons el nombre de cares:

* Tetraedres: 4 cares.

* Pentaedres: 5 cares.

* Hexaedres: 6 cares.

* Heptaedres: 7 cares.

* Octaedres: 8 cares.

* Enneaedres: 9 cares.

* Decaedres: 10 cares.

* Hendecaedres: 11 cares.
* Dodecaedres: 12 cares.
* Icosaedres: 20 cares.

Segons el tipus de cares:

Regulars o platonics: totes les

cares iguals.
Prismes: dues cares iguals i
paral-leles, anomenades

bases, i cares laterals que sén
paral-lelograms.

Piramides: formades per un
poligon anomenat base i per
cares laterals que sén triangles
gue s’uneixen en un punt.

BORJA LOPEZ NAVARRO

Tetraedre
regular
(piramide)

Octaedre
(prisma)

Icosaedre Cos geomeétric
regular
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Irregulars: les bases son

irregulars.

poligons

Elements d’una piramide

Base: el poligon oposat al vértex.

Cares laterals: els triangles que van de la base a la

cuspide.

Vertex: el punt on s’uneixen les arestes laterals.

Arestes de la base: els costats de les bases.

Arestes laterals: els costats dels triangles.

Altura: la distancia des de la base fins al vertex.

Apotema: I'altura dels triangles.

Tipus de piramides segons els angles

Rectes: el vertex es troba sobre el centre de la

base.

Obliqiies: el vertex no es troba sobre el centre

de la base.

Tipus de piramides segons la base

Triangulars: la base és un triangle.

* Tetraedre regular
Quadrangulars: la base és un quadrilater.
Pentagonals: la base és un pentagon.
Hexagonals: la base és un hexagon.
Heptagonals: la base és un heptagon.
Octogonals: la base és un octogon.
Enneagonals: la base és un enneagon.
Decagonals: la base és un decagon.

Regulars: la base és un poligon regular.
Irregulars: la base és un poligon irregular.

BORJA LOPEZ NAVARRO

Enneaedre prisma
heptagonal regular oblic

Cuspide

Arista latera

Apotema

Alcada

Caralateral

Base

Arista de la base

Pentaedre piramide
guadrangular recta
irregular

Hexaedre piramide
pentagonal abligua regular

Hexaedre piramide
pentagonal obligua
Dacaadre piramids irreqular

eneagonal recta regular
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9. No poliedres

BORJA LOPEZ NAVARRO

No poliedres o cossos redons: son cossos geometrics que tenen una superficie corba

en alguna de les cares.
L’esfera

Esfera: conjunt de punts de |'espai que equidisten
d’un punt anomenat centre.

Radi de lI'esfera: segment que uneix el centre de
I'esfera amb qualsevol punt d’aquesta.

El cilindre

Cilindre: cos geomeétric format per un rectangle que gira al voltant d’un dels costats.

Elements del cilindre

* Bases: els dos cercles que forma el rectangle quan
gira.

* Superficie lateral: formada pel rectangle quan gira.
* Generatriu: I'altura de la superficie lateral.

* Altura: distancia entre les dues bases.

* Radi: és el radi del cercle que forma la base.
Tipus de cilindres segons els angles

* Rectes: la generatriu és perpendicular a les bases.

* Oblics: la generatriu no és perpendicular a les bases.

El con

-

Con: cos geometric format per un triangle rectangle que gira al voltant d’un dels

catets.
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Elements del con
* Base: el cercle que forma el triangle en girar.

* Superficie lateral: la que forma el triangle en girar.

* Generatriu: segment des del vértex fins a un extrem de Generatriu

la base.
* Altura: distancia entre la base i el vertex.
* Radi: és el radi del cercle que forma la base.
* Vertex: punt oposat a la base.
Tipus de cons segons els angles
* Rectes: el vertex esta sobre el centre de la base.

* Oblics: el vertex no esta sobre el centre de la base.

10. Area i volum dels cossos geométrics

Area dels poliedres
En tots els poliedres, I'area es calcula com la suma de les arees de les cares.

Area dels cossos redons

Esfera Cilindre recte Con recte

A = 4mr?

A =nmrg+nmr?

A =2ar(r+h) 0

Volum dels poliedres

En els prismes: Area = Area de la base X altura

Area de la base x altura
3

En les piramides: Area =
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Volum dels cossos redons

Esfera Cilindre recte Con recte

== h
h
V=11I’2h
3

V = %ﬂ"f‘g V = nrih

11. Semblanca

Dues figures o més son semblants si tenen la mateixa forma, perd mesures
diferents.

Dos poligons son semblants si els costats corresponents sdn proporcionals.

Figures
‘ semblants
3
5 Com:
. 45 45 3 45 6 45 Trapezis
3 T3 173 =15 — semblants
1A o)

12. Teoremes de Tales i Pitagores

Teorema de Tales

Si en un triangle es traca una linia paral-lela a qualsevol dels costats, s’obté un
triangle que és semblant al triangle donat.

1i2sdn a b

semblants = 1
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Teorema de Pitagores

En un triangle rectangle, la suma dels quadrats dels catets és igual al quadrat de
la hipotenusa.

4
b k T
C

13. El pla cartesia

Recordem els elements basics del sistema de referéncia usual en el pla cartesia:

EixYo
d'ordenades
YA
Coordenada X S —
Coordenada Y l |
(-3,1)
S e T Punt
EixXo
T dusies
3 2 4 2 3 scises
Lo
(-1 _’\0‘----—-2 Origen de
o 45 coordenades

14. Moviments en el pla

Un moviment en el pla és una transformacié geometrica que no altera la forma
ni la mesura de les figures. Hi ha tres tipus de moviments en el pla: les
translacions, els girs i les simetries.

* Translacié: una figura es trasllada quan es mou en linia recta en qualsevol
direccio.

* @Gir: una figura pateix un gir quan rota respecte d’algun punt.
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* Simetria: una figura és simétrica a una altra si en doblegar per una recta,
anomenada eix de simetria, les dues figures coincideixen.

Gir

Translacio Simetria

-‘\"«‘iq



PROBLEMA SOBRE VOLUMS

L’estiu comenca i volem omplir la piscina de la nostra comunitat de veins. Tanmateix, hi
ha sequera i 'ajuntament ha prohibit omplir les piscines. Només podran fer-les servir
aquelles comunitats que no la van buidar I'any passat.

Davant I'enuig dels veins, al president se li ocorre un pla genial: robar I'aigua de la piscina
a la comunitat del costat, portant-la amb cubells fins a la seua piscina. Amb aquesta
finalitat, hi ha un equip de tres persones format pel president, el conserge i el jardiner.
La primera nit, cadascun d’ells fa 16 viatges amb 2 cubells de 10 litres cadascun. Acaben
exhausts, pero orgullosos. Segons assegura la primera dama, el cap de setmana tindran
la piscina plena.

La piscina és un ortoedre i té unes dimensions de 15 metres de llarg, 7 metres d’ample i
2 metres de profunditat.

La primera dama té rad? Es un pla genial o el president se n’ha anat del cap?
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EXERCICIS | PROBLEMES DE GEOMETRIA

Nota: Tots els exercicis excepte I’1 entren per a I'examen.

1. Dibuixa tres segments i traca’n les mediatrius. Dibuixa tres angles i traca’n les
bisectrius.

2. Classifica els angles seglients:

a) b) ¢) d) >
e) f) 2) h) A

3. Digues si els parells d’angles seglients son consecutius, adjacents, oposats pel
vertex, complementaris o suplementaris:

AL
N

a)
d)
Completa la taula 1 que hi ha en la pendltima pagina.

4.

Calcula el perimetre i I'area de les figures seglients. Si tenen una part ressaltada,
només d’aquesta part:
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3m.

10m. 3m.

p)

b)

15

5 —12—-5+

25 i

im
e A

a&m

BORJA LOPEZ NAVARRO

c)

1cm
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T) 4 t)

c h A

4 ) 14 em

i
-
L]

A
h J

:a
-p.

X) V) z)
‘

6. Completa la taula 2 que hi ha en I'Gltima pagina.

7. Calcula l’area i el volum dels cossos seglients:

a) b)

16 cm

25 cm

W 7

. . o8
. O
=
L
I : .
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8. Indica si els poligons seglients sén semblants o no:

4
> 2,5 0.83
39 3 1,67
3 L]
4 5.2 1 33
10

28 4.2

22 112 4

50 2
20 8.8
8.3 20

30 12 4

10
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9. Enaquest pla cartesia es mostra I'antiguitat i el preu de sis cotxes de segona ma.
Contesta a les preguntes:

Oy a. Quin és el cotxe més car?

L algy -

& F ., , -
¥0) ol b. Quin és el cotxe més antic?
e |

?

pron c. Quants cotxes valen 5.000€7
sig0 | — T ) S S S

& c b d. Quants cotxes tenen 4 anys
4900 » — N

d’antiguitat?
LT |
N 4,
e. Quants cotxes valen més de 4.000€?
1ty o
X

0 2 3 € 5 10 2 18 1o 1D 20 Aria f. Dels cotxes que costen 5.000€, quin té
(Afesh menys anys?

10. Identifica si les figures seglients han patit translacions, girs, simetries o cap
d’aquestes.

0 6 L

€2Covie fngtas &c"kW

S =
HEH o 0




TAULA 1

Figura

Poligon?

Si és un poligon

Regular o
irregular?

Concau
o]
convex?

Nom
segons
el
nombre
de
costats

Si és un triangle

Si és un quadrilater

convex
_ _ Siésun
Tipus | TIpUS | i e | Paral-lelogram
segons | segons .
els ols quadrilater
costats | angles convex Tipus de

paral-lelogram




TAULA 2

Cos

¢alpaljod

Si és un poliedre

Nom
segons el
nombre de
cares

Si és una piramide

Si és un prisma

Regular,
prisma,
piramide o
cap

d’aquests
?

Tipus
segons
els
angles

Tipus
segons la
base

Tipus
segons
els
angles

Si és quadrangular

Tipus
segons la
base

¢opadidajo|-ered

Si és un

paral-lelepiped

e

£21paouO

Si és un
ortoedre

Cub?
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TEMA 5: MESURA

Per fi arribem a I'tltim tema del curs que, a més, és el més senzill de tots. En aquesta
unitat ens dedicarem a repassar totes les eines matematiques de que disposem per a
mesurar el mén: les magnituds i les unitats, les conversions i les operacions entre unitats.

Els continguts de qué consta aquest tema sén els seglients:

1. Unitats de massa 7. El sistema sexagesimal: angles i

2. Unitats de longitud temps

3. Unitats de superficie 1. Operacions en el sistema

4. Unitats de volum sexagesimal

5. Unitats de capacitat 8. La mesura del temps

6. Relacié entre volum i capacitat 9. Escales: planols i mapes
Comencem!

1. Unitats de massa
Massa: expressa la quantitat de matéria que té un cos. NO ES EL PES.

Unitat principal: el quilogram (kg).

A

Tona (t)
Quintar (q)

) Quilogram (kg)
0 Hectogram (hg) x10
Decagram (dag)
Gram (g)
Decigram (dg)

Centigram (cg)

Mil-ligram (mg)
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2. Unitats de longitud

Longitud: expressa la distancia entre dos punts.

Unitat principal: el metre (m).

110

A
Unitats de longitud

Quilometre (km)
Hectometre (hm)
Decametre (dam)
Metre (m)
Decimetre (dm)
Centimetre (cm)

Mil-limetre (mm)

3. Unitats de superficie

BORJA LOPEZ NAVARRO

x 10

Superficie: expressa la mesura de I'area d’una superficie.

Unitat principal: el metre quadrat (m?).

: 100

4 Unitats de superficie

autemerreuserae )| |

Hectometre quadrat (hm?)
Decametre quadrat (dam?)
Metre quadrat (m?)
Decimetre quadrat (dm?)
Centimetre quadrat (cm?)

Mil-limetre quadrat (mm?)

Hectarea (ha) = 1 hm?
Area (a) = 1 dam?

Centiarea (ca) = 1 m?

x 100
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4. Unitats de volum
Volum: expressa la mesura de I'espai que ocupa un cos solid.
Unitat principal: el metre cibic (m?3).
|
Quildmetre cubic (km3)
Hectometre cubic (hm?3)
Decametre cubic (dam?3)
: 1000
Metre ctbic (m3)
Decimetre cubic (dm?)

Centimetre cubic (cm?3)

Mil-limetre ctbic (mm?3)

5. Unitats de capacitat

Volum: expressa la mesura de I'espai que ocupa un cos liquid.

Unitat principal: el litre (I).

4
r Unitats de capacitat

Quilolitre (kI)
Hectolitre (hl)
: 10 Decalitre (dal)
Litre (1)
Decilitre (dl)
Centilitre (cl)

Mil-lilitre (ml)

BORJA LOPEZ NAVARRO

x 1000

x 10



MATEMATIQUES PER A MESTRES — CURS 2024/25

6. Relacié entre volum i capacitat

BORJA LOPEZ NAVARRO

El volum i la capacitat mesuren el mateix: I’espai que ocupa un cos. No obstant aixo,
segons el context s’utilitza una magnitud o I'altra. Normalment es fa servir el volum
per als cossos solids i la capacitat per als liquids. Es important saber passar d’una
magnitud a I’altra i viceversa.

110

x 10

7. El sistema sexagesimal: angles i temps

Metre cubic (m?3)

Decimetre ctbic (dm?)

Centimetre cubic (cm?3)

A
r Unitats de volum Unitats de capacitat

Quilolitre (kI)
Hectolitre (hl)
Decalitre (dal)
Litre (1)
Decilitre (dl)
Centilitre (cl)

Mil-lilitre (ml)

En el sistema sexagesimal s’utilitza com a element principal el nimero 60 (a diferencia
del decimal, en qué s’utilitza el numero 10). Per tant, en les situacions on es faca servir
aquest sistema, comptarem de 60 en 60. Les dues situacions més habituals sén: la
mesura d’angles i la mesura del temps.

La unitat de mesura principal dels angles és el grau sexagesimal (2), i la del temps, el

segon (s).

- 60 Unitats de mesura d’angles Unitats de mesura del temps

X 60

Grau sexagesimal (2)
Minut sexagesimal (‘)

Segon sexagesimal (“)

Hora (h)
Minut (min)

Segon (s)
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Operacions en el sistema sexagesimal

Per a operar amb mesures en el sistema sexagesimal, cal operar amb cada unitat per
separat i fer les conversions necessaries.

. hl° 96 T a°53 18" | 3 27° 18° 34"
L4h 21 min 40 s E00 374" - 15 37 a6 X4

Oh 45 min 38s 520 37 16" 0 108" 72 136" ,,2:/115.,

_ © 41° 38 50" 11
9h 66min I8% 114* 2 16"
h &Fmin 18 s , " . P
" . 100 58 26 2=120" 108° 74’ 16
10h 7min 18s 138" /|

138" 1" 14
0 109° 14° 16"

8. La mesura del temps

A més de les tres unitats del sistema sexagesimal que ja hem vist, en el dia a dia
utilitzem moltes més unitats de mesura del temps. Sén les seglients:

Segon Unitat principal Bimestre 2 mesos Quadrienni 4 anys

Minut 60 segons Trimestre 3 mesos Lustre 5 anys

Hora 60 minuts Quadrimestre 4 mesos Decada 10 anys

Dia 24 hores Semestre 6 mesos Segle 100 anys

Setmana 7 dies Any 12 mesos Mil-lenni 1000 anys
Quinzena 2 setmanes Bienni 2 anys Edat Diversos segles
Mes 4 setmanes Trienni 3 anys Era Diversos mil-lennis

9. Escales: planols i mapes

Una escala és I'expressid de la raé que hi ha entre les mesures d’un objecte real i la
seua representacid reduida. Podem trobar escales en els mapes, els planols, les
magquetes, els puzles, les construccions, etc.

Sempre és de laforma 1: x, que es llig com “una unitat al mapa correspon a x unitats
en la realitat’. Sempre ens han de dir quines unitats sén.

Per exemple, si I'escala d’'una maqueta esta en cm i és de 1:1.000, significa que 1 cm
de la maqueta equival a 1.000 cm a la realitat. Aixi, si sabem que la maqueta mesura
35 cm d’altura, podem calcular I'altura de la figura real:

1 cm magueta 1.000 cm reals

35 cm maqueta —— ? Sdn 35.000 cm = 350 m reals



a)
b)
c)

d)
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EXERCICIS | PROBLEMES DE MESURA

Nota: Tots els exercicis entren per a I’'examen.

1. Transforma les unitats seglients:

4 dag = g f) 35dm?= m? k) 25hl= m3
35kg = t g) 0,14 km? = dam? [) 940cm3=

50m = hm h) 1,5m3= cm? m) 0,043 dal =
2,5mm = dam i) 7.000 mm3= dam3 n) 32.000 mm?3 =
600 ml = hl j) 1,51= dm?3 o) 2km3= dl

2. Lluis va fer una excursio de 20 km, 75 hm, 75 dam i 250 m en tres etapes. En la
primera, va recorrer 5 km i 5 hm, i en la segona, 1 km i 50 dam més que en
I'anterior. Quant va recérrer en la tercera etapa? Expressa el resultat de forma
complexa i incomplexa.

3. Gabriel té dues milotxes, una de roja i una altra de verda. La corda de la roja
mesura 8 m, 6 dmi9cm, iladelaverda, 7m, 3dmi5 cm. Quants centimetres
mesura menys la verda que la roja? Quant falta a la roja perquée arribe als nou
metres (de forma complexa)?

4. La muntanya més alta del mén, I'Everest, té una alcada de 8.848 m. El K2, la
segona més alta, fa 2 hm, 3 dam i 7 m menys. Quant mesura el K2?

5. Enuna fabrica de refrescos tenen un deposit de 2,97 kl. Quantes botelles d’1,5 |
poden omplir amb el refresc del deposit? | si I'envasen en llaunes de 33 cl
cadascuna?

6. Solana esta entre Teulars i Ombria. Entre Teularsi Solana hiha 8 kmi5 hm; i entre
Teulars i Ombria hi ha 12 km i 450 m. Quants hectometres hi ha entre Solana i
Ombria? | de forma complexa?

7. Un camié pot portar una carrega maxima de 5 t. En una fabrica ha carregat 6
contenidors de 3 q i 85 kg cadascun. Quants quilos més pot carregar?

8. Carles té 38,5 | d’oli i ha omplit 8 botelles de tres quarts de litre cadascuna. La
resta la posa en pots de 125 ml cadascun. Quants pots ompli?

9. Marta té un poal d’un litre de capacitat amb un poc d’aigua. Després d’abocar-hi

dos gots de 20 cl cadascun, falten 3 dl per a omplir el poal. Quanta aigua hi havia
al poal al principi?

ki

dam?3
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10. En un festival es van arreplegar 150.000 confetis de 5 mm de llarg cadascun.
Quants quildometres feia la cinta de paper amb la qual es van fabricar?

11. En un supermercat venen botelles de llimonada de mig litre, de taronjada de tres
quarts de litre i de cola d’un litre. Per a la meua festa d’aniversari he comprat 3
botelles de refresc de cada tipus. Els convidats han demanat 4 gots de llimonada,
6 de taronjada i 10 de cola. Cada got és de 200 ml. En tinc prou per a tothom?

12. Uniogurt conté 1,5 mg de vitamina E.
a) Quants grams de vitamina E contenen 1.000 iogurts?
b) Quants iogurts es poden elaborar amb 30 g de vitamina E?

¢) Mariola menja 2 iogurts al dia. Quants decigrams de vitamina E pren a
I'any amb els iogurts?

13. Lucas busca pis i troba els tres habitatges seglients:
a) Benimaclet: 0,75 dam? de superficie i 116.000 €
b) Russafa: 0,009 ha de superficie i 193.500 €
c¢) Campanar: 0,84 a de superficie i 68.900 €
Quina oferta té el millor preu per metre quadrat?

14. Raquel té una parcel-la de 18 ha. Ha sembrat blat en un terg de la parcel-la i avena
en la resta. Quants m? ha sembrat de cada cereal?

15. En un poble es dediquen als cultius de regadiu 18 ha i 90 a; i als de seca, 19.000
a. A quin cultiu es dedica més extensié? Quants metres quadrats més?

16. En un solar de 2,05 hm? es reserven 11.300 m? per a zones verdes i la resta es
divideix en 23 parcel-les iguals per a xalets. Quants m? mesura cada parcel-la?

17. Ferran vol posar un socol a una habitacié rectangular de 6,25 m de llarg i 3,5 m
d’ample. A I’'habitacié hi ha una porta de 0,12 dam d’ample. Quants dm de socol
necessita?

18. Una canonada en mal estat té un forat per on es perden 3 ml d’aigua cada segon.
Quants litres d’aigua es perden en un dia? Quants quilolitres d’aigua es perden
enunany?

19. Nicolau posa a la venda una parcel-la de 3,5 hai 9 a per 574.400 €, i un solar de
6,5 a i 80 ca per 17.520 €. Per quant ven el metre quadrat de la parcel-1a? | del
solar?
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20. Transforma les mesures seglients tal com s’ indica:
a) 12h10min20s=_____ s g) 61.927=___ ¢
b) 1h12min=_____ min h)y 17¢12’=  *
¢) 2493min=____h____min i) 54220'15”=__
d) 28689 min=___  _h__ min j) 67h93 min=__h__ s
e) 8.162.810s=__ k) 6.748s=
f) 7.150.817"=___ ‘ “ ) 3r23'43"=_____”
21. Matilde ha jugat aquesta setmana dos partits de badminton. El primer va durar 1

22.

23.

24,

25.

26.

hora i 52 minuts, i el segon, 1 hora, 47 minuts i 50 segons. Quant de temps van
durar en total els dos partits? Expressa-ho de forma complexa i incomplexa.

En mesurar I'angle del sol sobre I’horitzd, Joana va obtenir 352 27’ 45", Vint
minuts més tard, en va calcular I'angle de nou i era 62 45’ 23" menor. Quin angle
formava el sol en la segona mesura? Quant descendeix el sol cada hora? | cada
minut?

Miquel volia caminar dilluns 2 hores, pero al final només va caminar 1 hora, 45
minuts i 30 segons. Quant de temps li va faltar per dur a terme el seu pla? Si
durant tota la setmana camina el mateix que dilluns, quant caminara en total?

El penell de ma casa va girar un angle de 702 50’. Després, va girar 252 40”. Quant
va girar en total? Quant va girar la primera vegada més que la segona? El penell
del meu vei va girar en total una cinquena part del meu. Quants graus va girar?

Joan va completar una prova en 2 h, 15 min i 20 s. Maria va tardar a completar-
la 50 min i 30 s més que ell, i Pere va tardar 3 h, 50 min i 40 s. Quant va tardar
Maria? Quant va tardar Pere més que Maria?

Contesta les seglients preguntes:

a) Son les 16:45. Quina hora sera 9 hores i 20 minuts després? | 3 hores i
mitja abans?

b) Soén les 8:45 pm. Quina hora era 3 hores i 35 minuts abans? | 6 hores i
quart després?

c) Iscde casaales 10:05 h del mati i tarde una hora i mitja a tornar. A quina
hora torne a casa?
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d) La classe comenca a les 17:15 h i dura una hora i quart. A quina hora
acaba?

e) Acabem d’eixir del cinema i sén les 19:45 h de la vesprada. La pel-licula
ha durat 2 hores i 10 minuts. A quina hora ha comengat la pel-licula?

f) Son les 10:10 h del mati i la botiga fa 40 minuts que ha obert. A quina
hora obri la botiga?

g) Hem eixit de la discoteca a les 4 am i m’adone que el mobil s’acaba de
qguedar sense bateria. Normal, ja han passat 7 hores i 45 minuts des que
el vaig carregar just abans d’eixir de casa. A quina hora vaig eixir de casa?

h) Me’n vaig de viatge a Los Angeles. Alla sén 8 hores menys que a Espanya.
Tinc el vol a les 6:25 pm i el viatge dura 12 hores i mitja. A quina hora hi
arribaré?

27. El teléfon es va inventar el 1876; el microscopi, el 1590, i els prismatics, el 1608.
a) Quants segles fa que es va inventar cada aparell? | anys?

b) Quantes décades van passar des de la invenci6 dels prismatics fins a la del
teléfon? | anys?

¢) Quants lustres van passar des de la invencio del microscopi fins a la dels
prismatics? | anys?

28. Fabiana compra una finca a terminis durant 10 anys, i paga la mateixa quota cada
trimestre: 1.350 €.

a) Quantes quotes pagara en dos anys? | en un quadrienni?

b) Quants diners haura pagat quan hagen passat cinc semestres? | quan
hagen passat tres quadrimestres més?

¢) Quantvallafinca?

29. L'escala del meu planol de Valéncia és d’1:15.000. A quina distancia (en m) es
troba la Llotja de I’'Hemisferic si la distancia en el planol és de 23 cm?

30. M’he comprat una maqueta del Titanic que fa 7 dm de llarg. El Titanic feia 2 hm,
6 dam i 9 m de llarg. Quina és |'escala de la maqueta?

31. En el meu atles mundial, la distancia entre Pequin i Nova York és de mig metre.
He buscat en internet i aquestes ciutats estan a 11.000 km de distancia. Quina és
I'escala del meu atles?



