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TEMA 1

FORMAS PLANAS Y CUERPOS
TRIDIMENSIONALES

1.1. Aspectos curricularesy focos de contenido

En el curriculo de Educacién Primaria regulado por la LOMLOE (Ministerio de Educaciéon
y Formacion Profesional, 2022) se contemplan los saberes bdsicos del sentido espacial y geo-
métrico que se muestran en la Tabla 1.1

Saberes basicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo

Localizacion y visualizacion de objetos. Orientacion bdsi- X

ca en el espacio (derecha, izquierda, delante, detras, arri-

ba, abajo, etc.)

Localizacion de objetos (puntos) sobre los ejes, el plano X X
cartesiano. Localizacion en mapas a partir de puntos de

referencia, incluidos los puntos cardinales.

Elementos basicos: vértices y lados. Poligonos regulares. X X X
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Saberes bésicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo
Poliedros regulares. Vocabulario basico. Relacion entre X X
vértices, aristas y caras.

Lineas rectas, curvas. X X

Interseccion, paralelismo y perpendicularidad. Posicio- X X
nes relativas de rectas en el plano.

Identificacion y descripcion de diferentes poligonos. X X X
Composicion y descomposicion

Célculo de perimetros y dreas de poligonos. X X
La circunferenciay el circulo. Elementos y propiedades. X X X
Longitud de la circunferencia y 4rea del circulo. Nimero X
pi.

Angulos, medicién y clasificacién de 4ngulos. Clasifica- X X
cion de tridngulos.

Transformaciones: giros, traslaciones y simetrias en situa- X X

ciones reales.

Semejanza: identificacion y generacion a partir de patro- X
nes.

Concavidad y convexidad de figuras planas. X X
Desarrollo y clasificacion de prismas y piramides. X
Programas informaticos de geometria dindmica X X X
Desarrollo y usos de la geometria, tanto a nivel practico X X X

como estético, incorporando la perspectiva de género.
Estrategias de aprendizaje de conceptos geométricos y X X X
aceptacion de dificultades.

Tabla 1.1: Saberes basicos del sentido espacial y geométrico

1.1.1. Geometria en el plano
Superficie, recta y punto

Un plano tiene dos dimensiones (dimensién 2). Euclides en el libro Los Elementos afirma
que una superficie es aquello que solo tiene longitud y anchura. Normalmente representa-
mos un plano como la superficie representada en la Figura 1.1. Usualmente se utilizan le-
tras griegas para nombrar los planos. Un plano esta formado por infinitos puntos, por tanto,
es ilimitado en todas sus direcciones. Sin embargo, esta infinitud no la podemos represen-
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tar graficamente. La idea de superficie se puede trabajar intuitivamente con el alumnado de
Educacién Primaria entendiendo que es aquello que se puede palpar sin coger, por ejemplo,
la superficie de un libro, de una pelota o de la pizarra.

Figura 1.1: Superficie plana

Un punto no tiene dimension (dimensién 0) y sirve para indicar una posicion. Los puntos
se suelen nombrar con letras mayusculas. En la Figura 1.2 se representa un punto P como
elemento de un plano «. Las lineas rectas como objetos geométricos tienen infinitos puntos.
Sin embargo, del mismo modo que ocurre con los planos, esta infinitud no se puede repre-
sentar graficamente y los modelos representados graficamente tienen extension limitada. Las
lineas rectas se trazan utilizando como instrumento de apoyo la regla. En la Figura

Figura 1.2: Punto P del plano «

Una linea recta que pasa por dos puntos A y B es el camino mds corto entre esos dos
puntos y tiene solo una dimensién (dimensién 1) que denominamos longitud. Las rectas se
suelen nombrar con letras mintsculas. En la Figura 1.3 vemos representada la recta m que
pasa por los puntos Ay B. El tramo de recta entre los dos puntos se denomina segmento. El
segmento que tiene por extremos los puntos A y B se denota AB y representa la distancia
entre Ay B.

/

.

Figura 1.3: Recta m del plano « y que pasa por los puntos Ay B
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Segmentos

El tramo de recta entre dos puntos se denomina segmento. El segmento que tiene por ex-
tremos los puntos A y B representa la distancia entre A y B y se denota AB o también se
puede utilizar un letra mintdscula para denotarlo. En la Figura 1.4 se representa el segmento
de extremos Ay B. Laidea de recta o segmento se puede trabajar intuitivamente con el alum-
nado de Educacién Primaria a partir de objetos fisicos que se recorren con la punta del dedo,
pero no se palpan con la palma. Por ejemplo, el borde de un folio o una cuerda estirada.

Figura 1.4: Segmento AB

Dos segmentos son consecutivos si tienen un extremo en comun. En la Figura 1.5 los seg-
mentos a y b son consecutivos porque tienen el extremo B en comun.

Figura 1.5: Segmentos a y b consecutivos

Posiciones relativas entre rectas

Dos rectas que se cortan se dice que son secantes y determinan un punto de corte tnico.
En la Figura 1.6 las rectas m y n son secantes y se cortan en el punto E.

Dos puntos siempre estdn alineados, es decir, siempre existe una recta que pasa por esos
dos puntos. Sin embargo, tres o mds puntos pueden estar alineados o no. Tres puntos no
alineados siempre determinan un plano. Por ellos, los taburetes de tres patas no cojean. En
la Figura 1.7 vemos que los puntos A4, B y C' determinan el plano 5. Ademds, B y C estdn
alineados en la recta r. Aunque no se muestren en la figura, los puntos Ay B estdn alineados
en una recta y los puntos Ay C estan alineados en otra recta.
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Figura 1.6: Rectas m y n que son secantes con punto de corte F

r

A

Figura 1.7: Puntos A, By C que determinan el plano 5

Por un mismo punto pasan infinitas rectas. Al conjunto de todas las rectas que pasan por
un punto se le llama haz de rectas. En la Figura 1.8 se representa un conjunto de rectas que
forman parte del haz de rectas que pasan por el punto A.

Cuando dos rectas no se cortan en ningtin punto se dice que son paralelasy significa que
tienen la misma direccion. En la Figura 1.9 las rectas r y s con paralelas.

Semirrectas

Un punto P sobre un recta r la divide en dos partes que llamamos semirrectas. El punto
P es el origen de las dos semirrectas que tienen sentidos distintos a partir de este punto. Asi,
distinguiremos las dos semirrectas que tienen extremo P marcando otro punto en cada una
de ellas. En la Figura 1.10 se representan dos semirrectas determinadas por el punto P sobre
la recta . Una semirrecta tiene extremo Py pasa por el punto A (trazado continuo) y la otra
semirrecta tiene extremo Py pasa por el punto B (trazado discontinuo).
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Figura 1.8: Conjunto de rectas que pasan por el punto A

Figura 1.9: Rectas paralelas

Mediatriz

Larecta perpendicular a un segmento en su punto medio es la mediatriz. En la Figura 1.11
se muestra la mediatriz del segmento AB que pasa por M que es el punto medio del segmen-
to. Para obtenerla utilizando regla y compds, se sittia la aguja del compds en un extremo del
segmento y se marca una curva con una amplitud cualquiera de apertura del compds. Luego
se repite el procedimiento colocando la aguja del compads en el otro extremo del segmento.
Se traza la recta que pasa por los dos puntos de interseccion en las curvas.

Angulos

Una recta trazada sobre un plano lo divide en dos partes cada una de las cuales se llama
semiplano. Esta recta se llaman frontera de los dos semiplanos. En la Figura 1.12 la recta r
divide el plano en dos semiplanos.

Consideramos dos rectas r y s que son secantes y se cortan en el punto V. Cada una de
estas rectas determina dos semiplanos. Definimos un dngulo como la region que resulta de la
interseccion de uno de los semiplanos de » con uno de los semiplanos de s, tiene vértice V' y
loslados son dos semirrectas, una de r y otra de s. Se suelen utilizar letras griegas para denotar
angulos. Cuando dos rectas se cortan se determinan cuatro dngulos. En la Figura 1.13, las
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Figura 1.10: Semirrectas de origen P en la recta r

Mediatriz

Figura 1.11: Mediatriz del segmento AB

rectas r y s determinan los dngulos «, 3, 7y d que tienen el punto V' como vértice comun. Es
importante notar que en la definicién de angulos se incluye la regién del plano limitada por
dos semirrectas y las propias semirectas.

Concavidad y convexidad

Dos semirectas que tienen el mismo punto de origen determinan en el plano una regién
convexa y una region concava. En la Figura 1.14 las semirrectas r y s determinan una parte
convexa en azul y una parte cdncava en blanco.

Rectas perpendiculares

Cuando dos rectas se cortan determinando cuatro dngulos iguales decimos que las rectas
son perpendiculares. Cada uno de esos cuatro dngulos se llama dngulo recto. En la Figura 1.15
se muestran dos pares de rectas perpendiculares.
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Semiplano B
Semiplano A

Figura 1.12: Recta frontera entre dos semiplanos

Figura 1.13: Angulos determinados a partir de la interseccion de las rectas 7 y s

Tipos de dngulos

La clasificacion de los tipos de angulos se hace por comparaciéon con el dngulo recto. Si
un dngulo es menor que el dngulo recto, se dice que es agudo. Si un dngulo es mayor que el
angulo recto, se dice que es obtuso. En la Figura 1.16 se muestran los tres tipos de dngulos.

La amplitud angular se mide en grados y un grado de simboliza 1°. Un dngulo recto mide
90°, una dngulo agudo mide menos de 90° y un dngulos obtuso mide més de 90°. Un dngulo
que mida 180° se llama dngulo llanoy un dngulo que mida 360° se llama dngulo completo. En
la Figura 1.17 se muestran un dngulo llano y un d&ngulo completo.

Relaciones entre dngulos

Se pueden establecer relaciones de dngulos segiin sus medidas y segin sus posiciones
relativas. En la Tabla 1.2 se muestran todas las posibles relaciones.

Bisectriz

La bisectriz de un dgnulo es la recta que lo divide en dos dngulos de la misma amplitud.
En la Figura 1.18 se muestra la bisectriz del &ngulo oo determinado por las semirectas r y s de
origen comun V. Para obtenerla utilizando regla y compas se debe dibujar una circunferencia
de centro V' y radio arbitrario, la cual cortard a las semirectas en dos puntos P y Q. A conti-
nuacion, se dibujard la mediatriz del segmento PQ tal y como se ha explicado anteriormente.
Esta mediatriz es la bisectriz del 4ngulo a.
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Parte céncava

Parte convexa

Figura 1.14: Partes concava y convexa determinadas por dos semirectas de origen comun

Angulo recto Angulo recto

Angulo recto

Angulo recto

Angulo recto

Angulo recto

Angulo recto Angulo recto

Figura 1.15: Pares de rectas perpendiculares

Nombre de los dngulos

Definicién

Segun la relacién entre sus medidas

Angulos congruentes

Su amplitud tiene la misma medida

Angulos complementarios

La suma se sus amplitudes es 90°

Angulos sumplementarios

La suma se sus amplitudes es 180°

Angulos conjugados

La suma se sus amplitudes es 360°

Segun la po

sicion de los dngulos

Angulos adyacentes

Tienen un vértice y un lado comun, pero

no tienen ningun punto interior comun

Angulos consecutivos

Tienen un lado y el vértice comunes

Angulos opuestos por el vértice

Los lados son semirrectas opuestas

Tabla 1.2: Relaciones entre dngulos

Poligono

Una linea poligonal es un conjunto finito de segmentos no alineados concatenados, esto
es, el extremo de uno de ellos coincide con el origen de otro. Los vértices de la linea poligonal
son los extremos de los segmentos que la determinan. Una linea poligonal es simple si no
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: Angulo agudo Angulo recto N\ Angulo obtuso

Figura 1.16: Tipos de dangulos

Angulo llano
Angulo completo

s

Figura 1.17: Angulo llano y dngulo completo

existe interseccion entre los segmentos que la componen. En caso contrario, la linea poligo-
nal es no simple. Ademas, la linea poligonal es abierta si los vértices inicial y final coinciden.
En caso contrario, la linea poligonal es cerrada. En la Figura 1.19 se muestran ejemplos de
todos los tipos de lineas poligonales.

Un poligono simple, de ahora en adelante poligono, es una region del plano limitada por
una linea poligonal cerrada simple y esta linea. Los vértices de la linea poligonal son los vérti-
ces del poligono. Los lados del poligono son los segmentos que unen los vértices consecutivos
de la poligonal. Cada poligono determina dos regiones en el plano, la interior y la exterior. Se
suelen utilizar letras maytsculas para denotar los vértices de un poligono. Los lados del poli-
gono se suelen denotar utilizando la misma notacién que para los segmentos. Una diagonal
de un poligono es un segmento cuyos extremos son dos vértices no consecutivos. Un poli-

gono de n lados tiene @

diagonales, ;podrias razonar como se obtiene esta formula? En
la Figura 1.20 se muestra un poligono y tres de sus diagonales, en particular, los segmentos

AC, BEyFD.

Ademads, la suma de los dngulos interiores de un poligono convexo es 180°(n — 2). ;Puedes
razonar cOmo se obtiene esta formula?

Los poligonos se nombran en funcién del nimero de lados (que coincide con el niumero
de dngulos) que tienen utilizando prefijos griegos hasta el poligono de 12 lados. Con un nu-
mero mayor de lados se llaman n-poligonos. En la Tabla 1.3 se presenta la clasificacion de los
poligonos segtin el nimero de lados de 3 a 12 lados .
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Bisectriz

Figura 1.18: Bisectriz del &ngulo «

A

Linea poligonal abierta simple
inea poi I e Linea poligonal abierta no simple

. . . i
Linea poligonal cerrada simple Linea poligonal cerrada no simple

Figura 1.19: Tipos de lineas poligonales

Tridngulo

Cuadrilatero

Pentdgono

Heptagono

Octogono

3
4
5
6 Hexagono
7
8
9

Nondagono

10 Decéagono

11 Enedgono

12 Dodecagono

Tabla 1.3: Clasificacién de poligonos segin el niimero de lados
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Figura 1.20: Poligono y tres de sus diagonales

Un poligono es regular si tiene todos sus lados y sus dngulos iguales. En caso contrario,
el poligono es irregular. La regularidad es un criterio de clasificacion de poligonos. Un poli-
gono es convexo si tiene todos sus dngulos menores que 180°. Un poligono céncavo tiene, al
menos, un dngulo mayor que 180°. La convexidad también es un criterio de clasificacién. Por
tanto, dado un poligono lo nombraremos segun el numero lados, la regularidad y la conve-
xidad. Hay otro criterio para saber si un poligono es céncavo o convexo. Si en un poligono
existen dos puntos de forma que el segmento que los conecta no esté totalmente incluido en
el poligono, entonces es concavo. En la Figura 1.21 se muestra un heptdgono irregular conca-
vo.

Figura 1.21: Heptédgono, irregular y concavo

Ademas, el centro de un poligono regular es el punto interior que equidista de todos sus
vértices y la apotema es el segmento determinado por el centro y el punto medio de uno
de sus segmentos. En la Figura 1.22 se muestra un octégono regular, su centro y una de sus
apotemas.

Clasificaciones de tridngulos

Un tridngulo es un poligono de tres lados, y es el tinico poligono rigido, es decir, no se
puede deformar. Cumple la propiedad de desigualdad triangular que dice que cada lado es
menor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia. Esta propiedad permite sa-
ber cudndo se puede construir un tridngulo a partir de tres segmentos. Ademés, la suma de
los dngulos interiores de un tridngulo es siempre 180°. Para saber si dos tridngulos son igua-
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Figura 1.22: Octégono, regular y convexo

les se tiene que comprobar que cumplen una de las siguientes caracteristicas: a) tienen los
tres dngulos iguales; b) tienen los tres lados iguales, o c) tienen dos lados iguales y el angulo
comprendido entre ellos igual.

Hay dos criterios para clasificar tridngulos: a) atendiendo a la amplitud de sus dngulos
y b) atendiendo a la longitud de sus lados. Segun el primer criterio, el tridngulo puede ser
acutdngulo sitodos sus dngulos son agudos, rectdngulo si tiene un dngulo recto u obtusdngulo
si tiene un dngulo obtuso. Por el segundo criterio, el tridngulo puede ser equildtero si los tres
lados tienen la misma longitud, isdsceles si dos lados tienen la misma longitud o escaleno
si los tres lados tienen diferente longitud. Un tridngulo se puede caracterizar segiin ambos
criterios. En la Figura 1.23 se muestra un tridngulo rectangulo escaleno. Los tridngulos se
pueden dibujar con regla y compads si se se conocen las longitudes de los tres lados o con regla
y transportador de dngulos si se conocen las longitudes de dos de sus lados y la amplitud de
un dngulo o las amplitudes de dos de sus dngulos y la longitud de un lado.

Figura 1.23: Tridngulo, rectangulo y escaleno

Los lados que determinan el angulo recto en un tridngulos rectangulo se llaman catetos 'y
el tercer lado, hipotenusa. El Teorema de Pitdgoras afirma que en un tridngulo rectangulo la
suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa.
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Elementos notables del tridngulo

Los elementos notables del tridngulo son el baricentro, el ortocentro, el circuncentroy el
incentro. Las medianas de un tridngulo son los segmentos que unen cada vértice con el punto
medio del lado opuesto. Un tridngulo tiene tres medianas. El baricentro G de un tridngulo es
el punto donde se cortan sus tres medianas. En la Figura 1.24 se muestran las medianas del
triangulo, que son los segmentos BM, AN y CP, y el punto G, que es el baricentro.

Figura 1.24: Medianas y baricentro de un tridngulo

Las alturas de un tridngulo son los segmentos trazados en perpendicular desde cada vér-
tice hasta el lado opuesto o su prolongacion. Un tridngulo tiene tres alturas. El punto O en el
que se cortan las tres alturas de un tridngulo se llama ortocentro. En la Figura 1.25 se muestran
las tres alturas de un tridngulo, que son los segmentos con linea continua, y su ortocentro, que
es el punto O. Observar que las alturas no necesariamente estan dentro del tridngulo.

QO
[y
n
71
/o
’o
!

N
~
AN

Figura 1.25: Alturas y ortocentro de un tridngulo

El circuncentro K de un tridngulo es el punto donde se cortan las mediatrices de sus lados.
Este punto equidista de sus tres vértices y tomdndolo como centro de una circunferencia de
radio el segmento que une K con cualquiera de los tres vértices, el tridngulo queda inscrito
en dicha circunferencia. Es decir, la circunferencia circunscribe al tridngulo. En la Figura 1.26
se muestra el circuncentro de un tridngulo y su circunferencia circunscrita.

Si dibujamos el baricentro, el ortocentro y el circuncentro de un mismo tridngulo, obte-
nemos que los tres estdn alineados en una recta que se llama recta de Euler. En la Figura 1.27
se muestra la recta de Euler de un tridngulo.
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Figura 1.26: Mediatrices y circuncentro de un tridngulo

Figura 1.27: Recta de Euler

El incentro I de un tridngulo es el punto de interseccion de las tres bisectrices de sus dn-
gulos. La circunferencia que tiene centro / y radio un segmento perpendicular a cualquiera
de los lados del tridngulo y que tiene por extremo I estd inscrita al tridngulo. Esto quiere decir
que la circunferencia es interior al tridngulo y los lados de este son tangentes a ella, como se

observa en la Figura 1.28. La linea en rojo es la perpendicular que determina el radio de la
circunferencia inscrita al tridngulo.

Figura 1.28: Bisectrices e incentro de un tridngulo
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Clasificaciones de cuadrildteros

Existen dos clasificaciones habituales de los cuadrilateros: a) segin el nimero de lados
iguales (4 lados iguales, iguales 2 a 2, no hay igualdad), y b) segin el nimero de dngulos igua-
les (4 angulos iguales, iguales 2 a 2, no hay igualdad). Ademas, los paralelogramos son los
cuadrildteros que tienen los lados paralelos dos a dos. Se distinguen tres tipos de paralelogra-
mos: a) rectdngulos, que tienen cuatro dngulos rectos; b) romboides, con lados iguales dos a
dos y dngulos iguales dos a dos, y ¢) rombos, con los cuatro lados iguales y los dngulos iguales
dos a dos. Los poligonos no paralelogramos que tienen un par de lados paralelos se llaman
trapecios y los que no tienen ningtin par de lados paralelos se llaman trapezoides. Los trape-
cios con un par de lados iguales se llaman isdsceles y los que no tienen ningtn par de lados
iguales se llaman escalenos. En la familia de los trapecios escalenos, los que tienen un dngulo
recto se llaman trapecios escalenos rectdngulos. En la Figura 1.29 se muestra una clasificacion
de los cuadrildteros segtn el paralelismo entre sus lados que es disjunta. Sin embargo, dentro
de la familia de los paralelogramos se establece una clasificacion inclusiva, pues tal y como
estd definido el cuadrado, pertenece a la familia de los rectdngulos y de los rombos.

Trapezoides: no hay par de lados paralelos

Trapecio escaleno :
no hay par de lados opuestos iguales

Trapecios: un p&; de lados paralelos

Trapecioisésceles : \
par de lados opuestos iguales \\

Cuadrado : 4 lados iguales y
4 angulos rectos

Cuadrilateros: poligonos de cuatro lados

Figura 1.29: Clasificacién de cuadrildteros

Poligonos no simples

Un poligono no simple es una region de plano limitada por una linea poligonal cerrada y
no simple y esta linea. Se caracteriza porque tiene mas de una region interior. Los poligonos
estrellados son un tipo particular de poligonos no simples que resultan de unir de forma alter-
na los vértices de un poligono convexo. En la Figura 1.30 se muestran ejemplos de poligonos
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no simples, siendo el de color rojo un pentdgono irregular estrellado y se muestra en linea
discontinua el pentdgono convexo a partir del cual se ha construido. Los poligonos regulares
estrellados se construyen a partir de poligonos regulares.

Figura 1.30: Poligonos no simples

Tipos de lineas

Una curva es una linea que, sin tener vértices, va cambiando de direccion. Se llama curva
cerrada a aquella en la que los puntos inicial y final coinciden. En caso contrario, se llama
curva abierta. Una curva simple es la que no tiene punto de interseccién consigo misma.

La circunferencia y el circulo

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de
un punto que se llaman centro. El circulo es 1a region de plano limitada por la circunferencia.
Todos los segmentos que unen el centro con un punto cualquiera de la circunferencia se lla-
man radios y todos tienen la misma medida. En la Figura 1.31 se representan los principales

elementos del circulo y de la circunferencia.

Segmanio circutar

Circulo

Figura 1.31: Elementos del circulo y de la circunferencia
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Posiciones relativas entre rectas y circunferencias

Hay diferentes posiciones relativas entre una recta y una circunferencia y entre dos cir-
cunferencias. En la Figura 1.32 se muestran las siguientes posiciones:

* Las recta r es exterior a C

+x Larectar es tangente a C'3 y secante a Cy

x (C1y Cy son circunferencias exteriores

x (7 y C3 son circunferencias tangentes exteriores
x (Cyy C5 son circunferencias tangentes interiores
x (3 y Cy son circunferencias secantes

x (1 y Cy son circunferencias concéntricas

x Laregion de plano comprendida entre C; y C se llama corona circular

Figura 1.32: Posiciones relativas entre recta y circunferencia y entre circunferencias

1.1.2. Geometria en el espacio
Angulos en el espacio

Cuando dos planos se cortan, lo hacen mediante una recta y, si consideramos que esas
caras son ilimitadas, dividen el espacio en cuatro partes. Cada una de esas partes, incluyendo
las propias caras, se llama dngulo diedro (Figura 1.33). El &ngulo diedro se mide con la ayuda
de un dngulo plano: se elige un punto de la recta comtn y se trazan perpendiculares a éstas
contenidas en los semiplanos elegidos; el angulo de estas perpendiculares es una medida de
angulo diedro.

Consideramos tres semirrectas con origen en el mismo punto y que no estdn en el mismo
plano. Cada dos de esas semirrectas forman un plano, que llamaremos cara. Las tres rectas,
conjuntamente, dividen el espacio en dos partes (Figura 1.34). Las tres semirrectas estan de-
finidas por los segmentos V-A, V-By V-C'y el vértice comun es V. Se ha pintado una parte
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Figura 1.33: Angulo diedro entre dos planos

del plano V- A- By una parte del plano V-B-C'. El tridngulo A-B-C es el limite de la figura que
no es relevante considerar. Vamos a distinguir esas dos partes con la idea de convexidad. Una
de las partes tiene la siguiente propiedad: al prolongar cualquier cara, es imposible «entrar»
en esa parte. En la Figura 1.34, esa parte corresponde a la regiéon «més pequenia» de las dos.
Esta parte se denomina parte convexa. La otra se llama parte céncava, y se caracteriza por el
hecho de que, al prolongar una de las caras, atravesamos esa parte. En la Figura 1.34, la parte
convexa es la que queda «dentro» de los tres planos V-A-B, V-B-C'y V-C-A.

Si tenemos tres semirrectas concurrentes que no estdn en el mismo plano, la parte con-
vexa que determinan se llama dngulo triedro o, simplemente, triedro. El &ngulo triedro inclu-
ye las caras y las semirrectas, que se llaman aristas. El punto comun V se llama vértice. En
la Figura 1.34, el triedro corresponde a la parte de espacio que hay «dentro» de V-4, V-By
V-C. Si tenemos cuatro rectas concurrentes de manera que ningin grupo de tres de ellas esté
en el mismo plano, la parte convexa asociada se llama dngulo tetraedro. El dngulo tetraedro
incluye las caras y las lineas, que se llaman aristas. El punto comun se llama vértice y, a veces,
cuspide.

Figura 1.34: Planos que concurren en un punto
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Si tenemos varias semirrectas concurrentes, de manera que ninguin grupo de tres de ellas
esté en el mismo plano, la parte convexa asociada se llama dngulo poliedro. El &ngulo polie-
dro incluye sus caras, aristas y el vértice o ctispide. La Figura 1.35, muestra la representacion
en el plano de un dngulo tetraedro; se observan las 4 caras, las 4 aristas y el vértice o cuspide,
punto del que parten las cuatro semirrectas.

Figura 1.35: Angulo tetraedro

Un cuerpo geométrico o solido es una figura que resulta al considerar una parte del espacio
limitada por una superficie cerrada y simple incluyendo esta superficie. Distinguiremos entre
poliedros y cuerpos redondos.

Poliedros

Si varios dngulos poliedros cierran, conjuntamente, una parte del espacio, el correspon-
diente cuerpo geométrico se denomina poliedro. Por tanto, las caras de un poliedro siempre
son poligonos. El ortoedro (Figura 1.36 (a)) es un poliedro formado por ocho triedros, como
se observa considerando que, en cada vértice del ortoedro, confluyen tres carasy tres aristas.
La pirdmide cuadrangular (Figura 1.36 (b)) es un poliedro formado por un éngulo tetraedro
(el de la cuspide) y cuatro dngulos triedros. El cono (Figura 1.36 (c)) no es un poliedro porque
una de sus caras no es plana; tampoco son poliedros la esfera o el cilindro.

Veértice

Arista

Cara .
Angulo diedro

a=90°

Angulo poliedro

(a) Ortoedro (b) Pirdmide cuadrangular (c) Cono

Figura 1.36: Poliedros
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En un poliedro, el nimero de dngulos poliedro coincide con el ntiimero de sus vértices,
pero este nimero no da informacién sobre esos dngulos poliedros. El tipo de 4ngulo poliedro
lo da el nimero de caras o de aristas que llegan a cada vértice; este nimero se llama orden
del vértice. Por ejemplo, en todo triedro, el vértice es de orden tres y en todo dngulo tetraedro,
el vértice es de orden cuatro.

Un poliedro es concavo si encontramos dos puntos de su superficie de forma que al unirlos
el segmento que se forma sobresale al exterior del poliedro. En caso contrario, el poliedro es
convexo. Para todo poliedro convexo se cumple que el nimero de vértices mds el namero de
caras menos el numero de aristas es igual a 2, 1o que se conoce domo Férmula de Euler.

Los poliedros regulares son aquellos en los que todas sus caras son poligonos regulares
idénticos, tienen todos sus vértices del mismo orden y tienen todos sus dngulos poliedros
iguales y de la misma medida. Solamente hay 5 poliedros regulares: tetraedro (4 vértices de
orden 3, 4 caras tridngulos equildteros y 6 aristas), hexaedro o cubo (8 vértices de orden 3, 6
caras cuadradas y 12 aristas), octaedro (6 vértices de orden 4, 8 caras tridngulos equilateros y
12 aristas), icosaedro (12 vértices de orden 5, 20 caras tridngulos equilateros y 30 aristas) y do-
decaedro (20 vértices de orden 3, 12 caras pentdgonos regularesy 30 aristas). En la Figura 1.37
se muestran ejemplos de cada poliedro regular.

AVYAS

(a) Tetraedro (b) Hexaedro (c) Octaedro (d) Dodecaedro (e) Icosaedro

Figura 1.37: Poliedros regulares

Los prismas regulares tienen dos caras que son poligonos regulares, paralelas y colocadas
de manera que su lados son paralelos y se unen por rectdngulos. Si el poligono regular tiene
n lados, entonces el prisma regular tiene 2n vértices de orden 3, n caras rectdngulos y 2 caras
poligonos regulares de n lados y 3n artistas. Por ejemplo, un prisma hexagonal regular tiene 12
vértices de orden 3, 6 caras rectangulos, 2 caras hexdgonos regulares y 18 aristas (Figura 1.38).
Todos los prismas regulares son rectos, esto es, el dngulo entre el poligono regular y cada
rectangulo es 90°.

Las pirdmides regulares tienen una cara que es un poligono regular y el resto de sus caras
son tridngulos isésceles o equiléteros iguales. El poligono regular se llama base de la pirdmi-
de; el vértice opuesto a la base se llama ctispide de la piramide. Si el poligono regular tiene n
lados, la pirdmide tiene 1 vértice cuispide de orden n, n vértices de orden 3, n caras tridngulos
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Figura 1.38: Prisma hexagonal regular

isosceles, 1 cara poligono regular de n lados y 2n aristas. Por ejemplo, la pirdmide hexago-
nal regular tiene 6 vértices de orden 3, un cuspide de orden 6, 6 caras tridngulos is6sceles,
1 cara hexdgono regular y 12 aristas (Figura 1.39). Las piramides regulares con todos rectas,
lo que significa que que la linea definida por la cuispide y el centro del poligono regular es
perpendicular al plano de ese poligono.

Figura 1.39: Pirdmide hexagonal regular

Los prismas y las pirdmides no regulares se definen de la misma forma que en los casos
regulares quitando la condiciéon de regularidad de los poligonos a los que se les exigia. Ade-
mads, también se pueden definir prismas y pirdmides oblicuos quitando la condicién de per-
pendicularidad en los casos rectos. En la Figura 1.40 se muestran un prisma y una pirdmide
hexagonales oblicuos.

Cuerpos redondos

Los cuerpos redondos son cuerpos geométricos limitados por superficies cerradas simples
donde todas las caras son superficies curvas y/o planas no poligonales. Aunque hay muchos
cuerpos de este tipo, nos interesaremos particularmente por los que derivan del circulo o que
contienen circulos entre las superficies que los delimitan
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Figura 1.40: Prisma hexagonal oblicuo y piramide hexagonal oblicua

Los cuerpos de revolucién son los s6lidos que resultan al girar una figura plana alrededor
de un eje, denominado eje de revolucién. Los més representativos en el aula de primaria son
el cilindro, el cono rectoy la esfera (Figura 1.41).

El cilindro circular recto es el cuerpo geométrico que se obtiene al hacer girar un rectan-
gulo alrededor de uno de sus lados. Al revolucionar el rectangulo, aparecen dos circulos que
son las bases del cilindro y la superficie cilindrica comprendida entre ellas se denomina su-
perficie o cara lateral del cilindro. El lado del rectdngulo que genera el cilindro es la altura del
cilindro. El radio de las bases es el radio del cilindro. Si hacemos girar un tridngulo rectdngulo
alrededor de uno de sus catetos, obtenemos un cuerpo geométrico llamado cono circular rec-
to. Al revolucionar el tridngulo, aparece un circulo que es la base del conoy la superficie conica
alrededor del circulo se denomina superficie o cara lateral del cono. El cateto del tridngulo al-
rededor del cual se ha girado es la altura del cono. El radio de la base es el radio del cono. La
esfera es el cuerpo geométrico que se obtiene al hacer girar un circulo alrededor de cualquie-
ra de sus didametros. El didmetro de este circulo es el didmetro de la esfera. De forma anéloga
a los casos de los prismas y de las piramides, se pueden definir cilindros y conos oblicuos.

1.2. Fundamentos didacticos

1.2.1. Lateoria de Piaget

Piaget propuso una teoria para explicar el desarrollo de conceptos espaciales en el ni-
fio. Distingue entre la percepcion, que es «el conocimiento de objetos resultante del contacto
directo con ellos» y la representacion (o imagineria mental), que «comporta la evocacion de
objetos en ausencia de ellos» (Piaget y Inhelder, 1956). Las capacidades de percepcion del
nifo se desarrollan hasta la edad de dos afios (estadio sensoriomotor), mientras que la capa-
cidad de reconstruccion de imédgenes espaciales comienza hacia los dos afnos, y en la mayoria
de los casos se perfecciona desde los siete afios en adelante (el periodo de operaciones con-
cretas). Los tests de percepcion se basan en la capacidad de discriminacion entre diferentes
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(a) Cilindro (b) Cono (c) Esfera

Figura 1.41: Cilindro, cono y esfera

objetos presentados visualmente. Los tests de representacion (imagineria mental) requieren
la capacidad de identificar formas al tacto y en la capacidad para reproducir formas mediante
dibujos.

En cada uno de estos estadios del desarrollo, Piaget distingue una diferenciacion progre-
siva de las propiedades geométricas, partiendo de las que denomina topoldgicas, es decir,
propiedades globales independientes de la forma o del tamafio. Esta propiedades son:

1 cercania («proximidad»); por ejemplo, dibujar un hombre con los o0jos muy juntos, aun
cuando éstos puedan haber sido situados por debajo de la boca.

2 separacion; por ejemplo no separar la cabeza y el cuerpo;
3 ordenacion; por ejemplo, dibujar la nariz entro los ojos y la boca;
4 cerramiento; por ejemplo, dibujar los ojos dentro de la cabeza;

5 continuidad; por ejemplo, hacer que los brazos formen un continuo con el tronco y no
con la cabeza.

El segundo tipo de propiedades que, segiin Piaget, distinguen los nifios son las que deno-
mina proyectivas. Estas representan la capacidad del nifio para predecir qué aspecto presen-
tard un objeto al ser visto desde diversos dngulos. Por ejemplo, un nifio puede querer dibujar
una cara de perfil y, sin embargo, seguir poniendo dos ojos en ella; o puede no ser capaz de
darse cuenta de que al mirar un l4piz desde un extremo se verd un circulo. La rectitud es una
propiedad proyectiva, dado que las lineas rectas siguen mostrando aspecto rectilineo cual-
quiera que sea el punto de vista desde el que se observe.
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El tercer tipo de propiedades son las euclideas, es decir, las relativas a tamafnos, distancias
y direcciones, que conducen a la medicion de longitudes, dngulos, dreas, etc. Se puede distin-
guir, por ejemplo, un trapecio y un rectdangulo en base a los dngulos. Desde el punto de vista
proyectivo, ambas figuras son equivalentes, ya que el tablero de una mesa rectangular ofrece
aspecto de trapecio visto desde ciertos dngulos. Los nifios que manejan estas propiedades
pueden reproducir la posicién exacta de un punto en una pédgina, o una figura geométrica, y
decidir qué lineas y dngulos han de medir para ello.

Por tanto, entre las figuras que se muestran en la Figura 1.42 seria de esperar que la pri-
mera figura en ser diferenciada fuese el anillo, pues tener un agujero guarda relacién con la
propiedad de encerramiento, que es una propiedad topoldgica. A continuacion, el circulo,
pues la propiedad que distingue a los cuadrildteros del circulo es la rectitud de los lados, que
es una propiedad proyectiva. Finalmente, se haria distincién entre el cuadrado y el rombo,
por ser la nocién de dngulo una propiedad euclidea. Piaget afirm6 que las propiedades pro-
yectivas y euclideas se distinguen aproximadamente en el mismo periodo.

Figura 1.42: Propiedades geométricas

Ademds, la teoria de Piaget incluye contribuciones sobre la medida que se explicardn en
el Tema 4.

Criticas a Piaget

En los 80 se publicaron trabajos criticando ciertos aspectos sobre el campo del desarrollo
del pensamiento geométrico y espacial de la teoria piagetiana. Los tres puntos mds suscepti-
bles recogidos por Dickson, Brown, y Gibson (1991) fueron los siguientes:

(a) La percepcion se considerdé un proceso complejo y se difuminaba la distincion entre la
percepcion y la representacion. Se observaban tareas intermedias y no inicamente los

dos tipos que contempla Piaget.

(b) Los experimentos de Piaget mostraban a veces resultados muy diferentes al modificar
la metodologia en aspectos aparentemente triviales. Por ejemplo, se vio que los nifios
podian identificar con mayor facilidad las formas al tacto si se reduce su tamafio; asi
pues, la dificultad podia residir no tanto en la identificacién con informacién visual

como en no utilizar un método de exploracién de manipulaciéon de formas mas grandes.
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(c) Piaget trat6 de explicar el desarrollo de ideas espaciales utilizando la estructura 16-
gica de las propias matemadticas al conjeturar una secuencia topolégico-proyectivo-
euclidea. Se criticé que Piaget no utilizaba definiciones de tales propiedades que fueran
matemadticamente aceptables. Ademads, también se discrep6 en que las ideas topoldgi-
cas fueran las primeras en desarrollarse. Se vio que algunos conceptos topolégicos se
desarrollan muy al principio, mientras otros, como la equivalencia topolégica, se desa-
rrollan m4s tarde, tras haber sido comprendidas ciertas ideas euclideas y proyectivas, a
pesar incluso de que las ideas topolégicas mas dificiles pueden no depender matemati-
camente de conceptos euclideos ni proyectivos. En la Figura 1.43 se muestra un ejemplo
de equivalencia topologica.

Figura 1.43: Equivalencia topoldgica de tres figuras extraido de Dickson y cols. (1991)

1.2.2. Elmodelo de Van Hiele

Hasta finales de los afios 70 las teorias de Piaget eran el marco tedrico predominante en
el mundo de la didactica de todas las dreas de las matemadticas. Sin embargo, a partir de la
siguiente década surgieron diversos marcos tedricos. En lo que se refiere a la geometria, en la
actualidad el modelo de razonamiento matematico de Van Hiele es el marco teérico predo-
minante y cuya aplicacion al desarrollo curricular estd dando mejores resultados (Gutiérrez,
2006). Fue desarrollado por el matrimonio holandés Dina y Pierre Marie Van Hiele a finales
de los afos cincuenta. Se trata de un modelo de cardcter descriptivo porque intenta expli-
car e interpretar el aprendizaje de los conceptos geométricos mediante una nivelacion de
razonamiento progresivo y prescriptivo al proponer pautas a seguir en la organizacion de la
enseflanza que permiten pasar al siguiente nivel de razonamiento.

Los niveles de razonamiento

En este modelo se consideran cinco niveles de razonamiento. Se suelen numerar del 1
al 5, aunque hay textos es los que se numeran del 0 al 4 con equivalencia de caracteristicas.
Reciben los siguientes nombres: Visualizacion o reconocimiento; anélisis; deduccién infor-
mal; deduccion formal, y rigor. Un estudiante puede estar, dependiendo del contenido que
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se trabaje, en un nivel u otro distinto. Los niveles predominantes en Educacién Primaria son
los dos primeros, aunque también puede aparecer el tercer nivel. La siguiente sintesis de las
caracteristicas de los niveles de Van Hiele se extrae de Carrillo y cols. (2016).

Nivel 1 (de reconocimiento)

El tipo de razonamiento que corresponde a este nivel es fundamentalmente visual, t4ctil
y se basa en la experiencia fisica. Sus principales caracteristicas son:

* Se tiene una percepcion global de las figuras geométricas, por lo que no se identifican
de forma explicita sus partes o elementos matematicos.

x Las descripciones o comparaciones de figuras u objetos se basan en propiedades, con
frecuencia no relevantes geométricamente, como posicion, tamaino, etc.

* Se consideran los objetos geométricos de manera individual, es decir, lo observado en
una figura no se suele generalizar a otras figuras diferentes de la misma familia.

« Al describir objetos geométricos se utilizan con frecuencia referencias a objetos fisicos
Ccomo «se parece a...»«tiene forma de...», etc.

En la Figura 1.44 se muestra la respuesta de un estudiante de 2° de primaria al haberle pedido
que pinte los tridngulos de color azul, los cuadrados de color rojo, los cuadrilateros de color
amarillo y los circulos de color verde. Se observa que identifica dos figuras como tridngulos
sin tener en cuenta que tienen lados que no son segmentos, no identifica un cuadrado por la
posicién en la que se presenta o piensa que una figura es un circulo simplemente por estar
limitada por una linea curva.

Ademas, en una tarea de identificacion de rectdngulos o cuadrados, un argumento tipi-
co de los primeros cursos de primaria es que digan que la figura se trata de un rectangulo
«porque se parece a una puerta». Asimismo, se muestra la Figura 1.45 y se identifica como
un rombo pudiendo decir que « no es cuadrado porque estd girado» o «si girdramos la figura
seria un cuadrado, pero ahora es un rombon».

Puede ocurrir que haya alumnado que utilice términos matemaéticos dando la sensacion
de que comprende lo que estd diciendo. Sin embargo, se puede observar como en el conjunto
de la verbalizacion se utilizan estos términos de manera inadecuada sin darles significado
geométrico.
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¢Por qué no has pintado este cuadrado O?

"Como estaba asi puesto ..".
¢Por qué has pintado esta figura Q de azul? ) ) !
"Porque se parece tanto a un triangulo que lo pinté. ¢Par qué has pintado esta figura O?

Tiene su forma con tres puntas". "Porque tenia forma de circulo y es redonda”.

Figura 1.44: Tarea de identificacién de figuras en 2° de Educaciéon Primaria

Figura 1.45: Cuadrado

Nivel 2 (de andlisis)

Actividad 1.1

Considera las siguientes definiciones:

+ Cuadrado: cuadrilatero con los cuadro lados iguales y los cuatro dngulos rectos.
« Rombo: cuadrildtero con los cuatro lados iguales.
« Rectangulo: cuadrilateros con los cuatro dngulos rectos.

Di si el poligono de esta imagen es un cuadrado, un rombo, un rectangulo o ninguna

de estas figuras. Si piensas que el poligono puede ser de diferentes tipos, escribe
todos lo que correspondan. Utiliza las definiciones dadas para justificar tu eleccion.
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Si plantedaramos la Actividad 1.1 a estudiantes de primaria, una posible respuesta podria
ser: «Es un cuadrado porque tiene cuatro lados iguales y cuatro dngulos rectos. No es un rom-
bo porque no tiene los dngulos iguales dos a dos. No es un rectdngulo porque no tiene los la-
dos iguales dos a dos». En el nivel 2, el estudiantado ya emplea propiedades matematicas en
sus razonamientos para realizar tareas o resolver problemas. En la Actividad 1.1, el alumna-
do que ya razona en el nivel 2 utiliza propiedades matemadticas para argumentar su decision.
Para justificar la clasificacion, el alumnado puede afiadir condiciones que no estdn en las de-
finiciones dadas en la actividad obteniendo la clasificacién de la Figura 1.46 a) para mantener
la idea de que rectdngulos, cuadrados y rombos son familias disjuntas. De ahora en adelan-
te nos referiremos a este caso como clasificacién disjunta. Si se siguieran estrictamente las
definiciones de la actividad, el estudiantado entenderia que los cuadrados son rectdngulos y
rombos, pues cumplen las definiciones dadas de ambos cuadrildteros y se obtendria la clasi-
ficacion inclusiva de la Figura 1.46 b). En el nivel 2, el alumnado puede manejar clasificacio-
nes simples, pero encuentra mas dificultad cuando trabaja con definiciones complejas que
generan clasificaciones inclusivas como las de la Actividad 1.1.

QOO

(a) Clasificacién disjunta

(b) Clasificacién inclusiva

Figura 1.46: Tipos de clasificaciones
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Actividad 1.2

En esta imagen se muestran las definiciones de los paralelogramos presentadas en el
cuarto curso de primaria en el libro de texto de Anaya. ; Como son estas definiciones?
Con estas definiciones, ;qué tipos de razonamientos pueden generar la clasificacién
disjuntay la clasificacién inclusiva?

Cuadrado Rectangulo Irapecio
N
AN

Rombo Romboide Trapezoide

En los libros de texto de primaria es posible encontrar definiciones diferentes de algu-
nas formas geométricas, por lo que es frecuente que el estudiantado tenga que cambiar de
definiciéon de un curso a otro. Una caracteristica del nivel 2 es la resistencia a este tipo de
cambios. Ante una definicion alternativa a la que se ha aprendido, el alumnado rechaza la
nueva y sigue utilizando la suya.
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Actividad 1.3

Analiza las definiciones de poligono y de sus elementos presentadas en las siguientes
figuras. De arriba a abajo, las definiciones se ubican en los cursos 3°, 4° y 5° y han sido
extraidas de Matemadticas 3: Primaria. Pieza a pieza (2022, p. 108), Matemditicas 4:
Primaria. Pieza a pieza (2022, p. 200) y Matemdticas 5: Primaria. Pieza a pieza (2022,
p. 170), respectivamente. ;Qué diferencias encuentras?

Los poligonos

Un poligono es una superficie plana con todos sus bordes rectos.

Lado
-
Angulo
Vertice P=0+13+15+15+20=72cm
Los elementos de un poligono El perimetro de un poligono
son: angulos, vértices es la suma de las longitudes
v lados. de los lados.
Los poligonos
Diagonas

Lado
Anguio
rtice

Un poligono es 1

Un poligono es regular cuando tiene todos sus lados y sus angulos iguales.

Un poligono e

Los elementos de

Lo polignnos se clasifican segan su mimero de lados:

Okctogono

8 lados
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Actividad 1.4

(a) ;Cuédnto suman los dngulos interiores de un tridngulo? Demuestra tu respues-

ta.

(b) ;Cuédnto suman los dngulos interiores de un cuadrildtero? Demuestra tu res-

puesta.

(c) ;Cudnto suman los dngulos interiores de un poligono convexo de n lados? De-

muestra tu respuesta.

Si se plantea la Actividad 1.4 al estudiantado de primaria, este podria dibujar diferentes

ejemplos de tridngulos y cuadrildteros y medir los dngulos para poder sumarlos y responder

ala preguntas (a) y (b). Podria dar respuestas del tipo: «He dibujado un tridngulo, he medido

sus dngulos con el transportador y luego he sumado los tres dngulos. Luego lo he repetido

con otro tridngulo y otra vez la suma ha sido 180°». Y podria dar una respuesta anéloga en el

caso de los cuadrildteros. Estas demostraciones se basan en la medicién de dngulos en varios

ejemplos concretos, e incluso en solo uno, para seguir con una generalizacién ya que el es-

tudiantado se convence con ejemplos, sin necesitar mds argumentos, de que la propiedad se

cumple en general para todos los tridngulos o cuadrildteros. El alumnado en el nivel 2 podria

construir la Tabla 1.4 para responder al apartado (c) de la Actividad 1.4 buscando ejemplos

de poligonos con cada vez mayor nimero de lados pero sin conseguir llegar a generalizar.

Ne de lados | Ne de diagonales | N° de tridngulos | Suma de dngulos
3 0 1 180°
4 1 2 2 x180 = 360°
5 2 3 3 x180 = 540°
6 3 4 4 x180 = 720°
20 17 18 18 x 180 = 3240°
100 97 98 98 x180 = 17640°

Tabla 1.4: Suma de los dngulos interiores de un poligono convexo.

Como sintesis del nivel 2 de razonamiento de Van Hiele se presentan las siguientes carac-

teristicas:
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* La definiciéon de un objeto geométrico consiste en una lista con muchas de las propie-
dades matemaéticas aprendidas.

x Se reconoce de forma explicita que las figuras y cuerpos geométricos estan formados
por partes, propiedades y elementos matemadticos, pero no se establecen relaciones
matemadticas entre ellos. Se tiene dificultad en el manejo de clasificaciones disjuntas
derivadas de definiciones complejas.

* Es una razonamiento empirico, basado en la manipulacién de ejemplos concretos. Las
propiedades matemadticas se pueden descubrir mediante ejemplos, y la demostracion
de dichas propiedades consiste en verificarlas en algunos ejemplos particulares.

x Se tiene capacidad para generalizar las propiedades observadas en unas pocas figuras
u objetos a todos los de la misma familia.

* Solo se pueden comprender las estructuras légicas sencillas, pues hay dificultad para
manejar correctamente particulas légicas como y, o, a veces, por lo menos/al menos, no,
etc.

Se puede interpretar el nivel 2 como el inicio del razonamiento matemadtico. Puede ocurrir
que en un determinado periodo de tiempo el alumnado mezcle razonamientos de los niveles
1y 2, pero, el objetivo deberia ser que se abandonaran los argumentos visuales hasta llegar a
usar solamente propiedades matematicas.

Nivel 3 (de clasificacion)

El alumnado que se encuentre en el nivel 3 de razonamiento de Van Hiele podria respon-
der ala Actividad 1.1 diciendo que: «Segtin las definiciones, la figura cumple la definicién de
cuadrado, ya que tiene 4 lados iguales y 4 dngulos rectos; también a la definicién de rectdn-
gulo, ya que tiene 4 dngulos rectos; y también a la definicién de rombo porque tiene 4 lados
iguales». Es decir, de acuerdo a las definiciones dadas, maneja una clasificacion inclusiva de
los objetos. En contraposicion al estudiantado que estd en un nivel 2, en el nivel 3 si se utili-
zan las propiedades de las definiciones para relacionar las de una definicién con las de otra.
Por tanto, se incluyen los cuadrados en el conjunto de los rombos y en el de los rectangulos,
como en la Figura 1.46 b), manejando una clasificacion diferente a la que habian aprendido
con anterioridad, es decir, la de la Figura 1.46 a).

El alumnado en el nivel 3 podria responder al apartado (c) de la Actividad 1.4 verbalizando
una relacién general para cualquier poligono convexo: «La cantidad de diagonales que salen
de un vértice es 3 menos el numero de lados, ya que podemos unir cada vértice con todos los
demads excepto consigo mismo y con los dos adyacentes. Ademads, se forma un tridngulo mas
que diagonales salen de un vértice y, por tanto, salen 2 tridngulos menos que lados». En este
caso, se relacionan diversos elementos y propiedades para demostrar la férmula obtenida
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a partir de los ejemplos. A diferencia del estudiantado del nivel 2, en el nivel 3 se utilizan
los ejemplos como apoyo para descubrir propiedades o definiciones que luego servirdn para
dar el salto a la deduccion. El estudiantado que esté familiarizado con el uso de expresiones
algebraicas, podré obtener en el nivel 3 la expresion 180°(n — 2) como la suma de los dngulos

interiores de un poligono convexo de n lados.

Actividad 1.5

Mueve los vértices del tridngulo del siguiente applet de GeoGebra para ver una de-
mostracién grafica de la propiedad de que la suma de los dngulos interiores de un
tridngulo es 180°.

https://www.geogebra. org/m/TxJJHhDr

SUMA DE LOS ANGULOS INTERIORES DE UN TRIANGULO

Mueve los vértices del triangulo y observa como cambian los angulos intemos, pero su suma es siempre 180°.
Mueve el desiizador para comprobario graficamente.

. a+B+y=112°+35°+33°=180°

El alumnado en el nivel 3 puede entender la demostracion grafica como la del la Activi-
dad 1.5 guiada por el docente.

Como sintesis, las caracteristicas del nivel 3 del razonamiento de Van Hiele son:

* Se reconoce que las partes, propiedades y elementos matemadticos que integran las fi-
guras y cuerpos geomeétricos estd ligados mediante relaciones matemadticas. Se realizan
implicaciones logicas simples en un contexto matematico abstracto.

* Se hacen clasificaciones légicas de familias de objetos matematicos, siendo estas clasifi-
caciones inclusivas (Figura 1.46 (b)) o disjuntas (Figura 1.46 (b)), segun las definiciones
que se usen.

* Se usan correctamente las particulas légicas habituales. Esto permite definir objetos

geométricos correctamente mediante listas de propiedades necesarias y suficientes.


https://www.geogebra.org/m/TxJJHhDr
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x Se pueden deducir propiedades de objetos geométricos mediante la manipulacién de
ejemplos y también de manera deductiva abstracta. La demostracién de estas propie-
dades se hace mediante argumentos abstractos deductivos informales.

x Imposibilidad de realizar demostraciones formales de manera autébnoma, pero se pue-
den entender sus pasos con guia del profesor.

Nivel 4 (de deduccion formal)

Este es el nivel de razonamiento utilizado por matemaéticos profesionales y tiene las si-
guientes caracteristicas:

x Es deductivo formal y permite entender la estructura axiomdtica de las matematicas
(axiomas, hipétesis, definiciones, etc.).

x Se realizan demostraciones formales de manera auténoma, planteando una secuencia
de implicaciones.

x Se comprende el hecho de que haya diversas definiciones, que pueden ser equivalentes
0 no, de un mismo concepto.

x Se reconoce la variedad de diferentes demostraciones para una misma propiedad.

Nivel 5 (de rigor)

En este nivel se entiende que una determinado geometria se basa en un conjunto de axio-
mas y que con diferentes conjuntos de axiomas, se crean diferentes geometrias. Las caracte-
risticas de este nivel son:

* Se comprende la necesidad de un razonamiento formal riguroso que base las demos-
traciones en un determinado conjunto de axiomas.

* Se puede operar con sistemas axiomadticos diferentes, y se es capaz de realizar demos-
traciones formales en cada uno de ellos.

x Se pueden analizar y comparar geometrias basadas en distintos sistemas axiomaéticos.

Caracteristicas de los procesos de razonamiento de los niveles de Van Hiele

En Gutiérrez y Jaime (1998) se identifican diferentes procesos de razonamiento como ca-
racteristicos de varios (pero no todos) los niveles de van Hiele:

1 Reconocimiento de tipos y familias de figuras geométricas, identificaciéon de compo-

nentes y propiedades de las figuras.



38 1.2.2 Elmodelo de Van Hiele

2 Definicién de un concepto geométrico. Este proceso puede considerarse de dos mane-
ras: A medida que los alumnos formulan definiciones del concepto que estdn apren-
diendo, y a medida que los alumnos utilizan una definicion dada leida en un libro de
texto, o escuchada del profesor o de otro alumno.

3 Clasificacion de figuras o conceptos geométricos en diferentes familias o clases.

4 Demostracion de propiedades o enunciados, es decir, explicar de alguna manera con-
vincente por qué dicha propiedad o afirmacidn es cierta.

Coémo un estudiante lleva a cabo cada uno de los procesos descritos indica en qué nivel de
razonamiento se encuentra. En la Tabla 1.5, extraida de Gutiérrez y Jaime (1998), se presentan
las caracteristicas de cada proceso segtn el nivel de razonamiento en el que se encuentra el

estudiante.
Procesos de Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
razonamiento
L Propiedades | Propiedades
Reconocimiento . . - -
fisicas matematicas
Se usan
definiciones Se utiliza Se admiten
Uso de - con cualquier definiciones
definiciones estructura definicién equivalentes
simple
. Se demuestra
. . Conjunto de
Lista de Lista de . la
» . . propiedades ) .
Formulacién de propiedades | propiedades . equivalencia
. . . necesarias y
definiciones fisicas matematicas ) entre
suficientes o
definiciones
Disjunta, Disjunta, Puede oscilar
. » basada en basada en entre
Clasificacion ] ] ) ] -
propiedades | propiedades inclusiva 'y
fisicas matemadticas disjunta
) » Deductivas )
» Verificacion ] Deductivas
Demostracion - ] informales
con ejemplos formales
abstractas

Tabla 1.5: Caracteristicas de los procesos de razonamiento en cada nivel de Van Hiele extrai-

das de Gutiérrez y Jaime (1998).




1. Formas planas y cuerpos tridimensionales 39

Propiedades de los niveles de razonamiento del modelo de Van Hiele

Jaime y Gutiérrez (1990) definen la propiedades a nivel global que cumplen los niveles de
Van Hiele y se sintetizan a continuacion:

+ Jerarquizacion y Secuencialidad: Cada nivel de razonamiento se sostiene en el ante-
rior. No es posible alcanzar un nivel de razonamiento sin antes haber superado el nivel
inferior ya que en cada nivel hay determinadas habilidades que estdn siendo usadas im-
plicitamente por los estudiantes y cuyo uso explicito se aprende en el siguiente nivel. Es
decir, los niveles de Van Hiele tienen una estructura recursiva. Por ejemplo, en el nivel
1 los elementos que se manejan de forma explicita son las figuras y de forma implicita
las partes y propiedades de las figuras, que pasan a trabajarse de forma explicita en el
nivel 2. Las implicaciones entre las propiedades se manejan de forma implicita en el
nivel 2 y de forma explicita en el nivel 3. Por ultimo, la deduccién formal de teoremas
se trabaja de forma implicita en el nivel 3 y explicita en el nivel 4. Hay que tener cuida-
do, ya que puede aparentar que un estudiante estd en un determinado nivel porque ha
aprendido rutinariamente o de memoria procesos propios de ese nivel y, sin embargo,
no comprenderlos.

« Especificidad del lenguaje: Las diferentes capacidades de razonamiento asociadas a
los niveles de van Hiele no solo se reflejan en la forma de resolver los problemas pro-
puestos, sino en la forma de expresarse y en el significado que se le da a determinado
vocabulario. Cada nivel lleva asociado un tipo de lenguaje y un significado especifico
del vocabulario matematico. Dos personas que razonan e interpretan los argumentos
en diferentes nieles no podran entenderse. Por tanto, el docente debe ajustarse al nivel
en que estdn sus estudiantes.

* Continuidad: El paso de un nivel de razonamiento al siguiente se produce de manera
gradual y durante algin tiempo el estudiante se encontrard en un periodo de transiciéon
en el que combinard razonamientos de un nivel y del otro. No debe confundirse haber
comprendido la solucién de un problema (o tipo de problemas) concreto con haber ad-
quirido destreza en el manejo del nuevo tipo ele razonamiento necesario para resolver
ese problema. Solo se puede considerar adquirido un nivel de razonamiento cuando
se tenga un dominio adecuado de todas las destrezas caracteristicas de ese nivel. Este
dominio no se adquiere de forma automatica y simultdnea.

« Localidad: El individuo se desenvuelve en distintos niveles de razonamiento si le pro-
ponemos actividades basadas en diferentes areas de las matemadticas. Esta diversidad
de niveles es mds fécil encontrarla en estudiantes que no han llegado a razonar en el
nivel 4 en ningtn édrea de las matematicas y esto es lo que ocurre con el estudiantado
de Educacion Primaria.
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El progreso en los niveles de razonamiento de Van Hiele no depende de la edad del es-
tudiante, sino de cudl ha sido su experiencia en la adquisicién de las habilidades propias de
cada nivel. No se puede asumir que todo el alumnado de un determinado curso de Educacion
Primaria estd al mismo nivel de razonamiento. El docente debe conocer el nivel de razona-
miento de su estudiantado para poder hacer adaptaciones que le permitan incrementar su
nivel. Gutiérrez y Jaime (1998) especifican las caracteristicas que debe tener una prueba para
conocer el nivel de razonamiento del modelo de Van Hiele:

a) Debe evaluar los cinco procesos enumerados anteriormente (reconocimiento, formu-

lacién y uso de definiciones, clasificacion, prueba).

b) Debe evaluar los cuatro niveles de razonamiento, es decir, cada alumno debe tener la
posibilidad de responder a las preguntas segtin su capacidad maxima de razonamiento.

¢) Debe ofrecer a los alumnos la oportunidad de explicar las razones de sus respuestas
para que el investigador pueda determinar qué nivel de resonancia habia detrds de cada
respuesta.

Actividad 1.6

A vuestro grupo de trabajo se le asignaran dos resoluciones de un test para evaluar el
nivel de Van Hiele. Cada resoluciéon corresponde a un curso diferente de Educacién
Primaria. ;Qué niveles de Van Hiele habéis detectado en las resoluciones? Razonad
vuestras respuestas con ejemplos. Recordad que un mismo estudiante puede pre-
sentar diferentes niveles de razonamiento segiin el problema que se le plantee. ;Hay
diferencias en el nivel de razonamiento segtn el curso?

Las fases de aprendizaje del modelo de Van Hiele

El matrimonio Van Hiele desarroll6 una metodologia de ensefianza para ayudar a los
alumnos a progresar en su nivel de razonamiento. De esta manera, dieron unas directrices de
c6mo organizar la ensefianza de la geometria para fomentar dicho progreso, denominadas
las fases de aprendizaje del modelo de van Hiele. Las fases son cinco y organizan el trabajo
del profesor y de los alumnos desde el comienzo hasta el final de cualquier tema de geo-
metria. Estas fases son las mismas para todos los niveles de razonamiento de los alumnos y
para todos los temas de estudio. Hacen hincapié en lo que debe considerar el profesor como
respuesta correcta o incorrecta para cada contenido especifico de geometria. Se sintetiza a
continuacion la descripcién de cada fase segtin Jaime y Gutiérrez (1990).
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« Fase 1, de informacion. El objetivo es dirigir la atencién del estudiantado hacia el nuevo
tema a estudiar y hacerle saber el tipo de trabajo que va a hacer, qué tipo de problemas
resolverd, qué materiales utilizara, etc. Ademas, esta fase le servird al docente para que
descubra qué nivel de razonamiento y conocimiento tiene su alumnado sobre el nuevo

tema.

« Fase 2, de orientacion dirigida. El objetivo es que el alumnado explore el campo de es-
tudio por medio de investigaciones basadas en el material que el docente le ha propor-
cionado. Se tiene que conseguir que el estudiantado descubra, comprenda y aprenda
cudles son los conceptos, propiedades, figuras, etc. principales en el drea de la geome-
tria que estan estudiando. El estudiantado por si solo, no podria realizar un aprendizaje
eficaz, por lo que es necesario que las actividades que se le propongan estén conve-
nientemente dirigidas hacia los conceptos, propiedades, etc. que se deben estudiar. El
trabajo estard seleccionado de tal forma que los conceptos y estructuras caracteristicos
del tema se les presenten de forma progresiva.

« Fase 3, de explicitacion. El objetivo de esta fase es hacer que el estudiantado intercam-
bie sus experiencias, que comente las regularidades que ha observado, que explique
c6mo ha resuelto las actividades, todo ello dentro de un contexto de didlogo en el gru-
po. El hecho de que aparezcan puntos de vista diferentes serd beneficioso para que cada
estudiante justifique su opinion teniendo que analizar sus ideas, ordenarlas y expresar-
las adecuadamente. Esta fase no se centra en el aprendizaje de cosas nuevas, sino en
la revision del trabajo hecho antes, en la obtencién de conclusiones y en la practica y
perfeccionamiento en la forma de expresarse.

« Fase 4, de orientacion libre. El objetivo de esta fase es consolidar el aprendizaje ad-
quirido en las fases anteriores. El alumnado utilizard los conocimientos que tiene para
resolver nuevos problemas que puedan desarrollarse de diferentes formas o que pue-
dan tener distintas soluciones. En esta fase los problemas no pueden ser aplicaciones
directas de férmulas, datos memorizados o algoritmos conocidos, sino que han de ser-
vir para aprender nuevas relaciones y propiedades. En esta fase, el docente limitard su
ayuda en la resolucién de los problemas.

« Fase 5, de integracién. Se pretende que el alumnado adquiera una vision general de
los contenidos y métodos que tiene a su disposicion, relacionando los nuevos conoci-
mientos con otros campos que haya estudiado anteriormente. El docente debe dirigir la
elaboracién de resimenes o recopilaciones de informacién que ayuden al estudiante a
lograr la integracion del conocimiento. Las actividades ahora no deben requerir nuevos

conocimientos, sino inicamente la organizacion e integracion de los ya estudiados.
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1.2.3. Elmodelo de Vinner

Los apuntes de esta seccion se basan el trabajo de Jaime y Gutiérrez (2016).

Actividad 1.7

Pensad en una manzana, en un cuadrado, un rectangulo o un romboide y salid a la
pizarra a dibujar las imagenes que tenéis en mente.

En el proceso de aprendizaje de los conceptos matemaéticos en los trabajos de Vinner

(1991) y Vinner y Hershkowitz (1983) se definen dos estructuras que se forman en la men-

te para gestionar la informaciéon geométrica:

« La imagen conceptual estd formada por la informacién grafica memorizada incluyen-

do los ejemplos del concepto observados o dibujados por el individuo. Por ejemplo, al
aprender el concepto de circulo, el alumnado memoriza los dibujos de circulos que ha
visto por ejemplo en una moneda, en el libro de texto, etc. Una imagen serd correcta si
le permite al individuo seleccionar correctamente todos los ejemplos de ese concepto
y cuando las propiedades que lleva asociadas son todas relevantes (Gutiérrez y Jaime,
1996).

La definicion conceptual esta formada por la informaciéon verbal memorizada. Esta es-
tructura incluye la definiciéon aprendida del concepto, que puede ser correcta o no, y
la verbalizacién de la propiedades matematicas del concepto. Por ejemplo, al aprender
el concepto de circulo, el alumnado memoriza su definiciéon y también que tiene radio,
didmetros, la féormula para el célculo de su drea, etc.

En el contexto de este modelo, se entiende que el aprendizaje de un concepto se ha com-

pletado si se ha formado un imagen y una definiciéon del concepto integradas lo mds correctas

y completas posible. Es responsabilidad del docente realizar actividades ricas que ayuden a

establecer definiciones e imagenes adecuados de los conceptos.

Puede ocurrir que se presente un concepto sin mucha variedad de ejemplos que lo ilus-

tren en cuanto a sus posiciones, formas o tamafios. Denotaremos por prototipicos los ejem-

plos que aparecen con mucha frecuencia en las aulas de primaria. En el caso de los poligonos

o de los poliedros, los ejemplos prototipicos se presentan «apoyados» sobre uno de sus lados

o una de sus bases. Ademads, los poligonos prototipicos tienen dimensiones que se asemejan

mucho a los casos regulares. Como caso excepcional, el rombo prototipico se suele presentar

«apoyado» sobre uno de sus vértices con la diagonal vertical. ;Han aparecido ejemplos proto-
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tipicos en el apartado a) de la Actividad 1.7? En la Figura 1.47 se muestra cOmo se presentan
graficamente los conceptos prisma y pirdmide en un libro de texto de 5° de primaria con dos
ejemplos prototipicos.

Figura 1.47: Presentacion de los conceptos prisma y pirdmide con ejemplo grafico prototipico
extraida de Matemditicas 5: Primaria. Pieza a pieza (2022, p. 179).

Cuando el alumnado de primaria tiene que decidir si una figura geométrica pertenece a
una determina familia, lo que hace es compararla con los ejemplos que tiene memorizados
y que forman su imagen conceptual de esa familia de figuras. Si la figura que esté analizando
se parece lo suficiente a los ejemplos de su imagen conceptual, la identificara. Si no, pensara
que pertenece a otra familia de figuras. Por tanto, si las imdgenes conceptuales del alumnado
son pobres en cuanto a que tnicamente se forman con ejemplos prototipicos, se pueden
generar problemas en el aprendizaje de los conceptos.

Actividad 1.8

En parejas, analizad los temas de geometria de libros de texto de varios cursos de
Primaria para observar la variedad de formas, tamafios y posiciones de los tridngu-
los dibujados y valorar la abundancia de ejemplos prototipicos. Haz el mismo tipo
de andlisis para los cuadrildteros, poligonos regulares, prismas, pirdimides, conos y
cilindros.

Para evitar el efecto negativo que produce la reduccioén de los ejemplos a solamente los
prototipicos, el docente tiene que enriquecer la informacién proporcionada al alumnado con
actividades en las que se vean, manipulen, describan y analicen una gran variedad de formas,
tamanos y posiciones de las figuras correspondientes al concepto que se estd aprendiendo.
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E] objetivo que se pretende es que el estudiantado recuerde muchas formas, tamafios y po-
siciones diferentes, para que llegue a abstraer solamente las propiedades matemadticas que
realmente posee el concepto, es decir, las propiedades relevantes del concepto.

La ensefnanza de los conceptos geométricos en primaria no puede estar limitada tinica-
mente a la formacion de imégenes conceptuales. Es necesario que el estudiantado compren-
da y aprenda, ademads, sus definiciones y propiedades bdsicas. La definicién conceptual de-
bera desarrollarse en paralelo a la formacion de la imagen conceptual. El docente debera
conseguir que el alumnado haga formulaciones correctas de la definicion y las propiedades
del concepto que se esté aprendiendo. Esto no significa que el alumnado deba aprender una
definicién de forma memoristica, pues esto conlleva que se utilicen de forma independiente
la imagen y la definicién del concepto.

La Figura 1.48 muestra las respuestas de un estudiante de magisterio en el contexto de
la investigacion recogida en Gutiérrez y Jaime (1996) y ante la tarea de trazar sobre el lado
a la altura de diferentes tridngulos. Se puede observar que el estudiante tiene una imagen
erronea del concepto de altura, pues lo confunde con la mediana. En el experimento se pro-
porcionaba a los participantes la definicion de altura de un tridngulo (perpendicular trazada
desde un vértice hasta el lado opuesto o su prolongacién). Por tanto, los errores ilustrados en
la Figura 1.48 y los demas errores descritos en el trabajo de Gutiérrez y Jaime (1996) mues-
tran una desconexién entre la imagen y la definicién del concepto de altura. Este tipo de
desconexiones se puede observar en primaria en diversos conceptos geométricos. Gutiérrez
y Jaime (1996) explican como ejemplo que un estudiante de primaria recita correctamente
la definicién de poligono regular como poligono que tiene todos sus lados y dngulos iguales
y, sin embargo, identifica como tal el rectdngulo «porque tiene los dngulos iguales». Reci-
procamente, el alumnado puede identificar correctamente un poligono regular y no saber
definirlo adecuadamente. Vinner (1991) explica que esto se debe a que no se han estableci-
do correctamente la conexiones entre la imagen y la definicién de un concepto y se utilizan
con independencia una y otra. Por tanto, el docente tiene que lograr que el alumnado com-
prenda y aprenda los nuevos contenidos relacionando la imagen y la definicion para saber
utilizar ambas de forma combinada. Para ello, por ejemplo, se pueden plantear actividades
de clasificacion o identificacion de figuras geométricas que exijan argumentar el motivo de
las decisiones y verbalizar de forma explicita la definicion.

N S S A

Figura 1.48: Imagen errénea del concepto de altura extraida de Gutiérrez y Jaime (1996)
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La metodologia de ejemplo y contraejemplo

Actividad 1.9

Da una definicion de triancuad teniendo en cuenta los ejemplos y contraejemplos
que se muestran a continuacion:

2o mre
B ® OIS E

Para conseguir la conexion entre la imagen y la definicién de un concepto geométrico se
presentaran actividades cuyo objetivo sea el descubrimiento de las caracteristicas relevantes
del nuevo concepto y finalmente la articulacién de una definicién correcta. La metodologia
consistird en mostrar al estudiantado una amplia variedad de ejemplos y contraejemplos del
concepto, es decir, figuras que se correspondan y que no se correspondan con el concepto.

Se muestran a continuacion los pasos a seguir, establecidos en Charles (1980), para pre-
parar una buena colecciéon de ejemplos y contrajemeplos de un concepto geométrico. En
particular, se desarrollard en base a la altura de un tridngulo y serd aplicable a cualquier otro
concepto geométrico de Educacion Primaria.

Paso 1. Elegir una definicién adecuada del concepto. En matematicas muchos conceptos
se pueden definir de varias formas correctas. Como hemos visto en la Actividad 1.3 la variedad
de definiciones se refleja en los libros de texto. Por tanto, el primer paso de esta metodologia
consistira en elegir la definicién que se va ensefar. Algunos de los criterios did4cticos para
la eleccion de la definicion son los siguientes: elegir la misma definicion que el alumnado
ha estudiado en afos anteriores para no generar confusion; elegir una definicion diferente
de la que el alumnado ha estudiado en afios anteriores para aumentar sus conocimientos
matematicos; elegir la definicién con la que como docente més comodamente trabaje; elegir
la definicién que a largo plazo es mateméaticamente mads ttil; elegir la definicién que es més
facil de entender para el grado de madurez del estudiantado; rechazar una definicién porque
es matemadticamente incorrecta; rechazar una definiciébn porque es matemadticamente muy
compleja, o rechazar una definicién porque su estructura gramatical es muy compleja.
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Actividad 1.10

Volviendo a la Actividad 1.3 recogemos las definiciones de poligono (a), b) y ¢)) y
afadimos tres mas (d), e) y f)):

a) Un poligono es una superficie plana con todos sus bordes rectos.

b) Un poligono es una superficie plana y cerrada con todos sus bordes rectos.

¢) Un poligono es una superficie plana limitada por segmentos de recta.

d) Un poligono es una forma plana limitada por rectas

e) Un poligono es una superficie plana limitada por segmentos de recta.

f) Un poligono es una linea poligonal cerrada y su interior.

g) Un poligono es una superficie plana y la linea poligonal cerrada que la limita.

Explica qué definicion elegirias y por qué motivos la eliges y descartas las demas.

Actividad 1.11

Busca en internet o en libros de texto de 5° y 6° de primaria diferentes definiciones
de la altura de un tridngulo. Explica razonadamente cuél de ellas elegirias para pre-
sentarla al alumnado.

En la Figura 1.49 se muestra la secuencia de las dos paginas del libro de texto de 6° de
primaria en las que se introduce por primera vez en el curso el concepto de altura de un
tridngulo. En la primera pégina se utiliza el concepto de altura del tridngulo para el cdlculo
de su drea sin haberlo definido explicitamente. En la siguiente pagina se da una definicion
verbal en la actividad 6, pero no se especifica el objeto geométrico que es, es decir, no se
concreta que las alturas son segmentos. Ademds, se enuncia correctamente que un tridngulo
tiene tres alturas y, sin embargo, en el tridngulo rectangulo no se aprecian con claridad y
se deja a interpretacion del lector el hecho de entender que dos de las alturas en ese caso
coinciden con los catetos.

Una definicion completa de altura de un tridngulo para el alumnado de 6° curso de Edu-
cacion Primaria seria: «La altura de un tridngulo es el segmento trazado perpendicularmente
desde un vértice hasta el lado opuesto o su prolongacion». Esta definicion se tendria que pre-
sentar cuidadosamente, explicando paso a paso todas la condiciones.
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Figura 1.49: Introduccién de la férmula del 4rea del tridnguloMatemditicas 6: Primaria. Pieza
a pieza (2022, p. 174-175)

Paso 2. Identificar las propiedades caracteristicas del concepto. Para conseguir que el
estudiantado de Primaria comprenda y aprenda correctamente un concepto formando una
definicion conceptual adecuada, el docente debe asegurarse de que el alumnado compren-
de y aprende cada sub-concepto incluido en la definicion y de que es consciente de la ne-
cesidad de cada uno de ellos. Asi pues,la descomposicion de la definiciéon de altura de un
tridngulo en las partes matematicamente relevantes se puede descomponer en los siguiente
sub-conceptos: La altura de un tridngulo es:

*

el segmento

trazado perpendicularmente

*

* desde un vértice

« hasta el lado opuesto

*

o su prolongacién

Sino se tiene en cuenta o no se entiende alguno de estos subconceptos que aparecen en la
definicion de un concepto (en este caso de la altura de un tridngulo), se cometeran errores en
el manejo del concepto principal . Algunos de los subconceptos de la definiciéon habran sido
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estudiados antes y otros se introducirdn por primera vez. En cualquier caso, todos ellos se
deben entender correctamente para que se pueda dar un adecuado aprendizaje del concepto
principal.

Actividad 1.12

Descompoén en subconceptos matematicamente relevantes las definiciones de uno
de los siguientes conceptos: bisectriz, angulos suplementarios, trapecio, poligono
regular, prisma y pirdmide.

Paso 3. Identificar atributos no necesarios del concepto que pueden llevar a confusion.
Puede ocurrir que el alumnado tenga una imagen conceptual incorrecta debido a que ha in-
corporado caracteristicas que en realidad no lo son del concepto en cuestion. Por ejemplo,
Gutiérrez y Jaime (1996) muestran que los atributos no caracteristicos que mads frecuente-
mente se incorporan a las imagenes conceptuales de altura de un tridngulo son:

la altura es vertical

*

*

la altura es interior al tridngulo

« la altura termina en el punto medio del lado (confusién con la mediana)

*

los tridngulos s6lo tienen una altura

Para lograr que el alumnado no incorpore atributos innecesarios a los conceptos, el do-
cente debe plantear una discusién sobre esos atributos en particular para que se entienda
que no tienen por qué estar presentes o que lo estdn de formas diferentes en el concepto.
Ademds, también hay que incidir en los atributos visuales que no son caracteristicos del con-
cepto para que sean lo més variados posible para que el alumnado entienda que son algo
irrelevante. Por ejemplo, en el caso de la altura, hay que variar los tamafios de las alturas y de
los tridngulos y sus formas.

Actividad 1.13

Para el concepto que has trabajado en la Actividad 1.12 escribe de forma razonada
una lista de atributos no relevantes.
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Paso 4. Seleccionar la coleccion de ejemplos y contraejemplos. Tras haber identificado
en el paso 2 los atributos necesarios para definir el concepto y en el paso 3 los no caracteris-
ticos del concepto, se presentaran explicitamente colecciones de ejemplos y contraejemplos
cada una de las cuales enfatizard una caracteristica necesaria o innecesaria.

Presentamos a continuacion los ejemplos y contraejemplos para incidir en las propieda-

des necesarias de la altura de un tridngulo:

x La altura es un segmento

_— y A

Esaltura “— No son alturas

Figura 1.50: Ejemplo y contraejemplo de que la altura tiene que ser un segmento extraido de

Gutiérrez y Jaime (1996)

* La altura es perpendicular al lado sobre el que se traza

Son alturas

No son alturas =

Figura 1.51: Ejemplo y contraejemplo de que la altura tiene que ser perpendicular a la base

extraido de Gutiérrez y Jaime (1996)
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+ La altura se traza desde un vértice del tridngulo

Son alturas

No son alturas

Figura 1.52: Ejemplo y contraejemplo de que la altura se traza desde un vértice extraido de
Gutiérrez y Jaime (1996)

« La altura termina en el lado opuesto al vértice o en su prolongacion

Son alturas

No son alturas

Figura 1.53: Ejemplo y contraejemplo de que la altura termina en el lado opuesto al vértice o
en su prolongacion extraido de Gutiérrez y Jaime (1996)
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Mostraremos ahora ejemplos para ilustrar atributos innecesarios en el concepto de altura
de un tridngulo:

x La altura no tiene por qué ser vertical.

/

[

Es altura Es altura

Figura 1.54: Ejemplos de alturas con diferentes inclinaciones respecto a la vertical extraida de
Gutiérrez y Jaime (1996)

x La altura no tiene por qué estar dentro del tridngulo.

\ ﬂ

Figura 1.55: Ejemplos de alturas en diferentes posiciones (dentro, etc.) respecto del tridngulo

Son alturas

extraida de Gutiérrez y Jaime (1996)

x La altura puede terminar en cualquier punto de la base.

— /‘ el

Figura 1.56: Las alturas puedes terminar en cualquier punto de la base extraida de Gutiérrez
y Jaime (1996)

Son alturas
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* Los tridngulos tienen tres alturas.

Tienen 3 alturas \

Figura 1.57: Los tridngulos tienen tres alturas extraida de Gutiérrez y Jaime (1996)

« Las alturas y los tridngulos pueden tener cualquier tamafio.

Son alturas

Figura 1.58: Ejemplos de alturas y tridngulos de diferentes tamafios extraida de Gutiérrez y
Jaime (1996)

* Todos los tridngulos tienen alturas, independientemente de su forma.

Son alturas

Figura 1.59: Ejemplos de alturas en tridngulos de diferentes formas extraida de Gutiérrez y
Jaime (1996)
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Actividad 1.14

Para uno de los conceptos que has trabajado en las actividades 1.12 y 1.13 disefia
una presentacion razonada de ejemplos y contraejemplos para que se entienda el
concepto.

1.2.4. Orientaciones de ensefianza por niveles

Desde el primer curso y trasversal a toda la EP

—o Aproximar con objetos de la realidad primero al espacio y a los cuerpos o sélidos,
posteriormente a las superficies y, por ultimo, a las lineas y los puntos. Por ejemplo, se
pueden hacer actividades de juego psicomotor.

—o Evolucidn: reconocer y construir primero en la realidad y luego en representaciones
graficas. Insistir en verbalizacion. Completar con GeoGebra.

ler ciclo de EP

—o Distinguir lineas rectas y curvas. Utilizacion de la regla para el dibujo de lineas rectas.
Distinguir lineas horizontales, verticales, oblicuas, quebradas, mixtas, espirales y lineas
poligonales abiertas y cerradas.

20 ciclo de EP

—o Distincion de lineas paralelas, lineas secantes perpendiculares y lineas secantes obli-

cuas.
3er ciclo de EP

—o Completar el conocimiento de las lineas rectas paralelas y perpendiculares con la uti-
lizacion de regla, escuadra y cartab6n. Construir la mediatriz de un segmento con y sin

compas.

ler ciclo de EP

—o Manipular, reconocer y construir en la realidad, distinguir superficies planas y super-
ficies curvas. Intentar el trabajo de reconocimiento y representacion gréfica.

—o Evolucién: en la realidad y en representacién grafica.
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1.2.4 Orientaciones de ensefianza por niveles

20 ciclo de EP

—o Atender a las cuatro regiones que se determinan en el plano siempre que se cortan dos
rectas. Insistir en que el dngulo es tanto la region como las semirrectas que la limitan.

—o Definir y clasificar los dngulos rectos, agudos, obtusos, llanos, concavos y completos.
Verbalizacion.

—o Reconocer y construir los distintos d&ngulos. Completar con GeoGebra.

3er ciclo de EP

—o Reconocer y construir las posiciones de dos dngulos consecutivos, adyacentes u opues-
tos por el vértice.

—o Construir la bisectriz de un angulo por diversos procedimientos.

5. Poligonos

Evolucion: identificacion y descripcion verbal a partir de objetos reales, manipulacion
de materiales, construccion en la realidad utilizando material, representacion gréfica
con y sin modelos y trabajo grafico. Complementar con GeoGebra.

ler ciclo de EP

—o Identificacion de tridngulos, cuadrados y rectdngulos en objetos reales. Nombrar las
figuras y verbalizar diferencias. Situar sobre el papel objetos con estas formas, bordear su
contorno con elldpizy colorear su interior para trabajar la bidimensionalidad. Introducir
los términos ladoy vértice.

—o Anélogamente, introducir rombos, romboides, trapecios y trapezoides y reconocerlos
en el contexto general de poligonos. Introducir el concepto de cuadrildtero.

2a ciclo de EP

—o Introducir el concepto de paralelogramo observando el paralelismo en los cuadrilé-
teros ya conocidos.

—o Introducir poligonos de més de cuatro lados y su clasificacion segtin el niimero de
lados: pentdgono, hexdgono, heptdgono, octégono, etc. Introduccion del término base
de un poligono.

—o Introducir la clasificacion de los poligonos por regularidad e irregularidad y por con-
cavidad 'y convexidad.

3er ciclo de EP

—o Profundizar en la elaboracion de expresiones de los conceptos que se aproximen a las
definiciones.

—o Dibujar poligonos regulares con del transportador de dngulos y de la medida de la
amplitud angular.
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—o Descubrir la propiedad que cumplen las diagonales de los poligonos segiin su carac-
ter co6ncavo o convexo.

6. Clasificaciones de tridngulos y cuadrildteros

20 ciclo de EP

—o Observar la diferencias entre tridngulos para introducir las clasificaciones por longi-
tud de los lados y por amplitud angular.

—o Andlogamente, introducir las clasificaciones de los cuadrildteros por longitud de los
lados y por amplitud angular.

—o Identificar el tridngulo y el cuadrildtero regulares.

3er ciclo de EP

—o Reflexionar sobre clasificaciones excluyentes e inclusivas de los tridngulos y los cua-
drilateros.

7. Relaciones entre los lados y entre los dngulos de un tridngulo

—o Evolucién: descubrir con material manipulativo o Geogebra y aplicar a representa-
ciones graficas

3er ciclo de EP

—o Desigualdad triangular, Teorema de Pitdgoras, suma de los dngulos interiores de un
tridngulo y suma de los dngulos interiores de un poligono convexo.

8. Circunferencias y circulos. Posiciones relativas con rectas

—o Evolucién: identificacion y descripcion verbal a partir de objetos reales, manipula-
cién de materiales, construccion en la realidad utilizando material, representacion gra-
fica con y sin modelos y trabajo grafico. Complementar con GeoGebra.

ler ciclo de EP

—o Identificacién del circulo. Trabajo de la bidimensionalidad como en el caso de los
poligonos

—o Diferenciar la circunferencia y el circulo e introducir sus elementos bésicos (centro,
radio y didmetro). Observar propiedades de la circunferencia.

20 ciclo de EP

—o Introducir el compdsy la regla como herramientas de construccion de la circunferen-
cia, el circulo y sus elementos bésicos.

—o Introducir recta secante, cuerda y arco de una circunferencia, recta tangente a una cir-
cunferencia, sector circulary semicirculo. Reflexionar sobre la bidimensionalidad del sec-
tor circular y del semicirculo.

9. Cuerpos geométricos: Poliedros y cuerpos redondos
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—o Evolucién: identificacion y manipulacion en objetos reales y material estructurado,
descripcion verbal y la verbalizacién de diferencias entre objetos. Construccion en la
realidad y en representacion grafica en la medida de lo posible. Utilizar el vocabulario
(cara, base, arista, vértice, centro y didmetro).

ler ciclo de EP

—o Introducir y distinguir poliedros y los cuerpos redondos.

—o Introducir y distinguir prismas y pirdmides en coherencia con el conocimiento que el
alumnado tiene de los poligonos que aparecen en las bases. Caso particular del ortoedro.

—o Introducir y distinguir cilindros, conos y esferas.
20 ciclo de EP

—o Ampliar el punto anterior en coherencia con el conocimiento sobre poligonos. Insistir
en tridimensionalidad y verbalizacion.

3er ciclo de EP

—o Refinamiento vocabulario y definiciones anteriores. — Reflexionar sobre las propie-
dades de paralelismo y regularidad en los poliedros.

—o Introducir los sélidos platonicos.
—o Introducir la concavidad y la convexidad de los poliedros.

—o Descubrir la formula de Euler.

1.3. Erroresy dificultades en el aprendizaje

Presentamos una recopilacién de errores cometidos por el alumnado de Educacién Pri-
maria y que se plasman en diversos trabajos de investigacion.

Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008) identifican, en primer lugar, los errores que po-
siblemente estdn generados en el proceso de aprendizaje de los conceptos geométricos ba-
sado exclusivamente en el libro de texto sin utilizacién de otros materiales para enriquecer
el esquema conceptual del alumnado. En los libros de texto se muestran ciertas figuras geo-
métricas mediante una tnica representacion grafica o una reducida cantidad de dibujos. En
consecuencia, el alumnado construye imagenes del concepto basadas en los ejemplos pro-
totipicos y alejadas de su definicion.
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Dificultades causadas por los distractores de orientacion

Hershkowitz (1990) distingue entre los atributos relevantes que son necesarios para ser
ejemplo de un concepto y los irrelevantes que solamente tienen algunos ejemplos. Existen
ciertos atributos irrelevantes que visualmente tienen caracteristicas muy marcadas y que son
distractores para el alumnado. Vinner y Hershkowitz (1983) definen los distractores de orien-
tacion como las propiedades visuales que se asumen como pertenecientes al concepto y, sin
embargo, no tienen nada que ver con su definicién. Por ejemplo, respecto al concepto de dn-
gulo, el alumnado asume que uno de los lados tiene que estar en horizontal, como se muestra
en la Figura 1.60 (a) debido a que se suele presentar de esta forma en los libros de texto. Ade-
mas, el hecho de que se tienda a dibujar rectas paralelas o perpendiculares respecto a la direc-
cién de los lados del papel puede generar dificultades en el manejo de estos conceptos. Del
mismo modo, la tendencia a dibujar tridngulos con uno de los lados en horizontal o rombos
en vertical apoyados sobre uno de sus vértices también se ha observado que genera dificul-
tades. En la Figura 1.60 (b) se muestran ejemplos prototipicos de todas estas situaciones. El
abuso de los ejemplos prototipicos de la Figura 1.60 puede generar que no se identifiquen
correctamente las caracteristicas de los ejemplos de la Figura 1.60 (c).

¢perpendiculares?

| A\

érectangule?

Lado Iurizolk Il : x

zrombo?

(a) Angulo con lado horizontal (b) Posiciones prototipicas de (c) Ejemplos no prototipicos
paralelismo, tridngulo y rombo

Figura 1.60: Ejemplos extraidos de Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008)
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A continuacién se muestran ejemplos de errores, posiblemente causados por distractores
de orientacién, que se recopilan en Dickson y cols. (1991) y que han sido detectados en di-
versas investigaciones. En la Figura 1.61 el estudiante afirma que a no es paralela a ¢ porque

b esta por el medio (Fielker, 1973).
///

Figura 1.61: Ejemplo de error con el manejo del paralelismo del trabajo de Fielker (1973) ex-
traido de Dickson y cols. (1991)

Enla Figura 1.62 el estudiante afirma que C no es un tridngulo porque «se ha caido» (Gree-

nes, 1979).
A\
B [ C
Figura 1.62: Ejemplo de error en la deteccién de un tridngulo en posicién no prototipica del
trabajo de Greenes (1979) extraido de Dickson y cols. (1991)
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En la Figura 1.63 se contrastan ejemplos prototipicos con ejemplos que generan dificul-
tades debido a la posicion en la que se muestran. Ademads, en la Figura 1.64 (a) se muestran
los porcentajes de estudiantes que reconocieron cada ejemplo como dngulo recto y en (b) los
correspondientes al reconocimiento del paralelismo (Kerslake, 1979). Parece que el alumna-
do ha asumido que la igualdad de longitudes es condicién necesaria para tener paralelismo.

A NY = ON

(a) Ejemplos prototipicos (b) Ejemplos en los que el alumnado muestra difi-
cultades de reconocimiento

Figura 1.63: Ejemplos prototipicos frente a ejemplos que generan dificultad del trabajo de
Kerslake (1979) extraidos de Dickson y cols. (1991)

LLJ//\XH\\] ////

B3% 71% 43% 3B% 3%

(a) Reconocimiento de angulos rectos (b) Reconocimiento de paralelismo

Figura 1.64: Porcentajes de deteccion de conceptos del trabajo de Kerslake (1979) extraidos
de Dickson y cols. (1991)

Los distractores de orientacion también aparecen en el trabajo con sélidos. El alumnado
muestra dificultades al identificar los prismas cuando se presentan apoyados sobre una cara
lateral. También supone un obstdculo identificar el cubo cuando su representacion se apoya
sobre un vértice. Un error comun en el estudiantado es considerar que la base es la cara en
la que se apoya el objeto y se entiende que solamente son caras las laterales (Guillén-Soler,
2000).

Dificultades causadas por los distractores de estructuraciéon

Durante el aprendizaje de un concepto geométrico se pueden formar imagenes o defi-
niciones incompletas debido a una presentaciéon débil del concepto en la que se excluyen
ciertos elementos y propiedades. Un ejemplo de la presencia de estos distractores es la ten-
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dencia a mostrar ejemplos de tridngulos issceles en los que la longitud de los lados iguales
es mayor que la del lado desigual y, ademas, se suele presentar apoyado sobre el lado desigual
(Figura 1.65).

Isdsceles cisosceles?

Figura 1.65: Ejemplos de tridngulo is6sceles prototipico y otro tridngulo is6sceles extraidos
de Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008)

Los errores producidos a raiz de los distractores de estructuracién también aparecen en
el estudio de alturas, medianas, mediatrices y bisectrices de un tridngulo al asumir que todas
tienen que ser interiores al tridngulo. Por este motivo el alumnado suele cometer errores al
trazar las alturas de un tridngulo obtusangulo y rectdngulo. También puede ocurrir que el
alumnado dibuje la altura del tridngulo, que piensa que es tnica, en paralelo al lado del papel
en lugar de en perpendicular a la base de tridngulo (Figura 1.66). Esto puede estar causado
porque en los libros de texto se suele mostrar una tinica altura que, ademas, suele ser paralela
al lada del papel.

Figura 1.66: Dibujo de la altura en paralelo al lado del papel extraido de Barrantes-Lopez y
Zapata-Esteves (2008)

Ademds, Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008) reportan que en los ejemplos de los
libros de texto existe un predominio de formas planasy cuerpos geométricos convexos frente
a concavos, lo que produce que el alumnado tenga dificultades para concebir la concavidad
en estas figuras. También se ha detectado una presencia pobre en la ejemplificacion de los
trapecios.

Dificultades causadas por la nomenclatura

Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008) constatan que el alumnado tiene facilidad para
identificar los poligonos y sélidos de los cuales conoce el nombre como, por ejemplo, cua-
drado o cilindro. Sin embargo, tiene mds dificultad para identificar los poligonos que no tie-
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nen un nombre comin como, por ejemplo, el decdgono (poligono de diez lados). Ademas,
el hecho de utilizar términos individuales como «el cuadrado» en lugar de colectivos hace
que se generen dificultades, pues parece que Ginicamente existen las figuras arquetipo. Por
su parte, Mora-Sanchez (1995) remarca las dificultades que genera la nomenclatura redun-
dante de ciertas formas geométricas. Por ejemplo, se utiliza el nombre de trapezoide para
referirse al cuadrilatero convexo sin lados opuestos paralelos. Esta figura quedaria nombrada
simplemente como cuadrildtero sin necesidad de afiadirle un nuevo nombre caracterizando
los propiedades que no tiene.

Dificultades causadas por las imdgenes reales del concepto

Los objetos geométricos son generales y abstractos y, sin embargo, se representan en la
realidad con ejemplos concretos. Esta disociacion genera conflictos al alumnado, pues los
objetos que encuentran en la realidad solamente se parecen a los objetos geométricos idea-
les (de la Torre Fernandez, 1998). Ademas, en los libros de texto se suelen presentar imége-
nes de objetos reales para identificarlas como cuerpos geométricos. En algunos casos, estas
representaciones no son adecuadas para hacer una primera aproximacién al concepto. Por
ejemplo, en la Figura 1.67 observamos como ejemplo del cono un sombrero, de pirdmide
cuadrangular una tienda de campafa abierta y como fusién de una esfera con un cono un
helado. En los tres casos se observan variaciones que no tiene el cuerpo geométrico al que
representan. La base del sombrero no se corresponde con ninguna parte del cono, la tienda
de campafia estd abierta y el helado no muestra de forma clara las partes del cono y de la
esfera.

Figura 1.67: Actividad de identificacion de cuerpos geométricos en representaciones de ob-
jetos reales extraida Matemadticas 3: Primaria. Pieza a pieza (2022, p. 188)
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Dificultades causadas por las definiciones y los tipos de clasificaciones

En Gutiérrez y Jaime (1996) se explica la tendencia para presentar conceptos nuevos de
geometria en la que, o bien se enuncia la definicion seguida de ejercicios de memorizacion
y reconocimiento de algunas figuras concretas, o bien se presentan primero ejemplos de fi-
guras para describir sus caracteristicas y acabar obteniendo una definicion, seguida de ejer-
cicios memoristicos y actividades de reconocimiento en otras figuras. En cualquiera de los
dos casos se pone el acento en la definicién mds que en la variedad de ejemplos, por lo que
el alumnado memoriza definiciones pero no las utiliza para resolver actividades por falta de
una adecuada imagen conceptual (Vinner, 1991).

Otro factor que agrava las definiciones que aprende el alumnado de lo objetos geomé-
tricos son los errores en los libros de texto. En la Figura 1.49 se mostraba la definicion de la
altura de un tridngulo de un libro de texto de 6° de Educacion Primaria. Esta definicién no
es correcta porque no especifica de qué tipo de objeto geométrico se trata. Ademds, tam-
bién se pueden producir errores a causa de las distintas interpretaciones que se pueden dar
a la misma expresién gramatical. Por ejemplo, se puede definir el tridngulo is6sceles como
el tridngulo que tiene dos lados iguales. Esto se puede interpretar como que dos lados son
iguales y uno desigual o como que dos lados son iguales y el otro puede ser igual o no. En el
segundo caso se incluiria el tridngulo equildtero dentro de la familia de los tridngulos isGsce-
les, mientras que en la primera interpretacion no seria asi. Este tipo definiciones complejas
que generan clasificaciones inclusivas 1.46 (b) genera dificultades al alumnado.

Actividad 1.15

Analiza las siguientes definiciones y propiedades:

+ Los cuadrilateros pueden ser concavos o convexos.

+ En el conjunto de los convexos encontramos:

o Paralelogramos: tienen dos pares de lados paralelos

o Trapecios: tienen un par de lados paralelos

Representa mediante un diagrama de Venn los cuadrildteros segin las definiciones
anteriores. ;Qué dificultades puede tener el alumnado de Educacién Primaria con la
clasificacion que obtienes?
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Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008) sostienen que las imédgenes conceptuales y las
definiciones del alumnado en el nivel dos de razonamiento de Van Hiele estdn muy arraiga-
das y resulta muy complicado incluir nuevas definiciones que cambien la imagen del con-
cepto, ya que no se pone suficiente atencién a estos cambios ni el los libros de texto ni por
parte del docente (Jaime, Chapa, y Gutiérrez, 1992).

Dificultades relativas a la tridimensionalidad

Es fundamental que el estudiantado maneje sélidos con material manipulativo antes de
trabajar con sus representaciones graficas (Cafnizares, 2001; Romero-Albaladejo y Canadas,
2022). Sin embargo, la lectura perceptiva de los modelos fisicos puede conllevar errores. Por
ejemplo, si se construye un cubo con pajitas de refresco pegadas entre si con cinta adhesi-
va, se superpondran dos pajitas en una de las aristas, lo que puede confundir al estudiante

haciéndole pensar que cada pajita representa una arista.

El alumnado encuentra dificultades para distinguir entre la vision que tiene de un objeto
y su desarrollo plano (Cafiizares, 2001; Romero-Albaladejo y Canadas, 2022) tal y como se

muestra en la Figura 1.68.

Figura 1.68: Desarrollos planos dibujados por alumnado de Educacién Primaria extraido de
Romero-Albaladejo y Cafiadas (2022)

La representacion gréfica plana de un objeto tridimensional necesariamente va a alterar
las propiedades del objeto de la realidad y hay que cuidar que el dibujo haga parecer su-
perfluas ciertas partes del razonamiento (Cafizares, 2001). Puede ocurrir que no se atienda
suficientemente a la simbologia que tiene el lenguaje visual y se generen discrepancias entre
las interpretaciones del docente y del alumnado. En particular, esto ocurre en las representa-
ciones planas de figuras tridimensionales. Por ejemplo, en la Figura 1.69 (a) se muestra una
representacion grafica de un objeto geométrico que puede ser una pirdmide de base cua-
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drangular, una bipirdmide cuadrangular o un cuadrado y sus diagonales. En la Figura 1.69 (b)
se muestra otro ejemplo de una representacion plana de objetos tridimensionales que genera
confusién al alumnado, pues no es capaz de ver los tres dngulos rectos a causa de la falta de
dominio del sistema de representacion.

N

:Angulo recto?
14
/

(a) Piramide, bipira- (b) Angulos rectos

mide o cuadrado

Figura 1.69: Ejemplos de representacion grafica que genera discrepancias en su interpreta-
cién extraidas de Barrantes-Lopez y Zapata-Esteves (2008)

Por tanto, el docente debe prestar especial atencién a la representacion plana de objetos
en el espacio, pues el hecho de que admita varias posibilidades genera dificultades de inter-
pretacion al alumnado. Se profundizard mads en este aspecto en el Tema 2.

Actividad 1.16

Analiza tus respuestas a la prueba inicial del tema respondiendo a las siguientes pre-
guntas:

(a) Enlas actividades 1y 2, ;encuentras desconexiones entre la imagen y la defini-
cién de los conceptos? ;los dibujos que has realizado son prototipicos?

(b) ;Qué niveles de razonamiento del modelo de Van Hiele detectas en las activi-
dades 3 y 4? Razona tu respuesta.

(c) ;Has cometido errores en las respuestas que has dado en toda la prueba? En
caso afirmativo, explica de qué tipo son.
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1.4. Laboratorio de materiales y recursos

Geoplano

El geoplano (Figura 1.70) es un material manipulativo que consta de una superficie plana
cuadrada y rigida de la cual sobresalen de manera vertical una red de pivotes colocados regu-
larmente en los cuales se pueden colocar gomas elasticas. Segtin la disposicién de los pivotes,
los geoplanos pueden ser de malla cuadrada, triangular, isométrica o circular. En el merca-
do podemos encontrar geoplanos de madera y de pléstico. Entre los de platico hay modelos
que por cada cara tienen una disposicion diferente de los pivotes. Por ejemplo, por una cara
la malla es isométrica y por la otra es cuadrada. El geoplano se puede construir utilizando,
por ejemplo, un cartén y palillos. También se puede trabajar con un geoplano representado
graficamente mediante una cuadricula.

Figura 1.70: Geoplanos

Son multiples los usos que se pueden hacer de este material. Algunos de ellos son:

x Estudiar segmentos y sus posiciones relativas de segmentos.
x Estudiar poligonos, sus elementos bésicos como lados, vértices o dngulos.

* Hacer clasificaciones segtn: el nimero de lados, la igualdad de lados, igualdad de an-
gulos, tipo de dngulos, paralelismo de los lados, nimero de diagonales, longitud de las
diagonales, . . ..

x Estudiar la concavidad y la convexidad de los poligonos.
* Construir y estudiar poligonos estrellados.

« Trabajar conceptos de medida de los poligonos como suma de los dngulos interiores,
perimetro, area, equivalencia de perimetros o equivalencia de areas.

« Trabajar descomposiciones de poligonos.
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« Estudiar traslaciones, giros respecto a un punto y simetrias axiales.
x Estudiar la congruencia de poligonos.

« Estudiar comprobaciones del teorema de Pitdgoras.

Mecano o Listones geométricos

El Mecano, o listones geométricos, es un material que originalmente constaba de mul-
tiples varillas de madera de diferentes longitudes. Las varillas tenian una serie de agujeros
cada dos centimetros, aproximadamente, que permitian unificarlas utilizando roscas o pie-
zas similares que permitian el movimiento. El Mecano proporcionaba una visién dindmica
de las figuras geométricas, con las que no podian competir las imagenes estdticas del libro o
la pizarra. La versi6n actual del Mecano estd compuesta por listones de plastico (vedse Figu-
ra 1.71) de cuatro colores (rojo, amarillo, azul y blanco), de longitudes diferentes y con varios
agujeros equidistantes en cada liston. Contiene también una caja de encuadernadores que,
al atravesar los agujeros de dos listones superpuestos, sirven para unirlos y formar figuras.

Figura 1.71: Listones

Algunos de los usos del Mecano son:

+ Construir, estudiar y clasificar poligonos.

*

Comprobar pertenencia de poligonos a més de un conjunto.

*

Estudiar diagonales y d&ngulos interiores y exteriores de poligonos.

«x Comparar poligonos con el mismo perimetro.

*

Construir poligonos de dreas maxima y minima fijados unos listones.

*

Comprobar que de todos los rombos de perimetro fijo el cuadrado es el de 4rea méxima.
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Tangram

El Tangram es un material que consta de 7 piezas que se obtienen a partir de la descom-
posicién de un cuadrado y que son: 2 tridngulos grandes, 1 tridngulo mediano, 2 tridngulos
pequefios, 1 cuadrado y 1 romboide. Este material ofrece la posibilidad de programar acti-
vidades en tres niveles de dificultad: composicion de figuras libremente, empleando la ima-
ginacién; composicién de figuras dadas previamente; resolucion de una gran diversidad de
problemas de geometria con las diferentes combinaciones que se pueden hacer con las pie-

zas.

Figura 1.72: Tangrams

Algunos de los usos del Tangram son:

«x Componer diferentes clases de poligonos.

x Estudiar poligonos con areas iguales o perimetros iguales.

x Estudiar &ngulos: comparacién, ordenacién, suma e igualdad.

« Trabajar paralelismo y perpendicularidad.

x Ordenar piezas por dreas. Medir las dreas usando la pieza menor.

« Fijar un nimero de piezas, componer poligonos distintos y ver sus caracteristicas.
x Estudiar la convexidad y la concavidad de las figuras.

* Comprobar el teorema de Pitdgoras

Polydron

Este material estd compuesto por piezas de pléstico de colores (rojo, azul, amarillo y ver-
de) que tienen las siguientes formas: tridngulos equilateros e is6sceles, cuadrados, rectangu-
los, rombos, pentdgonos, hexdgonos y octégonos, y que se presentan tanto con la superficie
de la figura completa como con su borde (Figura 1.73 (a)). Las piezas se montan gracias a
unas muescas que se encajan entre ellas sin ningin elemento intermedio. También dispo-
ne de unas piezas de superficie curva para construir cilindros, conos y esferas. Existen en el
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mercado diferentes variantes del material en las que, por ejemplo, solamente se presentan

los bordes de las figuras y que estdn imantadas (Figura 1.73 (b)) o las piezas son traslicidas
(Figura 1.73 (c)).

gl

(a) Polydron encajable (b) Polydron imantado (c) Piezas encajables

Figura 1.73: Materiales tipo Polydron

Algunos de los usos que puede tener este material son los siguientes:

* Construir poliedros a partir de los poligonos que los delimitan.
« Construir cuerpos redondos a partir de las superficies que los delimitan.
« Diferenciar los cuerpos que se construyen y nombrarlos correctamente.

« Identificar las caras, aristas y vértices de los cuerpos que se trabajan.

Cuerpos geométricos

Existen diferentes versiones de modelos de cuerpos geométricos compuestos por piezas
de diferentes materiales. Por ejemplo, el material puede ser de madera (Figura 1.74 (a)), de
plastico y conteniendo el desarrollo plano del sélido (Figura 1.74 (b)) o metacrilato transpa-
rente (Figura 1.74 (c)) conteniendo modelos en color rojo o verde de las diferentes formas
geométricas que generan el cuerpo de revolucién o que son elementos basicos en su cons-

truccion (rectdngulo en el cilindro, base de una pirdmide, etc.).

Algunos de los usos que se pueden hacer de este material son:

*x Manipular poliedros y cuerpos redondos.
x Visualizar y reflexionar sobre la construccién de poliedros y cuerpos redondos.

x Observar los elementos de los cuerpos geométricos.
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(a) Cuerpos geométricos de ma- (b) Cuerpos geométricos de (c) Cuerpos de metacrilato
dera plastico con desarrollo plano

Figura 1.74: Cuerpos geométricos

Varillas y vértices de construccion

Este material estd compuesto por varillas de plastico de longitudes diferentes y con varias
piezas para poderlas enganchar y construir tanto poligonos como poliedros.

(a) Varillas con vértices esféri- (b) Varillas de distintos tipos de (c) Varillas de distintos tipos de

cos enganches y longitudes enganches y longitudes

Figura 1.75: Varillas de construccién

Algunos ejemplos del uso de este material son:

* Construir, reconocer, diferenciar y denominar figuras y cuerpos geométricos.
« Estudiar lineas poligonales abiertas o cerradas.

« Construir poligonos y poliedros.

x Calcular perimetros, dreas y volimenes .

* Observar los elementos de los poligonos y de los poliedros.

* Transformar poligonos y poliedros.

« Estudiar 4ngulos y diagonales.

«x Componer y descomponer figuras.

« Construir figuras semejantes.
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Pentomino

El Pentomino consiste en piezas que pueden ser de diferentes materiales como cartén,
plastico o madera compuestas a partir de la unién de cuadrados iguales. En la Figura 1.76 se
muestra el material de pléstico.

Figura 1.76: Pentominos

Algunos de los usos del Pentomino son:

* Generar formas distintas a partir de un nimero fijado de piezas.

x Obtener todas las formas constituidas por n piezas a partir de la adiciéon de una pieza
de todas las maneras posibles a la formas generadas por n — .

« Interpretar algunas formas compuestas, como desarrollos planos de poliedros.
* Igualar figuras a partir de la superposicion.

« Estudiar poligonos semejantes y las relaciones entre lados correspondientes y entre
areas.

« Clasificar formas céncavas y convexas. Determinar el nimero maximo de dngulos con-
cavosy, por tanto, el nimero minimo de dngulos convexos.

« Construir poligonos dado un perimetro fijo.
« Construir poligonos equivalentes.

« Calcular 4reas a partir de la descomposicién en formas mds sencillas o por transforma-
cién en poligonos equivalentes.

1.5. Practica sobre formas planas y cuerpos tridimensionales
Actividades con Geoplano
ACTIVIDAD 1: Utilizando el Geoplano resuelve los siguientes apartados:

(a) Llamaremos lineas poligonales alos caminos que estan formados sélo por lineas rectas.
Representa tres ejemplos de lineas poligonales.
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(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

Sia cada tramo de lalinea poligonal desde un pivote hasta otro lo llamamos lado, ;cuén-
tos lados tienen las lineas que has dibujado en el punto anterior?. Anota junto a cada
figura el resultado que obtengas.

Los extremos de los lados de una linea poligonal se llaman vértices. ;Cuantos vértices
tienen las lineas poligonales que has dibujado? Anota de nuevo junto a cada figura el
resultado que obtengas.

Compara el namero de lados y el nimero de vértices que has anotado en cada linea
poligonal. ;0btienes alguna relacion entre esos dos ntimeros? ;Se cumple la relacién en
todas la lineas poligonales que has dibujado?

Un linea poligonal es abierta si tiene determinados los vértices extremos. En caso con-
trario, la linea poligonal es cerrada. Dibuja tres ejemplos de linea poligonal abierta y
tres ejemplos de linea poligonal cerrada. ;Qué relacion ves entre el nimero de lados y
el nimero de vértices en una poligonal abierta y en una poligonal cerrada?

Dibuja varias poligonales que tengan 1 lado, otras que tengan 2 lados, otras que tengan
3 lados y otras que tengan 4 lados. En cada caso construye ejemplos de poligonales
abiertas y cerradas. ;Puedes construir poligonales cerradas en todas las clases?

Vamos a llamar poligonos alas lineas poligonales cerradas. Dibuja poligonos de 3 lados,
otros de 4 lados y otros de 5 lados.
3Qué se pretende con las construcciones anteriores?

3Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que puede tener el alumnado al que
dirigirias esta actividad?

;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

ACTIVIDAD 2: Utilizando el Geoplano resuelve los siguientes apartados:

(a)

(b)
(c)

En el geoplano de malla cuadrangular de 5 x 5 pivotes construye poligonos. Cuenta el
numero de cada uno de ellos y sefiala los que tienen 3 lados (tridngulos), lo que tienen
4 lados (cuadrildteros) y los que tienen 5 lados (pentdgonos).

Repite el apartado anterior pero con un geoplano circular.

En un geoplano de malla cuadrangular de 3 x 3 pivotes, ;cudntos tridngulos diferentes se
pueden construir con la combinacion de la clasificacién segtn la longitud de los lados
y la clasificacion segin la amplitud angular? No cuentes los giros o semejanzas de un

mismo tridngulo.
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(d)

Respecto al apartado anterior, ;puedes obtener los tridngulos que aparecen en los nue-
ve casos al combinar las clasificaciones? En el caso que no puedas construirlo, reflexio-
na sino los puedes obtener debido a que las restricciones de la malla no te lo permiten o
porque no se puede construir en general. Puedes rellenar la siguiente tabla para marcar
los casos que obtienes:

Tridngulo rectdn- | Tridngulo acutdn- | Tridngulo obtu-
gulo gulo sangulo

Triangulo equilatero
Tridngulo is6sceles

Tridngulo escaleno

(e)

(f)

(€]

(h)

En un geoplano de malla cuadrangular de 3 x 3 pivotes, ;cudntos cuadrildteros y penta-
gonos diferentes se pueden construir?

Construye un pentdgono. Une con una goma de otro color dos vértcies que no sean
adyacentes, es decir que no estén seguidos. Repite esto varias veces en el mismo poli-
gono. Estas lineas se llaman diagonales del poligono. Construye las diagonales de varios
poligonos. ;Qué diferencias hay entre las diagonales y los lados de un poligono?

Construye tridngulos, cuadrilateros, pentdgonos y todas sus diagonales. ;Has podido
dibujar las diagonales de todas las figuras? ;Estdn las diagonales siempre dentro del
poligono?

Los poligonos que tienen alguna de sus diagonales fuera se les llaman concavosy a los
que tienen todas sus diagonales dentro se les llaman convexos. ;Has obtenido algin
poligono convexo en el apartado anterior? Construye poligonos céncavos y poligonos
convexos. Sin tener en cuenta las diagonales, ;como puedes saber si un poligono es
coéncavo a convexo? ;Existen tridngulos concavos? ;Por qué?

3Qué se pretende con las construcciones anteriores?

3Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que puede tener el alumnado al que
dirigirias esta actividad?

;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el

alumnado?
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Actividades con Listones

ACTIVIDAD 3: Coge tres listones cualesquiera y forma un tridngulo. Repite lo anterior
varias veces ;Es siempre posible construir un tridngulo? Razona tu respuesta.

1 ;Qué se pretende con esta actividad?

2 ;Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que puede tener el alumnado al que
dirigirias esta actividad?

3 ;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

4 Explica la idea de construccion del tridngulo con regla y compds que se deriva de esta
actividad. Dibuja un tridangulo utilizando regla y compas.

ACTIVIDAD 4: Los cuadrilateros no son figuras rigidas. Construye un cuadrado con listo-
nes. Solo hay que presionar levemente uno de los vértices para observar que no es rigido sino
que se transforma en otra figura geométrica con otras propiedades, se trata de un rombo, es
decir, un cuadrilatero con cuatro lados iguales pero con un dngulo desigual. Si ahora toma-
mos cuatro tiras iguales dos a dos y las unimos entre ellas podemos obtener un rectdngulo,
es decir, un cuadrildtero con los lados opuestos paralelos y todos los dngulos iguales. Presio-
nando un vértice obtenemos facilmente un paralelogramo, es decir un cuadrildtero con los
lados opuestos iguales pero los dngulos desiguales. Deducimos, por lo tanto, que el rectan-
gulo es un tipo especial de paralelogramo. Manipulando los listones llegamos a la conclusién
que los cuadrados pertenecen a dos grandes conjuntos de cuadrilateros, el de rombos y el de
rectangulos, decimos que los cuadrados son la interseccién de ambos conjuntos. Representa
la anterior clasificacion con diagramas de Venn.

1 ;Qué se pretende con esta actividad?

2 ;Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que puede tener el alumnado al que
dirigirias esta actividad?

3 ;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

Actividades con Tangram

ACTIVIDAD 5: Utilizando el Tangram resuelve los siguientes apartados:

(a) Construye un tridngulo utilizando 2, 3 y 4 piezas, respectivamente.
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(b) Construye un cuadrado utilizando 2, 3 y 4 piezas, respectivamente.

(c) Construye un rectangulo utilizando 3 y 5 piezas, respectivamente.

(d) Construye un romboide utilizando 2, 3 y 4 piezas, respectivamente.

(e) Construye un trapecio utilizando 2, 3 y 4 piezas, respectivamente.

(f) Construye cuadrildteros utilizando todas las piezas.

1 ;Qué se pretende con las construcciones anteriores?

2 ;Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que puede tener el alumnado al que
dirigirias esta actividad?

3 ;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

ACTIVIDAD 6: Utilizando un Tangram construye un poligono con el mayor nimero de
lados que puedas e indica el nimero de lados que has conseguido, si es regular o irregular y

si es concavo a convexo.

1 ;Qué se pretende con esta actividad?

2 ;Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que puede tener el alumnado al que
dirigirias esta actividad?

3 ;Coémo podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

Actividades con Polydron

ACTIVIDAD 7: Utilizando el polydron construye los siguientes cuerpos geométricos y re-

llena la siguiente tabla. ;Qué relacién encuentras entre el nimero de vértices, caras y aristas?
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D AN

V4

Tetraedro
8 tridngulos equilateros
Dodecaedro 30
Iscosaedro 20 tridngulos equilateros
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1.6. Practica de GeoGebra

GeoGebra es un software dindmico de matemadticas para todos los niveles educativos

https://www.geogebra.org/ ?lang:es—El. Tiene diferentes aplicaciones para el trabajo de

geometria, dlgebra, gréficas, estadisticas y hojas de cédlculo. Ademas, se trata de una plata-
forma de acceso en linea y tiene numerosos recursos para el aula creados por la comunidad
de Geogebra. Es un software de cédigo abierto libre y disponible para usos no comerciales. A
continuacion, se muestran algunos ejemplos de actividades que se pueden realizar en Geo-
Gebra.

ACTIVIDAD 1:

(a) Dibuja un punto en el plano.
(b) Dibuja una recta que pase por el punto.

(c) ;Cudntas rectas pueden pasar por ese punto? Razona la respuesta.
ACTIVIDAD 2:

(a) Dibuja dos puntos en el plano.
(b) Dibuja una recta que pase por los dos puntos.

(c) ;Cuantas rectas pueden pasar por esos dos puntos? Razona la respuesta.
ACTIVIDAD 3:

(a) Dibuja una recta.

(b) Dibuja una recta que ni sea paralela ni sea la recta dibujada en 3 a). ;En cudntos puntos
se corta? Razona la respuesta.

ACTIVIDAD 4:

(a) Dibuja una recta.

(b) Dibuja una recta paralela a la recta dibujada en el ejercicio 3 a) (no utilices el botén

Paralela).

(c) Dibuja un punto en la recta dibujada en 3 a). Dibuja una recta perpendicular a la recta
dibujada en el ejercicio 3 a) que pase por ese punto. Utiliza, al menos, dos métodos
para hacerlo. ;Qué posicién tiene con respecto a la recta dibujada en 3 b)? Razona la

respuesta.
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ACTIVIDAD 5:

(a) Dibuja una recta y un punto que no pertenezca a esa recta.

(b) Dibuja una recta perpendicular a la recta trazada que pase por el punto dibujado (no
utilices el botén Perpendicular).

ACTIVIDAD 6:

(a) Dibuja una semirrecta.
(b) Dibuja un segmento.

(c) Calculala mediatriz del segmento. Utiliza, al menos, dos formas para realizarlo.
ACTIVIDAD 7:

(a) Dibuja una circunferencia de radio 3.
(b) Araiz de lo dibujado, ;c6mo se define una circunferencia?

(c) ;Qué diferencia hay entre una circunferencia y un circulo?
ACTIVIDAD 8:

(a) Dibuja un punto A.
(b) Dibuja dos semirrectas distintas desde el punto A.

(c) Dibuja la bisectriz del 4ngulo interior que forman las semirrectas (sin utilizar el botén
Bisectriz).

ACTIVIDAD 9: Dibuja un angulo:

(a) Agudo.
(b) Recto.
(c) Obtuso.
(d) Plano.
(e) Convexo.

(f) Céncavo.
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ACTIVIDAD 10:

(a) Dibuja un punto A.
(b) Dibuja dos semirrectas distintas desde el punto A.

(c) Transporta el 4ngulo interior formado por las dos semirrectas.
ACTIVIDAD 11:

(a) Dibuja dos dngulos y simalos transportdndolos.
ACTIVIDAD 12:

(a) Dibuja un tridngulo. Indica qué tipo de triangulo es clasificindolo segtin sus lados.
(b) Dibuja las diagonales que existen.
(c) Halla el namero de lados, de dangulos interiores, de vértices, y de diagonales.

(d) Hallala suma de los dngulos interiores del poligono.
ACTIVIDAD 13:

(a) Dibuja un cuadrildtero convexo. Indica qué tipo de cuadrilétero es.
(b) Dibuja las diagonales que existen.
(c) Halla el namero de lados, de dangulos interiores, de vértices, y de diagonales.

(d) Hallala suma de los dngulos interiores del poligono.
ACTIVIDAD 14:

(a) Dibuja un pentdgono convexo.
(b) Dibuja las diagonales que existen.
(c) Halla el namero de lados, de dngulos interiores, de vértices, y de diagonales.

(d) Hallala suma de los dngulos interiores del poligono.
ACTIVIDAD 15:

(a) Dibuja un hexdgono convexo.

1.6 Practica de GeoGebra
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(b) Dibuja las diagonales que existen.
(c) Halla el namero de lados, de dngulos interiores, de vértices, y de diagonales.

(d) Hallala suma de los dngulos interiores del poligono.

ACTIVIDAD 16: Utilizando los ejercicios 1, 2, 3 y 4 deduce, dependiendo del namero de
lados:

(a) Unaférmula para el nimero de angulos interiores.
(b) Una férmula para el nimero de vértices.
(c) Una férmula para el nimero de diagonales.

(d) Una férmula para la suma de los dngulos interiores del poligono.
ACTIVIDAD 17:

(a) Dibuja un tridngulo.
(b) Dibuja sus alturas, es decir, la perpendicular al lado que pasa por el vértice opuesto.

(c) Seiniala el punto donde se cortan las alturas, ;c6mo se llama?
ACTIVIDAD 18:

(a) Dibuja un tridngulo con un dngulo interior mayor de 90°.

(b) Dibuja sus alturas.
ACTIVIDAD 19:

(a) Dibuja un tridngulo con un dngulo interior de 90° (recto).

(b) Dibuja sus alturas.
ACTIVIDAD 20:

(a) Dibuja un tridngulo.

(b) Dibuja sus medianas, es decir, segmentos que unen cada vértice con el punto medio del
lado opuesto.

(c) Seniala el punto donde se cortan las medianas, ;c6mo se llama?
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ACTIVIDAD 21:

(a) Dibuja un tridngulo.
(b) Dibujalas mediatrices de sus lados.

(c) Seiniala el punto donde se cortan las mediatrices, ;como se llama?
ACTIVIDAD 22:

(a) Dibuja un tridngulo.
(b) Dibuja las bisectrices de sus dngulos interiores.

(c) Seiiala el punto donde se cortan las bisectrices, ;c6mo se llama?

ACTIVIDAD 23:

(a) Dibuja un tridngulo.

(b) Dibuja el ortocentro, el baricentro y el circuncentro, jestdn alineados?
ACTIVIDAD 24:

(a) Dibuja un tridngulo equilatero de 5 cm de lado.
ACTIVIDAD 25:

(a) Dibuja un tridngulo isésceles de 4 cm de base y los lados de 3 cm cada uno.

ACTIVIDAD DE AMPLIACION 1: Disefia una actividad sobre cuerpos geométricos que se
podria realizar en primaria con Geogebra en indica en qué curso las harias.

ACTIVIDAD DE AMPLIACION 2: Busca applets ya disefiados en GeoGebra que sirvan pa-
ra trabajar contenidos de este tema.

Actividad 1.17

Elije tres de las veinte actividades que no han sido resueltas en clase y resuélvelas.
Ademas, realiza las dos actividades de ampliacion. Haz un informe en PDF para en-
tregarlo por el Aula Virtual. Haz capturas de pantalla del GeoGebra para poder in-
cluirlas en el informe.




TEMA 2

ORIENTACION, VISUALIZACION Y
TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS

2.1. Aspectos curriculares y focos de contenido

En el curriculo de Educacién Primaria regulado por la LOMLOE (Ministerio de Educaciéon
y Formacion Profesional, 2022) se contemplan los saberes bdsicos del sentido espacial y geo-
métrico que se muestran en la Tabla 2.1

Saberes basicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo

Localizacién y visualizacién de objetos. Orientaci6n ba- X

sica en el espacio (derecha, izquierda, delante, detras,

arriba, abajo, etc.)

Localizacion de objetos (puntos) sobre los ejes, el plano X X
cartesiano. Localizaci6én en mapas a partir de puntos de

referencia, incluidos los puntos cardinales.

Elementos bésicos: vértices y lados. Poligonos regulares. X X X
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Saberes bésicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo
Poliedros regulares. Vocabulario bésico. Relaciéon entre X X
vértices, aristas y caras.

Lineas rectas, curvas. X X

Interseccion, paralelismo y perpendicularidad. Posiciones X X
relativas de rectas en el plano.

Identificacion y descripcion de diferentes poligonos. X X X
Composicién y descomposicion

Célculo de perimetros y dreas de poligonos. X X
La circunferencia y el circulo. Elementos y propiedades. X X X
Longitud de la circunferencia y 4rea del circulo. Nimero X
pi.

Angulos, medicién y clasificacién de dngulos. Clasifica- X X

cion de tridngulos.

Transformaciones: giros, traslaciones y simetrias en si- X X
tuaciones reales.

Semejanza: identificacién y generacion a partir de pa- X
trones.

Concavidad y convexidad de figuras planas. X X
Desarrollo y clasificacion de prismas y pirdmides. X
Programas informaticos de geometria dindmica X X X
Desarrollo y usos de la geometria, tanto a nivel practico X X X

como estético, incorporando la perspectiva de género.
Estrategias de aprendizaje de conceptos geométricos y X X X
aceptacion de dificultades.

Tabla 2.1: Saberes basicos del sentido espacial y geométrico

La orientacion es una destreza del ser humano en la que se usa la geometria para ubicarse
en el espacio y comprender como estdn dispuestos los elementos en el plano y en el espacio
especificando el lugar que ocupan. Para ello, se utilizan coordenadas u otras formas como los
sistemas de localizacion de la esfera terrestre y la manipulacion e interpretacion de mapas
y planos. La visualizacién geométrica es la capacidad visual que consiste en un conjunto de
imdagenes, capacidades y habilidades para elaborar, analizar, transformar y comunicar infor-
macion sobre las posiciones entre figuras, objetos y modelos geométricos. La visualizacion
incluye el reconocimiento de formas en el entorno, el desarrollo de relaciones de objetos bi-
dimensionales y tridimensionales y la habilidad para representar y reconocer objetos desde
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diferentes perspectivas (P. Flores, Ramirez, y del Rio, 2022; Lupiafiez y Flores, 2015). Podemos
realizar transformaciones a los objetos del mundo que nos rodea haciendo cambios sobre
sus atributos. Podemos distinguir entre las transformaciones geométricas que no cambian ni
la forma ni el tamafio del objeto de las que si que lo hacen. Las primeras se llaman isometrias
y las segundas congruencias o semejanzas.

2.1.1. Orientacién
Determinaciény descripcion de posiciones

En primera instancia, podemos utilizar el lenguaje para describir el lugar que un elemento
ocupa con vocabulario especifico sobre posiciones y situaciones. Por ejemplo, podemos cla-
sificar seglin si se refieren a posicion (arriba-abajo, encima-debajo, delante-detrds, enfrente,
a la derecha, a la izquierda, etc.) o a distancia (cerca-lejos, etc.). Este vocabulario también se
puede utilizar para describir trayectorias. En la Figura 2.1 se muestra una cuadricula y dos
puntos, A y B. Si solamente se pueden recorrer la lineas discontinuas, podemos describir
exactamente caminos que se pueden seguir de A a B. Por ejemplo, avanza tres casillas haca
adelantey gira a la derecha y avanza otras cuatro casillas ;Cudntos caminos diferentes hay de
A a B? ;Cual de ellos es el més corto?

Figura 2.1: Trayectoria entre los puntos Ay B

En la Edad Media se comenz6 a organizar las calles de los nticleos urbanos utilizando cua-
driculas debido a las ventajas que ello supone para orientarse. Algunas ciudades mas moder-
nas han seguido esta forma de organizacién. En la Figura 2.2 se muestra el plano de Manhatan
en el que se puede observar la perpendicularidad entre las calles formando cuadricula.

Figura 2.2: Plano del distrito de Manhatan
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La organizacion de la cuadricula de Manhatan consiste en que las avenidas van de norte
a sur y estan numeradas utilizando ordinales: la Primera Avenida esté al este (East Side), y
la Décima Avenida estd en el extremo oeste (West Side). Las calles cortan en perpendicular
las avenidas y se numeran de sur (downtown) a norte (uptown). Por ejemplo, la Opera de
Nueva York se sitiia en la esquina de la Calle 62 (oeste) con la Novena Avenida. Esta forma de
organizacién constituye un sistema de coordenadas como método de localizacion. El popular
juego de Hundir la Flota en el que hay un sistema de filas y columnas para determinar la
posicion de un barco o las hojas de célculo, por ejemplo, también constituyen sistemas de
coordenadas.

Coordenadas cartesianas

El sistema de coordenadas mas utilizado en matemadticas es el sistema de coordenadas
cartesianas (cartesiano), que recibe este nombre porque se le atribuye al filésofo y matema-
tico René Descartes (1596-1650). En este sistema se determina la posicion de un punto en el
plano a partir de un par de nameros enteros o en el espacio a partir de una terna de nameros
enteros. En el plano se utilizan dos ejes perpendiculares que describen la posiciéon horizontal
y vertical del punto a través de marcas en intervalos regulares como en la recta numérica. El
eje de abscisas, o eje x, es el horizontal y el eje de ordenadas, o eje y, es el vertical. El punto de
corte entre ambos ejes se llama origen de coordenadas.

En la Figura 2.3 se muestran ejemplos de puntos situados en los cuatros cuadrantes. La
primera coordenada denota la posicién en la direccién del eje x (en positivo a la derecha y
negativo a la izquierda) y la segunda coordenada denota la posicion en la direccion del eje y
(en positivo arriba y en negativa abajo). También se muestra el punto origen de coordenadas.
Ademaés, el plano se divide en cuatro cuadrantes de acuerdo a los signos de las coordenadas.

2° Cuadrante 1er Cuadrante

(3.3)
L)

3er Cuadrante .('4 -5) 4° Cuadrante
-5

Figura 2.3: Ejemplos de puntos en el plano cartesiano
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En la Figura 2.4 se muestran ejemplos de puntos en el espacio, en particular, son los vér-
tices de un cubo. La primera coordenada indica la posicion en el eje x, en rojo, la segunda en
el ejey, en verde, y la tercera en el eje z, en azul.

(-2,0 4)

Figura 2.4: Ejemplos de puntos en el espacio

El sistema de coordenadas cartesianas es fundamental en varios temas del curriculo de
Educacion Primaria. En particular, en el Tema 3 veremos aplicaciones para realizar transfor-

maciones geométricas en el plano y en el espacio.

Sistemas de localizacion terrestre

Uno de los sistemas de coordenadas mads utilizado en todo el mundo es el que permi-
te localizar puntos en la superficie de la Tierra. Las coordenadas geogrdficas o terrestres son
puntos que representan arcos de circunferencia dibujados sobre el globo terrestre en dos di-
mensiones. Los arcos en horizontal se denominan paralelos y los verticales meridianos. Los
conjuntos de ambos tipos de arcos determinan el sistema de coordenadas terrestres. El pa-
ralelo de referencia es el Ecuador y el meridiano de Greenwich es el de referencia. Cualquier
punto de la superficie terrestre queda determinado por la distancia a la que éste se encuentra
del Ecuador (latitud) y a la que se encuentra del meridiano de Greenwich (longitud). Estas
distancias se expresan considerando como unidad de medida grados sexagesimales. El Ecua-
dor determina dos hemisferios, el norte y el sur. Asignada la latitud de O° en él, los puntos que
quedan en el hemisferio norte se representan con grados positivos, mientras que los que que-
dan en el hemisferio sur se miden con grados negativos. El Meridiano de Greenwich establece
un valor de la longitud de 0°, y también determina dos hemisferios. Los puntos que quedan
a la derecha del Meridiano de Greenwich estdn en el hemisferio oriental y se miden con gra-
dos positivos, mientras que a la izquierda se determina el hemisferio occidental y, en él, los
puntos se miden con grados negativos. Si s6lo se emplean medidas positivas de los grados, es
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necesario indicar si estdn al Norte o al Sur del Ecuador y al Este o al Oeste del Meridiano de
Greenwich. En la Figura 2.5 se muestra un esquema de los elementos que intervienen en el
sistema de localizacion terrestre

Meridiano de Greenwich 0°

Ecuador 0°

Figura 2.5: Sistema de coordenadas terrestres

Mapas, planos, redes de puntos y trazos

Los elementos basicos para la elaboracién de planos son puntos y trazos. Los planos de-
formados tratan de mantener posiciones, pero se preocupan mas de dar una imagen sencilla
que de reproducirla con fidelidad. Por ejemplo, el dibujo del plano de una linea de metro,
deforma la alineacién en la que se sitiian en la realidad las distintas paradas. Es decir, en la
Figura 2.6 observamos que las paradas Colén, Xativa i A.Gimera estan totalmente alineadas
en la linea de metro en color marrén. Sin embargo, vemos en Google Maps que estas tres pa-
radas no estan alineadas en la realidad, pero si aparecen en el mismo orden. Del estudio de
las propiedades que se mantienen cuando se deforma una superficie sin romperla se ocupa
una parte de la matematica denominada fopologia. Sus razonamientos nos permiten dife-
renciar lineas abiertas y cerradas, las que se cortan a si mismas y las que no lo hacen, o qué
regiones son continuas o tienen huecos. Son razonamientos topolégicos los que se hacen,
por ejemplo, para determinar si se puede ir de un punto a otro en una ciudad sin saltar un
rio, o evitando una zona que estd cortada al tréfico o colapsada.

Para construir por ejemplo los planos y decidir cudl es mds adecuado, las matematicas se
abstraen del significado de los elementos que aparecen en ellos y buscan estudiar sus relacio-
nes, obteniendo teorias que tienen una amplia aplicacion. Este tipo de construcciones son los
grafosy constituyen un campo de estudio e investigacion que tiene importantes aplicaciones

en nuestra sociedad.
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Un grafo es una coleccion finita de puntos, llamados vértices, unidos por curvas simples,
denominadas aristas, de manera que cada arista une dos vértices. Por ejemplo, lared de lineas
de telefonia maévil es un grafo, siendo los repetidores los vértices y las artistas las lineas.

Espai del Clie
Metro Valenc

Pr \“rr@
stria Cblmlq
Q °[I-?-.- te Inglé
Mercad
O:w-ez Lys Valencia

Qe

Figura 2.6: Recorte de la linea 9 de metro de la ciudad de Valencia

2.1.2. Visualizacion

Existen diferentes formas de representar en el plano la perspectiva de un objeto tridi-
mensional, una de ellas es la perspectiva isométrica. Esta es una representacion visual de un
objeto tridimensional que se reduce en dos dimensiones, en la que los tres ejes ortogonales
principales, al proyectarse, forman dngulos de 120° y las dimensiones paralelas a dichos ejes
se miden en una misma escala.La perspectiva isométrica tiene la ventaja de permitir la repre-
sentacion a escala. Se puede facilitar el dibujo de la perspectiva isométrica mediante el uso
de papel isométrico (Figura 2.7).

Figura 2.7: Vistas isométricas con papel isométrico.
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Otra forma de representacion plana de figuras tridimensionales son las vistas o proyec-
ciones ortogonales. Una proyeccion ortogonal es aquella que se crea a partir del trazado de
la totalidad de las rectas proyectantes perpendiculares a un cierto plano. De este modo, exis-
te un vinculo entre los puntos de aquello que se proyecta con los puntos proyectados (ver
Figura 2.8). Para las vistas o proyecciones ortogonales podemos usar el papel cuadriculado.

PV. PL.
PH. g

PH:

PV, PL.

Objere

Figura 2.8: Vistas o proyecciones ortogonales.

2.1.3. Transformaciones geométricas
Isometrias

Una isometria o movimiento rigido es una transformacion de los puntos del plano que
conserva las distancias, y, por tanto, los dngulos. Es decir, si P’ y @’ son los puntos transfor-
mados de Py Q, respectivamente, se cumple que PQ = P'Q)’. Las isometrias también trans-
forman puntos alineados en puntos alineados. Estos tres movimientos también se pueden
definir sobre puntos en el espacio, aunque de ahora en adelante, se centrara la explicacion
en el caso bidimensional.

Traslacion

La traslacion es la transformacién mds simple. La traslacion de vector ¢ se representa por
T;. Consiste en un movimiento de los puntos del plano en el que todos ellos se trasladan, es
decir, se mueven en la misma direccion, la del vector, y a la misma distancia, el médulo del
vector. Dados un punto P y un vector v, se dice que P’ es el punto trasladado de P mediante
v si el segmento PP’ determina un vector equivalente a v, es decir, tiene la misma direccion
y sentido que 7'y la distancia de P a P’ es el mdédulo del vector v (Figura 2.9).

Una traslacion queda determinada mediante su vector de traslacion. Se suele expresar
mediante T3(P) = P’, que el punto P’ es el trasladado de P mediante el vector ¢. Segmentos

y rectas se transforman mediante la traslacién en segmentos y rectas paralelos a los iniciales,
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Figura 2.9: Traslacion con vector ¢

como se ve en la figura donde el segmento AB es paralelo al segmento A’B’; BC es paralelo a
B'C’, etc. Ademads, un segmento y su trasladado tienen la misma medida, por este motivo se

dice que la traslacion es una isometria, ya que conserva las distancias.

En una traslacion, todos los puntos se mueven. Ademds, si se fija un sentido en la notacién
de la figura inicial, este mismo sentido se respeta en la figura imagen o trasladada. En el caso
del poligono de la Figura 2.9 se ha elegido el sentido contrario al de las agujas del reloj. Si
la figura inicial se nombra como ABCDEF, su imagen mediante la traslacién respeta esta
notacion, y es nombrada por A’B'C’'D’E'F’. Se dice entonces que como la traslacion conserva
la orientacion, se trata de una isometria directa.

Simetria axial

Una simetria axial de eje la recta r es una transformacion, denotada por S,, de los puntos
del plano donde cada punto P se transforma en otro punto P’, de tal manera que la recta r es
mediatriz del segmento PP’. La expresion S,.(P) = P’ indica que el punto P’ es el simétrico
de P mediante la simetria axial cuyo eje es la recta r. En la Figura 2.10 se muestra la simetria
axial de un poligono con eje de simetria 7.

EnlaFigura 2.10, para obtener una figura simétrica a otra respecto de unarecta r, se trazan
los puntos reflejados de algunos puntos de la figura inicial uniendo posteriormente dichos
puntos en el orden adecuado. Es decir, si la figura inicial es nombrada como ABC'D, se unen
los puntos A’B'C’'D’ de la figura simétrica.

La simetria es un movimiento inverso, pues cambia la orientacion de las figuras, ya que
la figura inicial ABC'D se ha nombrado siguiendo el sentido contrario a las agujas del reloj,
y en cambio para nombrar la figura imagen A’B'C’D’ se tiene que seguir el sentido horario.
Se dice entonces que como la traslacion conserva la orientacion, se trata de una isometria

indirecta.
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Figura 2.10: Simetria axial con eje de simetria r

Giro o rotacion

Sea O un punto fijo del plano y & = M PN un angulo orientado. Se llama giro G(O, «) de
centro O y angulo de giro « a la transformacién del plano en la que un punto cualquiera P
se transforma en otro punto P’ de manera que la distancia de los puntos Py P’ al punto O

es la misma, es decir, los segmentos OP y O P’ tienen el mismo médulo y, ademas, el dangulo
formado por POP’ = a. Se dice que el punto P’ es resultado de girar el punto P, alrededor
del centro de giro O un dngulo ¢, lo cual se expresa por: G(O, «a)(P) = P’. En la Figura 2.11 se
muestra un giro de 90° de centro O en el sentido horario.

(e}

a:QfQ

(o}

Figura 2.11: Giro de 90° y centro O

Si se realiza el mismo giro para cada uno de los puntos de la Figura 2.11 ABCD, y se unen
los correspondientes puntos transformados en el mismo orden que en la figura inicial, se
obtiene la figura A’B’C'D’, que es la figura rotada de ABC'D alrededor del punto O segtin el
angulo establecido «. Esta construccion respeta la orientacion de la figura, pues la notacion
ABCD determina un sentido horario, y es ese mismo sentido el que determina la imagen
A'B'C’D’. Por tanto, el giro es una isometria directa.

Simetria central
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Larotaciéon de 180° alrededor de un punto O recibe el nombre especial de simetria central
respecto de O. Para realizar una simetria central de un punto P basta unir dicho punto con el
centro de simetria O, prolongando el segmento de manera que los médulos de los segmentos
AOy OA’. En la Figura 2.12 se muestra un ejemplo si simetria central de centro O. Al tratarse

de un giro, la simetria central es una simetria directa.

Figura 2.12: Simetria central de centro O

Composicion de isometrias

A partir de una figura F' se pueden aplicar dos o mds transformaciones geométricas con-
secutivamente. Cuando a una figura F se le aplica una isometria, se obtiene su imagen F’. A
continuacion, es posible aplicar a F’ otra isometria, obteniendo la imagen F” de F’. Decimos
que F" resulta de aplicar a la figura F' la composicién de las dos isometrias anteriores.

La simetria en deslizamiento de una figura se obtiene al realizar a una figura original una
simetria axial y, a continuacidn, una traslacién con vector paralelo al eje de simetria del pri-
mer movimiento. Como el deslizamiento se trata de la composicién de una isometria inversa
(la simetria axial) y una directa (la traslacion), el resultado es una isometria inversa. En la

Figura 2.13 se muestra un ejemplo de una simetria en deslizamiento.

Figura 2.13: Deslizamiento con eje r y vector ¥

También podemos realizar la composicion de dos simetrias axiales de ejes paralelos. Como
se componen dos isometrias indirectas, el resultado es una isometria directa. En particular,
se trata de una traslaciéon cuyo vector de traslacion se obtiene al unir un punto de la figura
original con su correspondiente en la figura obtenida tras haber realizado las dos simetrias.
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Este vector es perpendicular a los ejes de simetria y su médulo es el doble de la distancia
que hay entre dichos ejes. En la Figura 2.14 se muestra un ejemplo de composiciéon de dos
simetrias con ejes paralelos que resultan en una traslacion.

Figura 2.14: Composicion de dos simetrias con ejes paralelos

Si ahora componemos dos simetrias con ejes que se cortan, obtendremos una rotacion
cuyo centro es el punto de corte de los dos ejes y la amplitud del &ngulo de giro es el doble de
la del &ngulo que forman dichos ejes. En la Figura 2.15 se muestra un ejemplo de composicién
de dos simetrias con ejes que se cortan.

Figura 2.15: Composicion de dos simetrias con ejes que se cortan

Rosetones, frisos y mosaicos

Existen elementos en la realidad que pueden ser vistos como regularidades con un patrén
de repeticion, pero también como el resultado de un proceso dindmico de composicién de
isometrias, esto sucede en los rosetones, los frisos y los mosaicos.

Si al girar una figura en torno a un punto O un determinado dngulo o = 360°/n, esta
coincide n veces con la figura inicial en el transcurso de una vuelta completa, se dice que esa
figura posee simetria rotacional de orden n. Toda figura plana tiene, al menos, una simetria
rotacional de orden 1. Denotamos las figuras que tienen simetria rotacional como rosetones.
;Qué orden tienen las simetrias rotacionales de la Figura 2.16?
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(a) Secciones de naranjas (b) Estrella de mar (c) Rosetén de Notre Dame

Figura 2.16: Rosetones

Los frisos o cenefas son bandas ornamentales que se obtienen mediante la repeticion de
una figura base a lo largo de una franja rectangular. Esta figura base ha podido ser previa-
mente transformada mediante alguna isometria y después es trasladada segtin un vector de-
terminado. Existen solamente siete formas de realizar frisos, dependiendo de las isometrias
a que sometamos previamente a la figura inicial antes de aplicarle las sucesivas traslaciones.
Los siete tipos de frisos son:

1 Friso delas traslaciones. Simplemente se traslada repetidamente en horizontal un mo-
tivo inicial en base a un vector de traslacion.

9999

Figura 2.17: Friso 1

2 Friso delas traslaciones yla simetria horizontal. Se realiza una simetria del motivo ori-
ginal respecto al eje horizontal y a continuacién se trasladan ambas figuras (la original
y la simétrica) repetidamente en horizontal en base a un vector de traslacion.

3 Friso de las traslaciones y la simetria vertical. Andlogo al anterior con simetria vertical.

4 Friso de las traslaciones y del deslizamiento. Se realiza una simetria en deslizamiento
con respecto al eje horizontal y para un cierto vector. A continuacion, se trasladan am-
bas figuras (la original y la simétrica deslizada) repetidamente en horizontal en base a

un vector de traslacion.
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Figura 2.18: Friso 2
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Figura 2.19: Friso 3

5 Friso de las traslaciones y del giro de 180°. Se gira el motivo original 180° respecto a

un centro de giro. A continuacioén, se trasladan ambas figuras (la original y la girada)

repetidamente en horizontal en base a un vector de traslacion.

Friso de las traslaciones, el giro de 180° y las simetrias horizontales. Se gira el motivo
original 180° respecto a un centro de giro. Con el resultado obtenido, se realiza una si-
metria horizontal. A continuacion, se trasladan las cuatro figuras (la original, la girada y
las dos resultantes de la simetria horizontal) repetidamente en horizontal en base a un
vector de traslacion.

Friso de las traslaciones, el deslizamiento y el giro de 180°. Se realiza una simetria en
deslizamiento con respecto al eje horizontal y para una cierto vector. Se gira el resulta-
do 180° con respecto a un centro de giro. A continuacion, se trasladan las cuatro figuras
(la original, la simétrica deslizada y las dos resultantes de girar las anteriores) repetida-
mente en horizontal en base a un vector de traslacion.

Un mosaico o teselado plano es el cubrimiento de una superficie plana mediante repeti-

cién de algin motivo inicial en el que no existen huecos ni solapamientos. Los teselados se

generan mediante la aplicacion de isometrias planas sobre alguna figura base, extendiendo
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Figura 2.20: Friso 4
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Figura 2.21: Friso 5

dicho proceso en dos direcciones, en lugar de una sola direccién como ocurre en los frisos.
Cuando las piezas que conforman el teselado son poligonos, dicho cubrimiento se llama te-

selado poligonal.

Elrequisito de que no haya huecos ni solapamientos en un mosaico lleva ala condicion de
que la suma de los dngulos que concurren en un vértice debe ser 360° exactamente. Los Gni-
cos poligonos regulares que cumplen esta condicion son el tridngulo equilétero, el cuadrado
y el hexdgono regular, y generan los teselados o mosaicos regulares. ;Podrias justificar que,
efectivamente, estos tres tipos de poligonos cumplen esta condicion? Tal y como se observa
en la Figura 2.24, en cada vértice de un mosaico regular concurren exactamente el mismo nu-
mero de vértices. Es decir, en el mosaico formado por tridngulos equildteros concurren seis
tridngulos en cada vértice; en el formado por cuadrados, cuatro; y en el formado por hexa-
gonos, tres. Si utilizamos digitos para indicar el nimero de lados de los poligonos regulares
que concurren en un vértice del mosaico, podemos resumir numéricamente la estructura
de las combinaciones que generan los tres mosaicos regulares: {3,3,3,3,3,3}, {4,4,4,4}} y
{6,6,6}}. En la Figura 2.25 se muestra un panal de abejas cuya estructura es un mosaico re-
gular a partir de hexdgonos.

Si en lugar de utilizar solamente un tipo de poligonos regulares se utilizan varios de ellos,
se puede analizar sobre qué combinaciones de estos poligonos permiten obtener 360° en
torno a un vértice. Por ejemplo, se pueden juntar tres tridngulos equildteros y dos cuadra-
dos en torno a cada vértice del teselado, ;puedes razonar por qué? De estos, inicamente
hay ocho combinaciones que dan lugar a teselados de forma que en cada vértice concu-
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Figura 2.22: Friso 6

<|

Figura 2.23: Friso 7

rren el mismo ndmero de poligonos. Estos teselados se llaman teselados semirregulares uni-
formes. En la Figura 2.26 se muestran las combinaciones de poligonos regulares que gene-
ran los ocho mosaicos semirregulares uniformes y cuyas codificaciones son: {3,3,3,4,4},
{3,3,4,3,4}, {3,3,3,3,6}, {3,6,3,6}, {4,8,8}, {3,4,6,4}, {6,4,12} y {3, 12, 12}.

Solo hay diez mosaicos semirregulares no uniformes que son los que se muestran en la
Figura 2.27 y sus codificaciones son: {3, 3,6,6}, {3,4,4,6}, {3,3,4,12}, {3,4,3,12}, {5,5,10},
{4,5,20}, {3,7,42}, {3, 8,24}, {3,9,18} y {3,10, 15}.

Los mosaicos irregulares se generan combinando poligonos regulares e irregulares. Si nos
preguntamos si existen poligonos irregulares de forma que se puede teselar todo el plano con
copias de uno ellos, podemos obtener que todos los tridngulos y todos los cuadrilateros tese-
lan el plano. ;Sabes razonar por qué? En la Figura 2.28 se presentan mosaicos construidos, de
izquierda a derecha, a partir de un pentdgono regular y un decdgono irregular; un trapezoide
y un tridngulo rectangulo escaleno.

Existen otras figuras, ya sean céncavas o convexas que recubren el plano. La manera de
obtener estas figuras es a partir de poligonos que recubran el plano y modifiquen sus lados a
partir de isometrias de forma que se conserve la superficie cubierta por la figura. Por ejemplo,
copiando la Figura 2.29 se puede recubrir el plano porque su superficie es la misma que la de
un cuadrado cuyo lado es el segmento horizontal de la figura.
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Figura 2.24: Mosaicos regulares
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Figura 2.25: Mosaico regular hexagonal

Semejanzas

Dos figuras son semejantes si los dngulos correspondientes son iguales y sus lados son
proporcionales. Es decir, una semejanza entre dos figuras geométricas viene definida exclu-
sivamente por la condicién de que la distancia entre cualquier par de puntos de la primera
figura Ay B dividida entre la distancia de sus correspondientes puntos de la segunda figura
A’y B’ es constante. A este valor se le llama razén de semejanza. En la Figura 2.30 se muestran
dos tridngulos semejantes y las medidas de sus lados.

2.2. Fundamentos didacticos

Cuando el nifio desarrolla el pensamiento geométrico y espacial, una de las principales
etapas de ese proceso es la de aprender a situarse y situar los objetos que le rodean. En un
primer momento, el nifio percibe el espacio de la forma en la que lo piensa y no como en
realidad lo ve, en funciéon del llamado realismo intelectual. En esta etapa, las nociones més
faciles para el nifio son del tipo topolégico, siendo complicadas otras opciones de representa-
cién del espacio (Carrillo y Contreras, 2001). La etapa de lo vivido (llamada etapa del «aqui»)
es la de la experiencia més directa con el medio, la més biolégica; cuando se adquiere un gra-
do de madurez en esta etapa, se va pasando a la etapa de lo percibido (llamada del «alla»), es
una etapa en la que se pueden distinguir las distancias al observar un paisaje o una fotogra-
fia, precisando posiciones de objetos simplemente con la observacion, es por ello una etapa
relacionada con los conceptos geograficos més elementales; finalmente, la etapa de lo con-
cebido (Ilamada del «doquier») es la etapa mds matematica, la de la abstraccion del espacio
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Figura 2.26: Mosaicos semirregulares uniformes
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Figura 2.27: Mosaicos semirregulares no uniformes

y percepcion de las formas en su estado puro, caracterizadas por sus relaciones. Es entonces
cuando tendran pleno sentido representaciones espaciales distintas de las del &mbito topo-
légico o proyectivo; es la etapa de la medida de magnitudes propiamente dichas.

2.2.1. Aspectos del desarrollo de los sistemas de referencia y las

nociones de situacion

Paralocalizar la direccion y la posicion de objetos en movimiento en el espacio se precisan
puntos de referencia y, para ello, se necesita un sistema de referencia (Dickson y cols., 1991).
Esto es, una relacion de los objetos méviles con algtn aspecto fijo del espacio. Por ejemplo,
al caminar por encima de la acera estamos referenciando nuestro movimiento con respecto
a la superficie de la acera. Piaget y Inhelder (1956) (citados en Dickson y cols. (1991)) afirman
que la base del desarrollo de los sistemas de referencia consiste en la capacidad de utilizar de
forma natural el marco de referencia correspondiente a la horizontal y la vertical utilizando
correctamente la conciencia de la direccion.
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Figura 2.28: Mosaicos irregulares
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Figura 2.29: Figura que tesela el plano

Greenes (1979) afirma que las primeras nociones espaciales que se manejan son las del eje
vertical, es decir, arriba/abajo, alto/bajo, encima/debajo, etc. A continuacion, se desarrollan
las relaciones de orientacion horizontal, las cuales tienen menos aspectos diferenciadores en
comparacion con las de orientacién vertical. Al mirar en una direcciéon observamos lo que es-
td ala derechay alaizquierda. Sin embargo, al girarnos, lo que estaba a la derecha ahora esta
alaizquierday, andlogamente, lo que estaba a la izquierda ahora estd a la derecha. Por tanto,
por la relativa facilidad con la que el individuo se mueve sobre un plano horizontal, se crea
mds confusién y la orientacién en las direcciones horizontales tarda mas en desarrollarse,
siendo la lateralidad izquierda-derecha la nocién que mas tarda en interiorizarse.

Dickson y cols. (1991) sintetizan diversos estudios hechos a partir del experimento reali-
zado por Piaget y Inhelder (1956) y que consistié en mostrar a nifios el dibujo de un frasco de
agua que contenia una cierta cantidad de agua y un corcho que representaba un barco. Los
nifios tenian que dibujar el frasco en otras posiciones que les fueron indicadas. Se hizo un
experimento andlogo con dibujos de laderas de montafas para dibujar diferentes elementos
en diferentes puntos. El objetivo de este tipo de experimentos era analizar los puntos de refe-
rencia que utilizaban los nifios para hacer sus dibujos.Piaget y Inhelder (1956) establecieron
diferentes estadios en funcién del cambio del punto de referencia. En la Figura 2.31 se mues-
tran ejemplos de dibujos del los experimentos de Piaget y Inhelder en diferentes estadios.

Piaget e Inhelder afirman que el nifio no comienza a utilizar otro punto de referencia
externo, diferente a la jarra, para saber la posicion del agua hasta que tiene entre cinco y
siete afios. El siguiente estadio de desarrollo se caracteriza porque el nifio se percata de la

necesidad de algun sistema de referencia distinto de la jarra y comienza a relacionar el nivel
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Figura 2.30: Figuras semejantes

del agua con la superficie de la mesa o del suelo. Segtin Piaget, no es hasta una edad de nueve
o doce afnos cuando el nifio comienza a ser capaz de coordinar todos los dngulos y paralelas
que pasan a través de todo el sistema espacial que estd siendo examinado.

Sin embargo, en investigaciones posteriores de otros autores se encontraron discrepan-
cias en cuanto a las edades a las que los niflos alcanzaban los diferentes estadios (Shayer,
Kiichemann, y Wylam, 1976). Ademas, Dietz y Barnett (1978) mostraron que estudiantes de
magisterio eran incapaces de comparar las orientaciones de objetos reales y utilizarlas como
sistemas de referencia naturales. Esto manifiesta la ambigiliedad para la determinacion de los
momentos en los que se encuentra el individuo en cada estadio del desarrollo de los sistemas
de referencia.

Piaget, Inhelder, y Szeminska (1960) afirman que la capacidad para utilizar coordenadas
se desarrolla juntamente con la de utilizar los ejes de referencia horizontal y vertical.

Recio y Rivaya (1991) establecen que las nociones de situacién incluyen las de orienta-
cion (delante-detrds, arriba-abajo y derecha-izquierda), proximidad (cerca-lejos), interiori-
dad (dentro-fuera, abierto-cerrado) y direccionalidad (hacia, desde, hasta).

Las nociones delante-detrds, hacia, hasta, desde estan relacionadas con la marcha, cerca-
lejos con la posibilidad de acercar o no a objetos, dentro, fuera, abierto, cerrado con la posibi-
lidad de esconderse o de esconder algo. Sin embargo, izquierda-derecha no tiene referencia
corporal precisa (por la simetria del cuerpo), lo que hace que estos conceptos sean mds com-
plejos.

La construccion de estas nociones sigue el siguiente proceso de descentralizacion del yo
egocéntrico:

« Nivel 1: Se construye el esquema corporal propio percibiendo qué partes del cuerpo se
tienen delante, detras, arriba, abajo....
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Figura 2.31: Dibujos del experimento de Piaget y Inhelder (1956) extraidos de Dickson y cols.
(1991)

* Nivel 2: Se sitdan los objetos exteriores respecto al propio cuerpo como sistema de re-

ferencia (la pelota estéd detrds de mi, la caja estd delante de mj, . . .).

x Nivel 3: Se percibe que otras personas u objetos también tienen su propio sistema de
referencia, es decir, lo externo al propio cuerpo también tiene un delante, detras,... que
no tiene por qué coincidir con el propio. Respecto a ese sistema de referencia externo

el nifio también se puede situar (me pongo delante de la mesa).

* Nivel 4: Se perciben las posiciones relativas de las personas y objetos entre si (La pelota

estd delante de Laura, la caja estd encima de la mesa)

2.2.2. Los procesos y las habilidades de visualizacion

Gutiérrez (1996) describe la visualizacion como el razonamiento que estd basado en el uso
de elementos visuales o espaciales, tanto mentales como fisicos, con el objetivo de compren-
dery aprender conceptos y propiedades para resolver problemas de geometria. Las imagenes
mentales que las personas se forman de los conceptos geométricos se asientan més que las
definiciones. De esta manera, al leer la palabra prisma el individuo representa en su mente la

imagen de un prismay en ese momento comienza a actuar el razonamiento visual. Cuando
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se resuelve un problema geométrico, se empieza leyendo el enunciado y se trata de entender
su significado utilizando en muchos casos dibujos para obtener nueva informacién y avanzar
en la resolucion. En este proceso se ejecutan una serie de mecanismos cognitivos que conlle-
van la formacion de imagenes mentales de las figuras o relaciones del problema que sirven
para progresar en la resolucion. Tener mas o menos éxito en la resoluciéon de un problema
geométrico estd relacionado con la destreza utilizando habilidades de visualizaciéon que se
pueden aprender y mejorar con la préctica.

Para resolver un problema geométrico, el razonamiento visual relaciona las representa-
ciones visuales mentales con las representaciones externas graficas o verbales y para ello
deben integrarse los tres elementos fundamentales de la visualizacion: procesos de visuali-
zacion, imdgenes mentales y habilidades de visualizacion.

Los procesos de visualizacion son las acciones mentales necesarias para resolver un pro-
blema y manejan la conexion bidireccional entre la informacion externa que recibe el alum-
nado y la informacidon gréfica mental interna que genera. La informacion externa puede ser
grafica (esquemas, figuras, objetos reales o virtuales, etc.) o verbal (texto escrito, informacion
oral, etc.). En el contexto de la geometria, los dos tipos de informacién se pueden convertir
en representaciones graficas mentales. Segiin Bishop (1989) citado en Gutiérrez (1991) estos
procesos son:

+ Procesamiento visual de la informacion (PVI), en el cual se convierte la informacion
abstracta en imagenes mentales incluyendo la transformacion de imdgenes mentales ya
creadas en otras. En el ejemplo de la lectura del enunciado de un problema geométrico,
el estudiante va transformando la informacién que va leyendo en imégenes mentales

que se van completando conforme avanza el proceso.

* Interpretaciéon de la informacion figurativa (IIF), en la cual se comprende la repre-
sentacion visual con el objetivo de extraer la informacién que contiene. Esta se puede
expresar interna o externamente mediante una nueva imagen mental. Se puede enten-
der, por tanto, como un proceso inverso al anterior.

El proceso de formacién de imégenes mentales y de anélisis, transformacién y generacién
de informacién para crear nuevas imagenes en la resoluciéon de un problema matematico se
puede repetir varias veces.
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Actividad 2.1

Resuelve el siguiente problema geométrico y analiza de qué forma aparecen los pro-
cesos de PVI e IIF: Dado un rectdngulo cuyos lados miden 3 cm y 8 cm, calcula la
distancia entre el centro y los vértices.

Las imdgenes mentales son los objetos mentales con los que hay que llevar a cabo las ac-
ciones mentales necesarias para resolver un problema. Presmeg (1986) citado en Gutiérrez
(1991) clasifica diversos tipos de imagenes mentales que se utilizan en las clases de geome-
tria:

x Las imdgenes concretas pictéricas son imagenes figurativas de objetos fisicos que los
representan con realismo. Se trata de imdgenes que son como fotografias de los objetos
que se recuerdan después de haberlos visto o manipulado.

* Las iméagenes de férmulas son la visualizacion de férmulas o relaciones de sus elemen-
tos mentalmente tal y como se verian, por ejemplo, en un libro de texto. También inclu-
yen texto, diagramas o dibujos. Se puede recordar, por ejemplo, un trozo de texto por la
forma en la que estd ubicado en los apuntes con un determinado color o subrayado.

* Las imagenes de patrones son representaciones visuales de conceptos o relaciones abs-
tractas. Se trata de una representacion gréfica del significado de un objeto concreto o
fragmento de texto, pero no del objeto o del texto en si mismos. Por ejemplo, al pensar
en un giro en el plano se nos puede venir a la mente una imagen representando el mo-
vimiento sin estar presentes los elementos que los definen como el centro o el dngulo
de giro.

x Las imagenes cinéticas son una combinacion de las fisicas y mentales, pues en ellas
intervienen acciones, como por ejemplo el movimiento de manos, para reforzar o re-
presentar la imagen mental. Los ejemplos tipicos de uso de este tipo de imagenes son
las explicaciones de como se va a un lugar o c6mo es un cierto concepto geométrico
acompanadas de gesticulaciones.

* Las iméagenes dindmicas son imdgenes mentales en las que se incluye movimiento. Por
ejemplo, imaginar un cono apoyado sobre su base y visualizarlo girando poco a poco
hasta que se sitiia apoyado sobre su vértice como un helado.
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Actividad 2.2

Por parejas pensad un ejemplo de cada tipo de imagen mental definida por Presmeg.

Las habilidades de visualizacién son las que permitirdn que se realicen de forma correcta
los procesos de visualizacion par crear, analizar y transformar imégenes mentales adecuadas
para conseguir la resolucién de un problema geométrico. En Gutiérrez (1991) se explica que
Bishop no distingue entre procesosy habilidades de visualizacién. Sin embargo, otros autores
silo hacen. Del Grande (1990) presenta una clasificaciéon de habilidades de visualizaciéon que
recoge las aportaciones de diversos autores e incluye aspectos que se refieren a un contexto
mads amplio que el de la geometria. En Carrillo y cols. (2016) se describen las siguientes habili-
dades de Del Grande (1990) especificamente relacionadas con las visualizacién para resolver
problemas de geometria:

x Identificacién visual: se trata de reconocer una figura de forma que se aisla de un con-
texto geométrico mds complejo. Tiene que ver con reconocer una o varias figuras desde
un punto de vista puramente matemadtico, sin considerar otro contexto. Esta habilidad
se necesita, por ejemplo, para identificar el motivo o la tesela basica que genera un fri-
so o mosaico Lupiafiez y Flores (2015). Otro ejemplo en el que precisaremos de esta
habilidad es para saber cudntos tridngulos hay en la Figura 2.32

Figura 2.32: Tridngulos

*x Reconocimiento de posiciones en el plano o en el espacio: consiste en reconocer la
posicién de un objeto o varios respecto a un punto de referencia. Se relacionan unos
objetos con otros pero de forma indirecta, utilizando un punto de referencia externo y
comun a todos. Por ejemplo, un estudiante de primaria que tenga que describir como
es el solido de la Figura 2.33 dird que hay tres cubos apoyados sobre la mesa y encima
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del de la izquierda hay otros dos siendo el punto de referencia el propio alumno. Sin
embargo, el estudiante sentado enfrente dird que hay tres cubos sobre la mesa y encima
del de la derecha hay otros dos.

Figura 2.33: Posicion de cubos

* Conservacion de la percepcién: Es la habilidad de extraer informacion de figuras y for-
mas espaciales que no se pueden ver al completo. En estos casos, es necesario inferir
esa informacion partiendo de los referentes a los que si tenemos acceso. Por ejemplo,
esta habilidad nos permitira saber cudntos cubos hay en el sélido de la Figura 2.34.

Figura 2.34: Sélido en el que no todos los cubos son visibles

Esta habilidad también se pone en juego para reconocer que un determinado objeto
o figura mantiene su forma y sus dimensiones si se oculta parcial o completamente o
si se modifica su posicion. Asi, por ejemplo, es evidente que si se gira el sélido de la
Figura 2.34, la cantidad de cubos no cambiara

x Reconocimiento de relaciones en el plano o en el espacio: se refiere a la identificacion
de las caracteristicas que relacionan diferentes objetos de forma interna y directa sin
puntos de referencia externos. Seria necesaria, por ejemplo, para construir con cubos
Multilink el s6lido de la Figura 2.33. Ademds, en la Figura 2.35 se muestran los 35 hexa-
minés posibles que son todas las combinaciones que se pueden hacer con 6 cuadrados
iguales unidos por uno de sus lados. Para la realizacion de la tarea de detectar cuéles
de estos se corresponden con el desarrollo plano de un cubo resultardn ttiles la capaci-
dad de creacion de imdgenes mentales dindmicas y la habilidad de reconocimiento de
relaciones espaciales

+ Discriminacién visual: permite comparar objetos por sus semejanzas y diferencias vi-
suales a nivel local. Esta habilidad ayuda, por ejemplo, a identificar los m6dulos iguales
de la Figura 2.36.
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Figura 2.36: Identificacion de modulos iguales

Es fundamental que el docente plantee actividades para utilizar, practicar y mejorar todas
estas habilidades de visualizacién y detecte en las respuestas del alumnado las carencias que
puedan aparecer.

2.2.3. Lacompresion de las transformaciones geométricas
Las variables que intervienen en la comprension de las isometrias

Jaime y Gutiérrez (1996) recogen resultados fiables de investigaciones sobre la compren-
sion de las isometrias en Educaciéon Primaria. Respecto a las simetrias, se presentan al alum-
nado varios items en los que, dados un eje y una figura, se pide dibujar la simétrica de la figura
respecto del eje (Figura 2.37 (a)), dibujando unas veces a mano alzada y otras veces con regla.
En otros items se dan dos figuras y se pide dibujar, cuando exista, el eje de simetria que las
liga (Figura 2.37 (b)). En ambas partes se presentan casos con y sin cuadricula, con los ejes
de simetria y las figuras con diversas inclinaciones respecto de la horizontal, y con figuras de
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distintas complejidades. Por dltimo, hay algunos items en los que se dan un punto y un eje
sobre una cuadricula con coordenadas y se pide calcular las coordenadas de la imagen del
punto (Figura 2.37 (c)).

Vol 7o
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Figura 2.37: Experimento sobre la comprension de las simetrias extraido de Jaime y Gutiérrez
(1996)

La parte dedicada a los giros estd formada por items en los que se pide dibujar la imagen
de una figura (Figura 2.38 (a)), decir si un punto es o no centro de giro de un par de figuras o
explicar por qué (Figura 2.38 (b)), y dibujar el centro de giro de un par de figuras (Figura 2.38
(c)). Las variables del contexto que se tienen en cuenta (cuadricula, tipo de figura, etc.) son las
mismas que para las simetrias. Una importante limitacion del experimento descrito es que,
en todos los casos, los giros son de +90°.

@ (b) (©

Figura 2.38: Experimento sobre la comprensién de los giros extraido de Jaime y Gutiérrez
(1996)

Finalmente, en los items dedicados a la composicién de simetrias y/o giros, se pide rea-
lizar la composicién y encontrar la isometria simple equivalente (Figura 2.39 (a)) o identifi-
car uno o los dos movimientos componentes de un producto conociendo el resultado (Figu-
ra 2.39 (b)).

De estos experimentos se concluye que existe influencia de los elementos que integran
los items en la correccion de las respuestas del alumnado. Las variables que se tienen en
cuenta son la complejidad de la figura a mover (un punto, un segmento o un tridngulo), la
presencia o no de cuadricula, la posicion del eje de simetria (vertical, horizontal, inclinado) y
la distancia entre la figura y el eje de simetria o el centro de giro.
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B

(@ (b)

Figura 2.39: Experimento sobre la comprensién de la composicién de isometrias extraido de
Jaime y Gutiérrez (1996)

En otras investigaciones sobre la comprension de las simetrias se consideran cuatro posi-
ciones relativas entre un segmento y un eje de simetria: que el eje no toque al segmento, que
lo toque en un extremo, que lo toque en el punto medio y que lo toque en otro punto interior
distinto del punto medio (Figura 2.40 (a)). También consideran siete valores diferentes del
angulo formado entre el eje y el segmento (Figura 2.40 (b)). Ademads, se combinan estas dos
variables con la presencia o no de malla y las cuatro posiciones del eje de simetria (0°, 45°,
90° y 135°).

e
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Figura 2.40: Experimento sobre la comprension de las simetrias extraido de Jaime y Gutiérrez
(1996)

En un andlisis del comportamiento del estudiantado al trabajar con los giros (siempre de
+90°), se obtienen cinco componentes que integran la comprension del concepto de giro:

1 Reconocimiento global, visual, de los giros, es decir ser capaz de estimar la posicion de
la figura imagen.

2 El dangulo de giro, formado por dos segmentos que unen el centro de giro con un punto
y con su imagen, respectivamente.

3 La equidistancia al centro de giro de cualquier punto y su imagen.

4 El angulo formado por cualquier segmento y su imagen, que coincide con el dngulo de
giro.
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5 La congruencia entre una figura y su imagen.

En este estudio se identifican diversas estrategias del alumnado para dibujar imagenes por
giros o para determinar centros de giro, tanto correctas como erréneas. Una conclusion ge-
neral a la que llega es que los componentes 2 a 5, que son caracteristicas matemadticas de los
giros, deben ser adquiridos por el alumnado para poder manipular correctamente los giros.

Las niveles de razonamiento del modelo de Van Hiele para las isometrias

Los comentarios sobre los niveles de razonamiento del modelo de Van Hiele del Tema
1 los vamos a particularizar al caso de las isometrias. Las caracteristicas de cada nivel del
aprendizaje de las isometrias, establecidas en Jaime y Gutiérrez (1996), son las siguientes:

Nivel 1: El estudiantado razonando en este nivel es capaz de:

x Considerar los movimientos (traslaciones, giros y simetrias) de manera global.

x Reconocer la caracteristica de isometria (conservacion del tamafo y la forma de las
figuras) de los movimientos.

* Reconocer los movimientos cuando se ven objetos en accion o sus resultados. Describir
los movimientos, por ejemplo como recorrido en linea recta, circular, o paso al otro lado
del eje.

x Realizar movimientos (traslaciones, giros y simetrias) sirviéndose de materiales auxilia-
res, como una regla, un disco, un espejo, etc., en diferentes direcciones y con diferentes
posiciones relativas de las figuras y el vector, centro o eje.

« Utilizar propiedades visuales para identificar o describir los movimientos, como la «co-
locacién igual» de las figuras en las traslaciones, la disposicion circular de las figuras en
los giros, y la vision del eje de simetria como separador «por la mitad» de las dos figuras

simétricas, junto con el cambio de orientacion en éstas.

* Aprender y utilizar el vocabulario elemental de las isometrias: Traslacion, giro, simetria,
centro de giro, eje de simetria, etc.

Nivel 2: En este nivel de razonamiento, el alumnado es capaz de:

+ Considerar los movimientos mediante sus elementos matematicos.

« Utilizar de forma explicita los elementos propios de cada movimiento: Médulo, direc-
cién y sentido del vector en las traslaciones, centro y dngulo en los giros, y eje en las
simetrias.

« Identificar en casos concretos las caracteristicas de traslaciones (componentes del vec-
tor), giros (centro, s6lo cuando estd sobre la figura girada, dngulo, y equidistancia al
centro) y simetrias (eje, perpendicularidad, y equidistancia respecto del eje).
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* Descubrir nuevas propiedades de los movimientos a partir de su verificacién en casos
concretos y utilizarlas para resolver otros problemas. En particular, generalizar los re-
sultados de composiciones de movimientos (excepto de giros de distinto centro).

+ Realizar simetrias en deslizamiento.

« Utilizar explicitamente las definiciones de traslacion, giro y simetria en las explicacio-
nes de las actividades realizadas.

+ Utilizar las coordenadas del vector de traslacién en situaciones concretas.

x Aprender y utilizar notaciéon y vocabulario matematicos asociados a las isometrias y sus
elementos: perpendicularidad, mediatriz, m6dulo, direccion, sentido, etc.

Nivel 3: El estudiantado del tercer nivel adquiere capacidad para:

« Identificar las caracteristicas de cualquier giro (centro, mediante corte de mediatrices
de segmentos, y dngulo). Generalizar y justificar los resultados de composiciones de
giros de distinto centro.

x Completar el estudio de las simetrias en deslizamiento, sus propiedades y sus relaciones
con las otras isometrias.

x Establecer relaciones entre las propiedades de las isometrias y descubrir o deducir nue-
vas propiedades. Comprender planteamientos y argumentaciones generales para de-

mostrarlas.

«x Comprender y utilizar la posibilidad de descomposicién, de infinitas formas, de tras-
laciones y giros en producto de dos simetrias o en producto de dos giros de distinto
centro.

« Utilizar las propiedades de las composiciones de isometrias para justificar:

o Qué caracteristicas se puedan conocer del resultado de una composicién particu-
lar de isometrias.

o La posibilidad de transformar una figura en otra congruente por una composicion
de isometrias.

« Establecer relaciones generales, sin soporte de figuras o traslaciones concretas, entre
las coordenadas de un punto, las de su imagen y el vector de la traslacion aplicada.

+x Enunciar definiciones de las isometrias como conjunto de condiciones necesarias y su-
ficientes. Comprender las definiciones formales usuales.

+x Comprender demostraciones formales sencillas que se presentan hechas o explicadas
por el profesor. Hacer demostraciones formales simples que s6lo supongan la adapta-

cion de una demostracién ya conocida.
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« Pasar de un caso concreto a una situacion general realizando una demostracién basada
en argumentos informales.

Actividad 2.3

En grupos de trabajo estableced una lista de las caracteristicas que penséis que tie-
nen los dos primeros niveles de razonamiento de Van Hiele en el caso de las seme-
janzas. Luego se podran comparar estas listas con las presentadas en el trabajo de
Gualdron y Gutiérrez (2007).

2.2.4. Enseinianza y mejora de las habilidades de visualizacién y

orientacion

En la literatura, las capacidades de orientacion y visualizacion espacial se llaman «habili-
dades espaciales» y se han establecido diferentes categorias de actividades para poder desa-
rrollarlas.

Hershkowitz, Parzysz, y Van Dormolen (1996) clasifican las actividades para el trabajo de
las formas y el espacio en funcién de la relacién entre el observador y los objetos a observar.
El primer tipo de actividades se caracteriza porque la relacion es directa, subjetiva, y requiere
la reflexion sobre lo que el observador ve: el estudiante describe lo que ve como observador o
lo que ve identificindose con un observador que no es él mismo. Las actividades del segun-
do tipo se caracterizan porque la relacion es indirecta, objetiva, y requiere la reflexién sobre
como el observador ve: el estudiante tiene que reflexionar sobre la situacién del observador,
tiene que identificarse con dos personas, una que observay la otra que observa al observador.

Berthelot y Salin (1992) enumeran lo tres tipos de actividades que se pueden realizar para
que el estudiante controle sus relaciones con el espacio. Estas acciones son:

1 reconocer, describir, fabricar o transformar objetos;

2 desplazar, encontrar, comunicar la posicién de objetos;

3 reconocer, describir, construir o transformar un espacio de la vida cotidiana o de des-

plazamiento.

Gonzato, Fernandez, y Diaz (2011) prescindiendo de las tareas de orientacion y visualiza-
cion de figuras planas y centrdndose en el contexto tridimensional, diferencian tres grandes
tipos de actividades que recogen los aspectos fundamentales de las clasificaciones que se
habian hecho hasta el momento:
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1 Tipo 1: Orientacion estatica del sujeto y de los objetos
2 Tipo 2: Interpretacion de perspectivas de objetos tridimensionales

3 Tipo 3: Orientacion del sujeto en espacios reales

En las actividades del tipo 2 el sujeto debe cambiar su punto de vista de forma que se
imagine o se ponga en una determinada posicion con respecto a una composicioén de obje-
tos, sin dar importancia al movimiento que tiene que hacer para cambiar su posicién, sino
solo al punto de vista final. Sin embargo, en las actividades del tipo 3 el punto de vista del
sujeto cambia a lo largo de su desplazamiento continuo. Ademas, en las actividades del tipo
2 se trabaja con objetos aislados o composiciones de objetos sin fijar la atencién en el espacio
donde estdn, sino en su estructura y su composicion. En las actividades del tipo 3 se consi-
deran espacios més grandes, que puedan ser recorridos (fisicamente o mentalmente) por el

sujeto.

Tareas tipo 1 de orientacion estatica del sujeto y de los objetos

En las tareas de tipo 1 tanto las personas como los objetos estdn inmdviles. Ademas, re-
quieren comprender el esquema corporal, identificar y utilizar las posiciones arriba-abajo,
izquierda-derechay delante-detrdsy utilizar dicho lenguaje para describir tres situaciones:

* la posicion del propio cuerpo con respecto a objetos u otras personas
* la posicion de otro observador con respecto a objetos u otras personas

x las posiciones de objetos con respecto a otros objetos

Por ejemplo, un tarea de tipo 1 consistiria en utilizar dos animales de juguete y pedir al
nifo que los coloque de las siguientes formas:

(a) ambos ala derecha del nino;
(b) elléon delante del nifio y el tigre a su derecha;
(c) elle6n mirando hacia el nifio y el tigre en direccién opuesta;
(d) elledény el tigre uno frente al otro.
(e) el tigre detrds del le6n
Otro ejemplo de este tipo de tarea se muestra en la Figura 2.41 ;Qué nivel de construccion

de las nociones de situacion tiene desarrollado el nifio para hacer las tareas de estos dos

ejemplos?
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Figura 2.41: Actividad extraida de Matemditicas 1: Primaria. Pieza a pieza (2022)

Tareas tipo 2 de interpretacion de perspectivas de objetos tridimensionales

Este tipo de tareas incluye las actividades de reconocimiento y cambio de perspectiva;
interpretacion de perspectivas de objetos; rotacién mental de objetos; interpretacion de di-
ferentes representaciones planas de objetos tridimensionales; cambio de una representacion
plana a otra; o construccion de objetos a partir de una o més representaciones planas, por
ejemplo.

En Gutiérrez (1992) se exponen los diferentes tipos de actividades para desarrollar las ha-
bilidades de visualizacion, en particular distintas tareas de tipo 2, extraidas de un proyecto
de investigacion (Guillén, Gutiérrez, Jaime, y Céceres, 1992). Los cuatro contextos posibles
para realizar este tipo de actividades son el dibujo (en pizarra o papel), software de geometria
dindmica, verbalizacién oral y escrita y manipulacion de objetos reales. Los principales tipos
de actividades son:

Identificar representaciones planas de sé6lidos: dado un sélido real y varias representa-
ciones planas de este solido y otros, se tiene que determinar qué representaciones se co-
rresponden con el sélido. Las Figura 2.42 (a) y 2.42 (b) muestran ejemplos de este tipo de
actividades.

Mover sélidos: dado un sélido real o representado en software, se tiene que mover a una
posicion dada por una copia real o en software de este s6lido. La Figura 2.43 muestra una
actividad de este tipo. En el siguiente enlace se puede rotar la representacion en GeoGebra

del tetraedro & https://www.geogebra.org/m/ k8vnyfun]
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Escribe ST 0 NO en las vistas de cuerpos que hay debajo. segin que correspondan o no al

cubo que tienes en la mano. Si quieres, puedes mover el cubo

Escribe SI o NO en las vistas de modulos de cubos que hay debajo segin que comrespondan
1o al que tienes en la mano. Si quieres puedes mover el mdulo.
[] | [
] L[ |
L1 0 L]
Frente Derecha Arriba
] 1 |
] 1
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Frente Derecha Arriba
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Figura 2.42: Actividades extraidas de Guillén y cols. (1992)

Dibujar representaciones planas de s6lidos: dada un sélido real o representado en soft-
ware, se tiene que dibujar sobre el papel.

Construir s6lidos: dada una representacion plana de un sélido, se tiene que construir este

sdlido utilizando material manipulativo.

En cada tipo de actividad es conveniente relacionar dos o mds contextos de los mencio-

nados anteriormente.

Ademads, en Gutiérrez (1998) se reflexiona sobre la importancia que tiene la utilizacion de
actividades de representaciones planas de cuerpos geométricos tridimensionales adaptadas

a los diferentes cursos de Educacion Primaria.

Existen diversas maneras de representar de forma plana objetos trimensionales. En el
contexto de la geometria, las mads utilizadas, y que se muestran en la Figura 2.44, son la re-
presentacion por niveles y las proyecciones en perspectiva, paralela (caballera), isométrica,
ortogonal y ortogonal codificada. La proyeccion ortogonal es igual que la ortogonal codifica-

da, pero sin los numeros.

Hay estudios que demuestran que la formacién especifica basada en el uso de materiales
manipulativos mejora la capacidad del estudiantado de manejar la transformacién de cuer-
pos tridimensionales en sus representaciones planas y viceversa (Bishop, 1980; Clements y
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Abre el pro;
primera de la:

élido". Mueve el tefraedro de la pantalla para colocarlo en 2

Después, coléealo en Ia segunda posicién. y asi sucesivamente.

Figura 2.43: Actividad extraida de Guillén y cols. (1992)

Battista, 1992). Para la ensefianza de la geometria espacial en Educaciéon Primaria sera fun-
damental potenciar desde los primeros cursos el trabajo de produccion e interpretacion de
representaciones planas en las dos direcciones, es decir, dibujo de representaciones planas
de soélidos y construccion de sé6lidos a partir de su representacién plana.

En Guillén y cols. (1992) y Gutiérrez, Jaime, Guillén, y Garcia (1994) se realizan investiga-
ciones en los niveles de Educacion Primaria y de Educacion Secundaria sobre la formacion
para la mejora de la representacion plana que el estudiantado hace de cuerpos tridimensio-
nales. Al comenzar los experimentos se pidi6 a cada estudiante, que no tenia ningin tipo de
formacién previa en este tipo de actividades, que debia explicar a un companero como era el
moédulo formado con cubos Multilink que solamente €l podia ver para que lo construyera. Se
plantearon diferentes tipos de actividades segtin la forma en la que se podian dar las instruc-
ciones. En el caso de las descripciones en papel, los investigadores detectaron tres tipos de
representacion de los cuerpos tridimensionales, cuyos ejemplos se muestran e la Figura 2.45,
y son a) las representaciones grdficas, b) las representaciones verbales y c) las representaciones
mixtas.

Los investigadores afirman que de entre las formas de representacion grafica de cuerpos
tridimensionales, la perspectiva es la més natural y frecuente, aunque también es una de las
mas dificiles de realizar y resulta complicado saber cudles son las claves del aprendizaje de
esta destreza. La literatura recoge diferentes componentes que influyen y son la evolutiva, la
destreza de dibujo y la cultural.

Mitchelmore (1980) describe las siguientes cuatro etapas, cuyos ejemplos se muestran en
la Figura 2.46, de evolucion de la habilidad del dibujo en perspectiva:
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Proyeccion Proyeccion Proyeccion
en perspectiva paralela isométrica
Representacion por niveles Proyeccion ortogonal codificada
[1] [2] [1]
3l1 sf2f1] [1]2]1
| | ] 3fifi] |2 1]3]1
Frente Superior Derecha
Inferior Central Superior

Los nimeros indican cuantos cubos hay
en cada linea perpendicular al observador.

Figura 2.44: Representaciones planas de un sélido construido con Multilink extraido de Gu-
tiérrez (1998)

« Etapa 1: Esquematica plana, en la que las figuras se representan ortogonalmente dibu-
jando una de sus caras.

« Etapa 2: Esquemadtica espacial, en la que se dibujan varias caras de la figura de forma
ortogonal, pudiéndose incluir caras ocultas, y sin dar sensacion de profundidad.

« Etapa 3: Pre-realista, en la que se hacen dibujos que intentan representar los cuerpos
de forma realista y con profundidad, pero sin conseguirlo totalmente. En funcién de la
perfeccion de la representacion de la tridimensionalidad, esta etapa se divide en dos
subetapas.

« Etapa 4: Realista, en la cual se hacen dibujos correctos teniendo en cuenta, aunque pue-
de que solamente de forma aproximada, el criterio de que las lineas convergen en un
punto del infinito.

Cuando se programan actividades de tipo 2 para Educacion Primaria hay que decidir los
tipos de representaciones que se van a utilizar y los tipos de tareas que se van a plantear al
estudiantado: de dibujo o de construccién de sélidos. Cada tipo de representacion tiene en
la practica mas o menos dificultad.

Otro tipo de actividades de tipo 2 es la descripcion de determinados objetos geométricos,
tanto planos como espaciales. Por ejemplo, el profesor pide a una estudiante que describa
verbalmente un determinado sé6lido que el resto no puede ver y tiene que decir de cudl se
trata. La forma mads sencilla es hacer la descripcién mediante sélidos reales; es mas compli-
cado si se hace a partir de una representacién en papel; y el mayor nivel de dificultad se tiene
si tiene que describir el s6lido a partir de un modelo transparente hecho con varillas (Carri-
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< I Pon 6 [cubos] asi.

Haz 3 filas de 3 [cubos].
Junta de esas 3 filas 2.

En el cuadrado [cubo] del
medio de cualquiera de las

2 filas pon une en medio.
En Ia otra fila junta la fila Ahora ponlo esto apoyado en la

de tres pero vertical y en mesa. Contando por arriba en el
el 1° 6 el 3° en el que cinco con dos [cubos] mas
quieras. (encima) y al lado o seaen el 6

uno mas (encima).

a b c

Figura 2.45: Representaciones planas de médulos Multilink de estudiantado de Educacién
Primaria extraido de Gutiérrez (1998)

llo y cols., 2016). Este tipo de actividades se pueden variar pidiendo descripciones en papel.
Tras hacer las descripciones, orales, graficas o mixtas, se observardn las diferencias entre el
modelo original y el creado por quien tiene que averiguar de cudl se trata.

Gonzato y cols. (2011) presentan una clasificacién de las tareas de tipo 2 que incluye la
clasificacion de Gutiérrez (1992) y se basa en tres parametros: el estimulo inicial presentado,
la accién principal requerida para resolver la tarea y el tipo de repuesta solicitada. El estimulo
inicial se refiere a la presencia o no, en la descripcion de la tarea, del objeto fisico o de una de
sus representaciones.

Se distinguen las siguientes acciones principales necesarias para realizar las tareas de tipo
2 que pueden aparecer de forma explicita o implicita en el enunciado de la tarea:

«x Cambiar el tipo de representacién (plana o tridimensional): representar un objeto fi-
sico con una representaciéon plana, construir un objeto tridimensional a partir de su
representacion plana o convertir representaciones planas de tipos diferentes (perspec-
tiva/proyeccién isométrica/vistas/vistas codificadas/ fotografias). En este caso, el cam-
bio de representacion puede implicar también una rotacion del objeto, un cambio de
punto de vista. Gutiérrez (1996) determina los diferentes tipos de actividades que se
pueden hacer con multicubos para representar médulos trimesionales y trabajar el pa-
S0 a sus representaciones planas:

o A partir de una representacion plana del médulo, el alumno tiene que construir el

respectivo modulo fisico.
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(1 O A O [

Etapa esquematica plana

S A B

Etapa esquemaética espacial

YU AQ A~
Y SR A YA -

Etapa pre-realista

= 0N O

Etapa realista

Figura 2.46: Etapas de la evolucién de la representacion en perspectiva extraido de Gutiérrez
(1998)

o A partir del médulo (fisico o presentado en perspectiva en el ordenador con la po-
sibilidad de girarlo libremente), tiene que dibujar diferentes tipos de sus represen-
taciones planas.

o El alumno tiene que relacionar dos tipos de representaciones planas del médulo,
sin construirlo fisicamente.

« Rotar: rotar el objeto o partes del objeto o de manera equivalente cambiar mentalmente
de perspectiva (imaginarse en otra posicion con respecto al objeto). En este caso no hay
cambio de tipo de representacion plana.

« Plegar y desplegar: plegar un desarrollo plano para formar un objeto tridimensional
(fisico o representado) o, viceversa, desplegar el objeto para obtener uno de sus desa-
rrollos.

x Componerydescomponer en partes: dadas dos o mds piezas componerlas para formar
un s6lido o viceversa, dado el s6lido descomponerlo en dos o mas partes.

«x Contar elementos: dado un sé6lido contar los elementos que lo componen (unidades de
volumen, caras, aristas, vértices, etc.).

En cuanto al tipo de respuesta requerida se diferencia:
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*

Construccion: si se requiere la construccion del objeto tridimensional.

*

Dibujo: si se requiere una representacion plana del objeto tridimensional.

*

Identificacién: si se requiere identificar la respuesta correcta entre més opciones.

*

Verbal: si se requiere una respuesta verbal /numérica (que no exija ninguno de los an-
teriores tipos de repuesta).

Los objetos que se utilicen pueden ser cotidianos o materiales estructurados. Cuando se
trabaja con un objeto ausente o representado en papel o en software, sin posibilidad de mani-
pularlo, las acciones requeridas son mentales, como, por ejemplo, imaginar la rotacién de un
objeto o cambiar el punto de vista. Ademas, una tarea puede involucrar més de una accion.

El interés de distinguir los estimulos, las acciones y el tipo de respuestas estd en poder
analizar y buscar variaciones de tareas dadas. En la Tabla 2.2 se muestran las posibles combi-
naciones de estos tres parametros para el disefio de actividades.

Estimulo inicial Accion (ejecutar/imaginar) Tipo de respuesta
Presencia del | Objeto (y/o suje- | - Convertir entre . Construccion
objeto fisico to) movil representaciones (plana o - Dibujo

Objeto ( y sujeto) | 3D) - Identificacion
fijo - Rotar - Verbal
Ausenciadel | Objeto observado | - Plegar o desplegar - Otras

objeto fisico | previamente - Composicion y

Objeto presenta- descomposicién en partes

do en el plano - Conteo de partes

Tabla 2.2: Clasificacién de las tareas de interpretaciéon de objetos tridimensionales extraido
de Gonzato y cols. (2011).

Tareas tipo 3 de orientacion del sujeto en espacios reales

Este tipo de tareas incluyen actividades que requieren que el alumnado entienda el espa-
cio donde se sittia (o donde se sitia otra persona u objeto), su ubicacion y orientacién en el
espacio. La accion de orientarse en el espacio incluye leer un mapa, un plano, o comprender
una maqueta de espacios de diferentes tamafos (ciudad, barrio, escuela, aula), describir ver-
balmente un itinerario entre dos lugares conocidos, dibujar un plano, un mapa o construir
una maqueta de un espacio conocido, orientar un mapa con respecto a puntos de referencia
fijos en larealidad o con respecto a los puntos cardinales. También se incluyen las situaciones
que requieren que el alumno lea, construya o utilice un sistema de coordenadas para estudiar
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las diferentes caracteristicas de un espacio. Por ejemplo, incluimos tareas donde se requiere
que el alumno defina un lugar en un mapa por medio de coordenadas cartesianas o polares
o dibujar un itinerario descrito verbalmente a través del uso de coordenadas.

Al abordar tareas del tipo 2 se requiere conectar el esquema corporal al espacio fisico
circundante. Por ejemplo, al describir un itinerario dibujado en un mapa en el que no haya
puntos cardinales es necesario conocer el propio esquema del cuerpo (izquierda-derecha,
arriba-abajo, delante-detras). Luego hay que proyectar ese esquema en un personaje imagi-
nario que recorre el itinerario representado. Finalmente, se tiene que conectar con los puntos
de referencia del mapa (edificios, cruces, etc.).

Para este tipo de tareas, Gonzato y cols. (2011) proponen una clasificacion en funcién de
los estimulos, acciones y tipo de respuesta.

Distinguen tres estimulos iniciales:

« Espacio real: tareas donde la accion del sujeto transcurre en el presente o ya ha sido
realizada en el espacio real sin el apoyo de ningun tipo de representacion del espacio.

* Representacion espacial: tareas donde el sujeto no realiza fisicamente una accién sino
que solo interpreta la informacion contenida en el mapa sin navegacion fisica del espa-
cio y sin tener una referencia fisica al espacio representado.

« Espacio real y representacion del espacio fisico: tareas donde el sujeto realiza o ha rea-
lizado la accién en un espacio fisico y dispone de una representacion de dicho espacio.

En el caso de este tipo de tareas, las acciones iniciales requeridas para resolverlas estan
asociadas al estimulo inicial. Ademas, se distinguen cuatro tipos de respuesta, que son inde-
pendientes del estimulo inicial:

x De representacion: el sujeto tiene que representar un espacio y/o un trayecto en dos o
tres dimensiones.

* De localizacién de objetos y personas: el sujeto debe localizar un objeto o una persona
en mapas, planos con o sin el uso de un sistema de coordenadas.

x De descripcion (verbal) de trayectos o posiciones.

« Fisica: orientar la representacion del espacio (de acuerdo a los puntos cardinales, de
acuerdo a objetos fijos en la realidad), ejecutar fisicamente trayectos, ubicar fisicamente
objetos o personas en el espacio.

Se podria considerar también como variables de las tareas el tipo de representacion del
espacio: 2D (planos, mapas, fotos, etc.), 3D (maqueta) y el tamano del espacio real. Obser-

vamos que en muchos casos la respuesta a la tarea involucra también una accién y que para
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resolver una tarea se pueden necesitar varias acciones. En la Tabla 2.3 se muestra la combi-

nacion de los estimulos, acciones y tipo de respuesta que permite clasificar las tareas de tipo

2.

Espacio real

Explorar el espacio (con
movimiento)

Obervar espacios, trayec-
tos... (sin movimiento)

Representacion| Interpretar  informaciéon

Espacial grafica (localizar ele-
mentos, leer trayectos,
interpretar sistemas de
coordenadas, etc.)

Espacio real | Relacionar el espacio con

+  represen- | surepresentacion espacial

tacion del

espacio

- De representacion: del espacio:
construir maquetas, dibujar
mapas/planos o de trayectos

- De localizacién de objetos y personas:
en un mapa/plano/maquetas o con
coordenadas

- De descripcion (verbalmente):
trayectos o posiciones

- Fisica: orientar la representacion del
espacio (de acuerdo a los puntos
cardinales, de acuerdo a objetos fijos en
la realidad), ejecutar trayectos o ubicar
objetos o personas en el espacio

Tabla 2.3: Clasificacion de las tareas de orientacion del sujeto en espacios reales extraido de

Gonzato y cols. (2011).
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2.2.,5. Las fases de aprendizaje de Van Hiele para las transforma-

ciones geométricas en el plano

En este apartado se mostrard como ejemplo una secuencia de actividades basadas en las
fases del aprendizaje del modelo del Van Hiele para el caso particular de las simetrias en el
plano. En la progresion de la dificultad de estas actividades, se presentaran ejes con variedad
de inclinaciones para evitar la posicion prototipica vertical que conduzca a los estudiantes
a realizar errores, que se explicardn mads adelante. Se presentan a continuacion actividades
para cada fase extraidas de Jaime y Gutiérrez (1996). La tercera fase se trabajard de forma
simultdnea a las demads, pues siempre que sea posible se pedira al estudiantado que exprese
sus ideas verbalmente o de forma escrita. Se propone realizar las actividades en parejas o
pequenos grupos.

Fase 1 de informacion: El objetivo es identificar los conocimientos previos del estudianta-
do sobre los conceptos de simetria, mediatriz y perpendicular instruyendo a quien lo necesite
en el uso de instrumentos de dibujo y otras herramientas auxiliares.

x Se mostraran al alumnado varias figuras para identificar visualmente las simetrias que
tienen.

* Se propondrd al grupo que discuta qué es una simetria, qué son las figuras simétricas,
como se pueden reconocer o como se identifican figuras que parecen simétricas pero
no lo son.

* Se pedird al alumnado dibujar los ejes de simetria de figuras simétricas.

x Se presentardn al estudiantado diversas figuras y se le pedird que dibuje sus simétricas
respecto a ejes dados. También se le pedira que identifique y trace rectas o segmentos
perpendiculares y mediatrices de segmentos.

Fase 2 de orientacién dirigida: Se puede proponer al alumnado que dibuje los segmentos
que unen dos puntos simétricos, por ejemplo en la Figura 2.47, y preguntarles qué relacion
tienen estos segmentos con el eje. El estudiantado en el nivel 2 de razonamiento podré des-
cubrir que estos segmentos son paralelos entre si y perpendiculares al eje de simetria y que,
aunque tengan diferentes longitudes, el eje de simetria los divide en dos partes iguales. Se
sintetizard esta propiedad diciendo que el eje de simetria es la mediatriz de los segmentos
que unen cada punto con su simétrico. Esta actividad es de la fase 2 porque se pretende que
el alumnado aprenda, de forma guiada directamente, propiedades bdsicas para avanzar en el
estudio de las simetrias. Ademas, requiere el nivel de razonamiento que consiste en experi-

mentar con ejemplos para descubrir y generalizar propiedades matemaéticas de las simetrias.

Fase 4 de orientacion libre: Se puede proponer la siguiente actividad:
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Figura 2.47: Pares de figuras simétricas respecto de los ejesry s

(a) Enla Figura 2.20 hay un poligono llamado F1 y dos segmentos llamados r; y r». Dibuja
la figura simétrica a F1 respecto al eje r; y lldmala F2 y, a continuacion, dibuja la figura
simétrica a F2 respecto al eje r,. Llama F3 a la figura resultante. ;Qué relacién ves entre
las figuras F1 y F3? Describe el movimiento que permite pasar directamente de F1 a F3.

Figura 2.48: Figura F1 y ejes r; y ro

(b) En otra hoja, dibuja la figura simétrica de F1 respecto al eje r,. Llama F4 a la figura
resultante y, a continuacion dibuja la simétrica de F4 respecto al eje . Llama F5 a la
figura resultante. ;Qué relacion ves entre las figuras F1 y F5? Describe el movimiento
que permite pasar directamente de F1 a F5.

(c) ;Qué tienen en comun y en qué se diferencian los resultados que has obtenido en los

apartados (a) y (b)?

Se puede plantear la misma actividad pero con dos ejes que se corten. Estas actividades
son de nivel 2 de razonamiento porque se resuelven realizando simetrias con figuras y ejes es-
pecificos para descubrir y generalizar un resultado de la composicion de simetrias. Ademas,
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son de la fase 4 porque presentan al alumnado un contexto nuevo (la composicién de dos
simetrias) con el objetivo de que profundice en el conocimiento de las simetrias y las integre
con otros movimientos (giros y traslaciones).

Fase 5, de integracién: Se pueden proponer, por ejemplo, las siguientes actividades:

(a) Explica con tus palabras de qué maneras se puede dibujar la imagen que resulta al apli-
car una simetria axial a una figura explicando las propiedades matematicas que apare-
cen.

(b) Explica con tus palabras c6mo se relacionan los segmentos que unen puntos simétricos.

Esta actividad es una sintesis y corresponde a la fase 5 porque repasa y organiza lo apren-
dido y no afiade nuevos conocimientos. Ademds, se trata de actividades de nivel 2 porque
se usa la experimentacion para identificar elementos y propiedades matemadticas. Seria con-
veniente proponer una secuencia de actividades que implicaran una sintesis de todos los
contenidos aprendidos.

Actividad 2.4

En grupos de trabajo repetid la secuencia anterior para el diseno de actividades se-
gun las fases del aprendizaje del modelo de Van Hiele para el tema de las traslacio-
nes, los giros o las semejanzas, incluyendo explicitamente el material que utilizareis.

Podeéis elegir el curso que querdis.

2.2.6. Orientaciones por niveles

1. Orientacion espacial estdtica para la situacion del propio cuerpo y de los objetos.

—o Evolucién: movimientos y escenificaciones del propio nifio, verbalizacion y represen-
tacion gréfica.
ler ciclo de EP

—o Trabajar posiciones en las que el punto de referencia es el nifio y observar la posicion
de otros nifios u objetos, luego en las que el punto de referencia es un elemento ajeno al
nino y se observan las posiciones del nifio respecto a los objetos. Insistir en la lateralidad.

2. Orientacion espacial dindmica. Trayectos y laberintos, croquis, planos, mapas y esca-
las.

ler ciclo de EP
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—o Recorrer y construir caminos y laberintos utilizando el vocabulario geométrico aso-
ciado.

—o Interpretar, describir y elaborar croquis combinando con el aspecto lidico.

—o Recorrer un camino real sefializando con cuerdas o lineas el trayecto por donde se
pasa y verbalizar los diferentes movimientos y cambios de direccion.

—o Trabajar como en el punto anterior pero con la representacion grafica del recorrido
en el plano de manera simultdnea al desplazamiento.

—o Recorrer un camino a partir de las indicaciones verbales proporcionadas por otras
personas o escritas (plano).

—o Recorrer un camino en la realidad y después senalar el trayecto sobre el plano corres-
pondiente y verbalizar los movimientos.

—o Recorrer un camino en la realidad y después representarlo sobre papel en blanco,
elaborar el croquis correspondiente y verbalizar los movimientos.

—o Recorrer un laberinto real.

—o Trabajar como en el punto anterior con la representacion gréfica del laberinto en el
plano de manera simultdnea al desplazamiento.

—o Recorrer un laberinto en la realidad y después sefialar el recorrido seguido sobre el
esquema del laberinto verbalizando los diferentes movimientos realizados.

—o Marcar el camino adecuado para llegar del punto de salida al punto de llegada en un
laberinto en representacion grafica, verbalizando los movimientos.

—o Construir laberintos tanto en la realidad como graficamente.

20 ciclo de EP

—o Trabajar como en el ciclo anterior pero aumentando la dificultad en la interpretacion
y elaboraciéon de mapas, planos y croquis.

3er ciclo de EP

—o Trabajar escalas en croquis, planos y mapas. Para introducir la escalas comenzar por
transformaciones de doble, mitad, triple, y tercio y continuar con 1:100 o 1:50.

3. Orden lineal y orden ciclico.
ler ciclo de EP

—o Reproducir el orden espacial en transformaciones de direcciones perpendiculares, de
orden lineal a ciclico y viceversa, de orden inverso tanto lineal como ciclico y de orden
de linea cerrada a abierta y viceversa.

4. Lineas y superficies abiertas y cerradas. Dentro, fuera, frontera y region
ler ciclo de EP
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—o Reconocer en objetos reales de lineas y superficies abiertas y cerradas. Utilizar voca-
bulario adecuado.

—o Reconocer y construir fronteras en el espacio incluyendo situaciones en las que exista
mads de una frontera, fronteras en superficies, fronteras en lineas abiertas y cerradas.

—o Insistir en el dominio de los conceptos de interior y exterior, dentro y fuera, frontera
y region.

5. Coordenadas cartesianas y puntos cardinales
20 ciclo de EP

—o Situar un punto dadas la coordenadas en horizontal y en vertical. Esta dos informa-
ciones pueden ser ambas ntimeros naturales o niimero natural y letra.

3er ciclo de EP

—o Introducir las coordenadas cartesianas. Comenzar con el primer cuadrante.

—o Introducir los puntos cardinales y su aplicacion para localizar diferentes puntos o
lugares en las representaciones de la realidad. Se puede completar con la utilizaciéon de
la brgjula.

—o Representar puntos en el plano de forma que en los ejes cartesianos se incluyan las
semirrectas correspondientes a los nimeros negativos.

6. Simetrias, giros, traslaciones y semejanzas.
ler ciclo de EP

—o Identificar simetrias en el propio cuerpo. Descubrir el eje de simetria en el espejo
ayuddndose de la lateralidad.

—o Descubrir la simetria plana en el entorno en diferentes objetos e imdgenes. Detectar
la simetria y su eje.

—o Construir figuras simétricas con material didactico.

—o Dibujar figuras simétricas sencillas utilizando como ayuda una cuadricula coinci-
diendo los ejes de simetria con una de las direcciones de las rectas de la cuadricula.

20 ciclo de EP

—o Trabajar las simetrias como en el ciclo anterior, trabajando a partir de la realidad,
luego con material did4ctico y finalmente en papel. Se pueden utilizar espejos para el
descubrimiento de las simetrias. Para la representacion en papel, seguir con cuadricula
mientras sea necesario. Se intentard trabajar con ejes de simetria que no sigan las di-
recciones de las rectas de la cuadricula. Posteriormente, dibujar simetrias en papel sin
cuadricula utilizando instrumentos de dibujo.
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—o Trabajar giros y traslaciones partiendo de la deteccion en la realidad. A continuacién,
en el caso de las traslaciones se cuantificard el desplazamiento midiendo la longitud del
vectory, en el caso de los giros, la amplitud del giro.

—o Relacionar giros y simetrias. Por ejemplo, rotar objetos planos sobre los que se ha
marcado su contorno en la posicion inicial y observar cuédndo el contorno de la figura
vuelve a coincidir. Por ejemplo, en el caso de las poligonos regulares esto sucedera tantas
veces como lados tienen. En el caso en el que solamente hay coincidencia una vez, la
figura no tiene simetria. En el caso del circulo, siempre hay coincidencia porque tienen
infinitos ejes de simetria.

3er ciclo de EP

—o Ampliar el trabajo con simetrias, giros y traslaciones.

—o Trabajar reducciones y ampliaciones proporcionales de figuras. Relacionar la seme-
janza con el concepto de proporcionalidad.

7. Composicion y descomposicion de formas planas y cuerpos tridimensionales

ler ciclo de EP

—o Realizar recubrimientos de superficies con figuras planas.

—o Componer libremente material de figuras geométricas planasy de cuerpos tridimen-
sionales para sacar conclusiones de las propiedades que cumplen las nuevas figuras y
cuerpos. Reflexionar sobre las propiedades que deben cumplir las piezas para obtener
determinadas figuras o cuerpos.

20y 3er ciclo de EP

—o Ampliar andlogamente con las propiedades trabajadas en cada ciclo.

—o Crear maquetas tridimensionales.

—o Pedir composiciones con figuras planas o cuerpos tridimensionales cumpliendo cier-
tas regularidades o repitiendo un patrén.

—o Componer y descomponer figuras con Tangram. Reflexionar sobre propiedades.

—o Descubrir con material de formas geométricas la propiedad de que la superficie tni-
camente se puede cubrir con ciertas figuras geométricas.

—o Componer y descomponer cuerpos tridimensionales y sus desarrollos planos.

2.3. Errores y dificultades en el aprendizaje

2.3.1. Erroresy dificultades de orientacion y visualizacién
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Errores y dificultades en las tareas de tipo 1 de orientacion estdtica del sujeto
y de los objetos

Es conveniente que en la programacioén de actividades para el desarrollo de las habili-
dades de orientacion y visualizacion se tengan en cuenta los niveles de construccién de las
nociones de situacion para la descentralizacion del yo corporal. De lo contrario, se pueden
crear dificultades con las nociones de situacion. Para ello, se empezara con actividades de
situaciones reales en las que el cuerpo del nifio sea su punto de referencia y se ird incremen-
tando la dificultad de acuerdo a los anteriores niveles.

Alberti (2004) sostiene que las relaciones que se establecen para organizar el espacio se
apoyan en las propiedades del cuerpo u objeto en el momento de dar un significado. Por
ejemplo, la distincion entre las nociones de delante y detrds de una persona se basa en que
el cuerpo estd orientado, esto es, hay una aparte delantera claramente determinada por su
formay funcién y otra trasera. Como esté orientada una forma es, de esta manera, una condi-
cién necesaria para poder usar un objeto como referente para identificar la nociones delante
y detrés. Para distinguir las nociones de izquierda y derecha se asume que el objeto tenga un
plano de simetria, como es el caso del cuerpo humano. Para distinguir las nociones de cerca
y lejos se necesita involucrar a un minimo de tres objetos, uno de los cuales sirve de referen-
cia para establecer y comparar las distancias de los otros. Por tanto, esta nocion es de tipo
métrico y requiere poner un orden para evaluar las distancias entre objetos aunque no haya
alineacion en el plano. Estas nociones requieren que la persona sea capaz de reconocer la
conservacion de las longitudes al variar la orientacién de la referencia o de los objetos. Si nos
situamos en el plano, las nociones de arriba y abajo no tienen el mismo significado que en
la realidad, ya que se refiere una direccion vertical en el espacio tridimensional. De la misma
manera, la distincién de las nociones de delante y detrds sobre el papel puede ser ambigua.
Todos estos aspectos deben ser considerados por el docente al plantear tareas de tipo 1.

Cuando se disefian tareas de tipo 1 hay que tener en cuenta que hay objetos que por su
forma no tienen una orientacion determinada. Por ejemplo, esto ocurre en el caso del rocé-
dromo de la Figura 2.49 en la que se muestra una actividad de tipo 1 extraida del libro del
segundo curso de Educacion Primaria Matemadticas 2: Primaria. Pieza a pieza (2022). Otro
ejemplo para ilustrar esta problemadtica consistiria en pedir que se sitie algo a la derecha de
una botella de vino.
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ﬂ Observa y completa las frases con la palabra adecuada.

delante - detras

El nenne esta | I del nific.

arriba - abajo

La rufia esld ‘ ‘ del hocodhome.

izguierda - derecha

Celia tiene un -ﬂL‘.}F&ﬁ erL UL FYLOKLD

Figura 2.49: Actividad extraida del libro del segundo curso Matemaditicas 2: Primaria. Pieza a
pieza (2022)

Errores y dificultades en las tareas de tipo 2 de interpretacion de perspectivas
de objetos tridimensionales

Convertir representaciones

El manejo de objetos espaciales y su representacion plana genera problemas relaciona-
dos con la capacidad de vision espacial del estudiantado y con su habilidad para dibujar o
interpretar representaciones planas de s6lidos Gutiérrez (1998).

Ante la secuencia de etapas de evolucion de la representacion en perspectiva de cuerpos
tridimensionales de Mitchelmore (1980), Gutiérrez (1998) se cuestiona si el alumnado de pri-
maria no «ve» los sélidos de la forma en la que los representa o no puede representar lo que ve
a causa de que no tiene la capacidad de coordinar las diferentes direcciones de los segmen-
tos de la representacion plana, es decir, le faltan habilidades de dibujo. Sus investigaciones
le llevan a concluir que los nifios se dan cuenta de que sus dibujos no son correctos, pues no
estdn representando lo que ven en la realidad, pero tienen falta de habilidades para hacerlo
de una mejor forma. Por tanto, el problema esté en la habilidad de coordinacién del alumna-
do. Las dificultades con las que se encuentra el alumnado en el aprendizaje de las diferentes
formas de representacion plana de cuerpos trisimensionales o en el proceso inverso de cons-
truccion, pueden ser conceptuales, cuando se refieren a la comprension de las caracteristicas
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del tipo de representacion, o técnicas, cuando se deben a las estrategias de dibujo o cons-
truccién. En general, las representaciones por niveles son las mas faciles tanto para dibujar
como para construir; construir a partir de representaciones ortogonales es mas dificil que a
partir de isométricas, y que dibujar representaciones isométricas es mas dificil que dibujar
ortogonales.

Segiin Gutiérrez (1998), en el primer ciclo de Educacién Primaria el alumnado puede ha-
cer representaciones planas de cuerpos tridimencionales por niveles utilizando la cuadricula
como marco de referencia. En este contexto, una dificultad que surge es entender la nece-
sidad de tener un marco de referencia porque no relacionan unos niveles con otros. En la
Figura 2.50 se muestra que, aunque cada nivel estd dibujado correctamente, los marcos de
referencia no coinciden.

Figura 2.50: Representacion plana por niveles de un s6lido hecho con Multilink extraido de
Gutiérrez (1998)

Esta dificultad podria superarse planteando actividades en las que se proporcione el mar-
co comun de referencia de los niveles a través de una plantilla. El alumnado tinicamente
tiene que poner cruces en los cuadrados adecuados para representar cada nivel tal y como
se muestra en la Figura 2.51. Sin embargo, la investigacion releva que al volver al papel en
blanco sin las plantillas, el alumnado sigue cometiendo el mismo tipo de error.

i | z

Figura 2.51: Representacion plana por niveles de un sélido hecho con Multilink dada la plan-
tilla de los marcos extraido de Gutiérrez (1998)

La falta de coordinaciéon de vistas o planos también ocurre en la representacion isomé-
trica y ortogonal en todos los cursos de Educaciéon Primaria. En el caso de la representacion
isométrica, aparece la dificultad de que hay que diferenciar los tres planos ortogonales en los
que se situdn las caras de los cubos de un méodulo y asociar a esos planos las posiciones de los
rombos que representan isométricamente las caras de los cubos del médulo. En la Figura 2.52
se muestran las dos posibilidades de representar isométricamente el cubo de la izquierda.
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Figura 2.52: Posibles representaciones isométricas del cubo de la izquierda extraido de Gu-
tiérrez (1998)

Ademas, la representacion isométrica es la mas dificil y se debe introducir de forma muy
pausada y con ejercicios muy simples. Los motivos de la dificultad son la obligacién de di-
bujar los vértices del sélido sobre los puntos de la trama isométrica; la necesidad de situar
el sélido que se va a dibujar en una posicién muy precisa para poder verlo lo més parecido
posible a la representacion isométrica; y la imposibilidad de ver el s6lido real exactamente
igual que su representacion isométrica, por la influencia de la perspectiva.

Gutiérrez (1998) describe los errores cometidos por el estudiantado de primaria al intentar
coordinar las tres proyecciones ortogonales para construir un médulo con Multilink. Resulta
muy complicado resolver esta situacién, porque cuando el alumnado afiade un cubo para
ajustar el m6dulo a una de las proyecciones, no atiende a las otras dos y se desajustan. La
construccion de moédulos a partir de proyecciones ortogonales codificadas resulta mas f4cil
porque el alumnado sabe cuantos cubos tiene que utilizar y, por tanto, en los ajustes no se
anaden ni se quitan cubos y al construir un médulo de acuerdo a una de las proyecciones,
hay que hacer pocos cambios para conseguir el ajuste de todas ellas. La destreza de coordi-
nacion de proyecciones mejora en el tultimo ciclo de Educacién Primaria. Se recomienda el
trabajo con médulos formados por columnas de diferentes alturas todas ellas apoyadas en el
suelo como se muestra en la Figura 2.53. En estos casos, es suficiente manejar una tnica pro-
yeccion ortogonal y, por tanto, se trata de un buen recurso para comenzar el estudio de las
representaciones planas ortogonales sin tener que lidiar con la coordinacién de dos o maés
proyecciones. Solamente en el ultimo ciclo de Educacién Primaria el alumnado empieza a

poder dibujar representaciones planas de proyecciones ortogonales requiriendo poca ayuda.

Figura 2.53: Representacion plana con una tinica proyeccion ortogonal codificada extraida de
Gutiérrez (1998)



132 2.3.1 Errores y dificultades de orientacion y visualizacion

Es fundamental que el docente sea consciente de las dificultades que tiene el alumnado
para dibujar representaciones planas ante las que se pueden plantear actividades de apren-
dizaje y mejora de la vision espacial. Ademas, si el alumnado no sabe hacer representaciones
graficas correctas, es importante usar modelos fisicos, proporcionarle fotocopias para pegar
o trabajar con ordenadores para evitar que tenga que basarse en sus propios dibujos para
entender y aprender conceptos y propiedades geométricos.

Rotar

Gorgori6 (1998) clasifica los errores cometidos por el alumnado al realizar actividades de
rotacién mental en una incorrecta interpretacion de la tarea o en la construccién incorrecta
de conceptos geométricos. En el primer caso, el error mas frecuente fue la utilizacion de re-
presentaciones planas de objetos tridimensionales. En el segundo caso, el error mas repetido
es el confundir una rotaciéon de 180° con una simetria. Ademas, las estrategias utilizadas por
el alumnado pueden ser visuales o no-visuales. En la primera se utilizan imagenes visuales
como parte esencial del proceso de resolucion. Sin embargo, en las estrategiasno-visuales el
alumnado utiliza la argumentacion sin apoyarse en las imagenes visuales para realizar la ta-
rea. A su vez, estas estrategias pueden ser globales o particulares. La autora define la estrategia
global si se centran en el objeto considerado como un todo, en el primer caso, o si se centran
s6lo en una parte del objeto, en el segundo. La habilidad de orientacién espacial depende de
la capacidad de utilizar correctamente estas estrategias. Por ello, es fundamental ensefarlas
con ejemplos.

Plegary desplegar

En el siguiente applet de GeoGebra se pueden utilizar el deslizador para plegar y desplegar
un cubo. ;Existen puntos del desarrollo plano de forma que al plegar se superponen? ;Cuéles?
https://www.geogebra.org/m/NK4w3vqT#material/ kKNSErN5M

Mesquita (1992) observa que una dificultad cuando se resuelven tareas como la anterior la
genera la duplicidad de ciertos puntos del sélido respecto al desarrollo plano. Una arista del
cubo, por ejemplo, se puede convertir en dos aristas en el desarrollo plano correspondiente.


https://www.geogebra.org/m/NK4w3vqT#material/kN5ErN5M
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Contar partes

Ben-Chaim, Lappan, y Houang (1985) observan dificultades del alumnado para detectar
las partes ocultas en una representacion grafica. Inicialmente, los items de esta investigacion
se introdujeron en forma de preguntas abiertas con el fin de obtener distractores que utilizar
para desarrollar un formato de opcién multiple. Las respuestas de los alumnos se analizaron
para producir categorias de errores. Por lo general, como se muestra en la Figura 2.54, ante
la pregunta de cuantos cubos hay el alumnado marcaba las caras de los cubos pequefios
visibles que aparecian en el dibujo y contaban. De esta forma, las respuestas que daban solian
referirse al nimero de caras o al nimero de cubos pequenios visibles.

Figura 2.54: Marcas del alumnado al contar los cubos del s6lido representado graficamente
extraido de Ben-Chaim y cols. (1985)

Tras la realizacion del ejercicio se entrevisto al alumnado para comprobar el tipo de error
que habia cometido. Se descubri6 que en la mayoria de los casos en los que se daba una
respuesta incorrecta, se utilizaba una de las siguientes cuatro estrategias de recuento:

x Contar el nimero real de caras que se muestran.

*

Contar el namero real de caras y duplicarlo.

Contar el namero real de cubos que aparecen.

*

*

Contar el namero real de cubos y duplicarlo.

Los autores sugieren el planteamiento de experiencias concretas con cubos multilink para
mejorar las habilidades de visualizacion.

Battista (2007) también observa que cuando se muestran sélidos hechos con cubos Mul-
tilink, el alumnado no es capaz de distinguir los diferentes planos ni de diferenciar los cubos
de las aristas, con dos o tres caras que se pueden ver, de los cubos que solo muestran una
cara. Entonces, se comete el error de contar la cantidad de cuadrados en vez de la cantidad

de cubos unidad que forman el sélido.
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Errores y dificultades en las tareas de tipo 3 de orientacion del sujeto en espa-
cios reales

Berthelot y Salin (1992) describen que los requerimientos para poder realizar un plano o
mapa son la eleccién de un sistema de referencia, la articulacién de los planos que se obtie-
nen al representar los espacios en torno a los puntos de referencia y la coordinaciéon de todo
ello. Ademas, la orientacion entre los diferentes elementos que se representan en el plano o
mapa es fundamental y los conocimientos que se ponen en juego dependen del contexto del
problema. También hay que incluir la informacién que permita a la persona que lee el mapa
o planos orientarse en la realidad.

Cuando se describe un itinerario que se observa en un mapa el individuo tiene que ser

capaz de coordinar dos sistemas de referencia (Galvez, 1985):

x el sistema ligado a su propio esquema corporal y proyectado por traslaciéon sobre el
papely

« el sistema correspondiente a la proyeccién del esquema corporal de un mavil que se
desplazaria a lo largo del itinerario que se trata de describir

Las actividades en las que se tiene que interpretar una representacion grafica de la reali-
dad (plana o tridimensional) requieren poner en correspondencia el objeto o situacion que
se representay su representacion. Para ello se necesita una cierta habilidad de interpretacion,

comprension y creacion de relaciones entre la realidad y su representacion.

Clements (2004) y Weill-Fassina y Rachedi (1993) detectan dos dificultades en relacion a

la interpretacion de los planos y de los mapas:

« Dificultad para orientar un mapa a través de elementos en la realidad (dificultad para
considerar y poner en congruencia dos sistemas de referencia diferentes).

+ Dificultad para comprender el lenguaje simbdlico (dificultad para entender que un ma-
pa representa sélo algunos aspectos de la realidad y no es la realidad en miniatura).

Este tipo de tareas estdn inevitablemente relacionadas con situaciones cotidianas. Por
tanto, no tendria sentido restringir el trabajo a tareas de interpretacién de planos o mapas

del libro del texto sin utilizar un referente real.

2.3.2. Erroresy dificultades en el aprendizaje de las transforma-

ciones geométricas

Los apuntes de este apartado estdn basados en Jaime y Gutiérrez (1996).
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Errores y dificultades con las simetrias

Los errores que el alumnado de Educacién Primaria, y también de etapas posteriores,
comete en el trabajo con las simetrias se pueden dividir en dos grupos:

Errores cuyo origen esta en el concepto de simetria: consisten en que los estudiantes
no aplican correctamente las dos propiedades que relacionan una figura y su imagen. En
particular, se cometen uno o los dos siguientes errores:

« Falta de equidistancia al eje de cada punto y su imagen (Figura 2.55 a) siendo, de ahora
en adelante, la imagen correcta la trazada en linea punteada més clara.

x Falta de perpendicularidad respecto del eje del segmento que une un punto y suimagen
(Figura 2.55 b).

NAY;

(@ (b)

Figura 2.55: Errores de concepto extraidos de Jaime y Gutiérrez (1996)
Errores cuyo origen estd en una interpretacion reducida o deformada de la simetria: el es-
tudiantado comete errores del tipo visual:

«x Dibujo de la imagen paralela a la figura original aunque ésta no sea paralela al eje (Fi-
gura 2.56).

A

Figura 2.56: Error por falta paralelismo extraido de Jaime y Gutiérrez (1996)

x Desplazamiento horizontal o vertical de la figura aunque el eje de simetria esté inclina-
do (Figura 2.57).

« Dibujo de la imagen sobre la prolongacion de la figura dada en alguna direccién espe-
cifica (Figura 2.58).
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Figura 2.57: Error por desplazamiento horizontal o vertical extraido de Jaime y Gutiérrez
(1996)

Figura 2.58: Error por dibujo sobre la prolongacion extraido de Jaime y Gutiérrez (1996)

Estos errores tienen origen en la falta de ensefianza previa o en una ensefianza pobre basada
en ejemplos prototipicos en los que se tiende a dibujar el eje de simetria en la direccion hori-
zontal o vertical. Los errores anteriores también aparecen cuando se plantean actividades en
las que se dan dos figuras que no son simétricas y se pregunta al alumnado si lo son o noy,
en caso afirmativo, se pide dibujar el eje de simetria. En la Figura 2.59 se muestran ejemplos
de ello.

Figura 2.59: Errores cometidos al dibujar el eje dadas dos figuras no simétricas extraidos de
Jaime y Gutiérrez (1996)

El andlisis de la simetria de una figura tendrd més a menos dificultad segtn la posiciéon
del eje de simetria y la posicion relativa del objeto cuando éste no es un punto. Hay casos
en los que no hay diferencia de dificultad al dibujar la imagen de un punto o de una figura
formada por segmentos. Otros casos con determinadas combinaciones de posiciones del eje
y los segmentos inducen maés errores, por ejemplo, cuando el eje de simetria corta al objeto.
Ademaés, los ejes de simetria inclinados fomentan el error por falta de perpendicularidad al

dibujar imagenes de puntos.
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No es cierto que cuando un alumno es capaz de dibujar de forma correcta el punto simé-
trico de otro punto, va a dibujar correctamente la imagen de un segmento. Esto se debe a que
el estudiante puede dibujar de forma independiente las imédgenes de puntos significativos
como vértices o extremos de las figura y unir esas imagenes como obtener la figura simétri-
ca. También puede dibujar inicamente las imédgenes de algunos de los puntos significativos
(por ejemplo, uno o dos vértices de un tridngulo), unir las imagenes y completar el dibujo vi-
sualizando mentalmente la posicién de la figura simétrica resultante. Cuantos menos puntos
imagen se dibujen, més f4cil es cometer errores.

Un buen recurso para comenzar el trabajo de las simetrias es la cuadricula, pues permite
al alumnado medir distancias con m4s facilidad. Sin embargo, Gutiérrez y Jaime (1987) ob-
servan que no se reducen los demds tipos de errores pues se cometen aproximadamente los
mismos porcentajes de errores por dibujar la figura en paralelo a la original en las tareas de
las Figuras 2.60 a) y b). También se cometié aproximadamente el mismo porcentaje de error
por perpendicularidad en el caso de la Figura 2.60 c). Ademads, hay que tener en cuenta que
la cuadricula ayuda en las posiciones horizontal, vertical y diagonal de los ejes de simetria,
pero no en el caso de otras inclinaciones diferentes. Esta tendencia se mantiene cuando no
hay cuadricula.

e

@ (b) (©)

Figura 2.60: Tareas que generan dificultad extraidas de Jaime y Gutiérrez (1996)

Errores y dificultades con los giros

Cuando el alumnado termina la etapa de Educacién Primaria sabe distinguir y medir an-
gulos agudos, rectos y obtusos y también manejar grados cuando son datos de problemas.
Sin embargo, no saben estimar la amplitud de un dngulo, identificar el &ngulo formado por
dos figuras congruentes que no se tocan o comparar dngulos en diferentes posiciones. En
Jaime, Gutiérrez, y Caceres (1989) se analizan todos estos problemas y se observa que estas
carencias en el conocimiento de los dngulos le impide al alumnado reconocer y comprender
los giros. Por ejemplo, en la Figura 2.61 se muestra un esquema de lo que sucedi6 en algunos
casos cuando se pidi6 al alumnado que girara manualmente una figura recortada en papel A
alrededor de un punto O.
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Figura 2.61: Esquema del error cometido en el experimento de Jaime, Muelas, y cols. (1989) y
extraido de Jaime y Gutiérrez (1996)

Tal y como se ha explicado anteriormente, los cinco componentes que el alumnado debe
comprender y aplicar correctamente en el manejo de los giros son el reconocimiento global,
el angulo de giro, la equidistancia al centro, el &ngulo entre un punto y su imagen y la con-
gruencia. Jaime y Gutiérrez (1996) citan el trabajo de Chien (1989) para explicar los errores
que suele cometer el alumnado al girar un Figura A 90° en el sentido antihorario.

« En las Figuras 2.62 a y ¢ se comete un error en el angulo de giro.
« Enla Figura 2.62 b se comete un error por falta de equidistancia al centro.

x Enla Figura 2.62 d se comete un error por falta de congruencia entre las figuras, es decir,
cambia la forma de la figura simétrica con respecto a la original, en particular, se reduce

su longitud.

-
— \ e
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Figura 2.62: Errores cometidos en el experimento de Chien (1989) extraidos de Jaime y Gutié-
rrez (1996)

En el mismo trabajo de Chein se explica que el estudiantado, para conseguir dibujar la
figura girada utiliza diversas estrategias. La mds general consiste en unir un punto con el
centro de giro para conseguir una figura que unida al centro y, a partir de la linea auxiliar
dibujada, se dibuja la figura girada (Figura 2.63 a). Otra estrategia consiste en dibujar un simil
de un sistema de coordenadas (Figura 2.63 b) con el centro de giro en el origen vy, al girar, un

eje pasa sobre el otro.
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(@ (b)

Figura 2.63: Estrategias de estudiantado para dibujar giros en el experimento de Chien (1989)
extraidos de Jaime y Gutiérrez (1996)

Errores y dificultades con las traslaciones

La traslacion es la isometria que menos dificultades plantea por ser la més simple. El
alumnado del dltimo ciclo de Educacién Primaria puede aprender las caracteristicas de este
movimiento, reconocerlo y dibujarlo. Las dificultades que suelen surgir son:

(a) La comprension del vector asociado a la traslacion como vector libre. Hay una tenden-
cia a llevar la figura a trasladar al final del extremo del vector.

(b) La realizaciéon de traslaciones cuando la figura tiene forma poligonal, especialmente
rectangular, y el vector de traslacion es paralelo a uno de sus lados. Se comete el error
de dibujar el vector empezando en el extrmo del lado inicial y terminando en el otro
extremo de la figura imagen, como se muestra en la Figura 2.64.

L (Pl

>

Figura 2.64: Estrategias de estudiantado para dibujar giros en el experimento de Chien (1989)
extraidos de Jaime y Gutiérrez (1996)

Errores y dificultades con las semejanzas

Gualdron y Gutiérrez (2006) estudian las estrategias correctas e incorrectas en el trabajo
del alumnado con las semejanzas. Obtienen la siguiente clasificacion de estrategias incorrec-

tas o que conducen a error:
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+x Método ingenuo: cuando se le pide a un estudiante que amplie una figura segiin una

razon, aun sabiendo lo que ello implica, no utiliza los datos ni la medida de la figura,
sino que dibuja otra figura parecida mas grande.

Estrategia aditiva o de la diferencia constante: la utiliza el alumnado en tareas relacio-
nadas con ampliacion debido a que se concentra en la diferencia a« — by no en la razén
a/b. Por ejemplo, cuando se le pide una ampliacion del rectdngulo de la Figura 2.65 de
tal forma que la nueva base sea 12cm., se responde que la altura es 10 cm. Por un lado,
porque 12 —5 = 7y este valor se suma a la altura 3. Por otro lado, porque 5 — 3 = 2y este
valor se lo restan a 12. Esta estrategia resulta de que el alumnado evita multiplicar por
una fraccion. Por ejemplo, en la situacién anterior, multiplicar el factor de ampliacion

12/5 por la altura a ampliar que es 3cm.

b=5 cm.

3cm.

a= 12 cm.

Figura 2.65: Error por estrategia aditiva extraido de Gualdrén y Gutiérrez (2006)

Doble y mitad: Puede que el alumnado asocie que siempre que se pida ampliar se tiene
que dubplicar y, de forma similar, cuando se le pida reducir, partir en dos.

Estrategia multiplicativa err6nea: En tareas en las cuales el alumnado tiene que decidir
la semejanza de figuras presentes en un problema o en un dibujo, plantea que silo son
silas medidas de los lados en una ellas son multiplo en la otra. Por ejemplo, al decidir la
semejanza de los tridngulos de la Figura 2.66, el alumnado plantea que son semejantes
puesto que las medidas de los lados del tridngulo grande son el doble de las medidas
de los lados del tridngulo pequefo. Este método causa confusién, ya que cuando las
medidas de los lados en una de las figuras no son multiplo entero de las medidas de
los lados en la otra, se tiende a pensar que las figuras no son semejantes, por lo que
se convierte en una estrategia errénea. Por ejemplo, cuando se pide que se estudie la
semejanza de la Figura 2.67.

Estrategia multiplicativa con ajuste errénea: Consiste en multiplicar las medidas de
los lados de una figura por un valor entero y sumar o restar otro (incluso el mismo),
resultando una estrategia errénea. O multiplicar las medidas de los lados de una figura
por un valor entero y sumar o restar una fracciéon de la medida del lado, resultando una
estrategia correcta. Por ejemplo, ante la pregunta de si los rectdngulos de la Figura 2.67
son semejantes, se plantea erroneamente que 5 resulta de operar 3 - 2 — 1y como 10/3
no resulta de operar 2 - 2 — 1, las figuras no son semejantes. También se puede plantear
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2 cm. 4 cm.

3cm.

6 cm.

Figura 2.66: Tridngulos semejantes extraido de Gualdrén y Gutiérrez (2006)

de manera correcta que 5 resulta de operar 3 - 2 — (1/3) - 3 y de forma similar que 10/3
resulta de operar2-2—(1/3)-2, lo que permite decir que los rectdngulos son semejantes.

2 cm. 10/3 cm.

Figura 2.67: Rectangulos semejantes extraidos de Gualdrén y Gutiérrez (2006)

*x Omisién de parte de los datos del problema: el alumnado ignora parte de los datos del
problema. Por ejemplo, si el problema es de comparacion de razones entonces intenta
resolverlo comparando tnicamente los antecedentes (o los consecuentes) de las dos
razones. En la situacion en que se pide a los estudiantes que digan en qué terreno juegan
mas apretados los nifios: en uno de 12 metros cuadrados de drea con 6 nifios jugando o
en uno de 16 metros cuadrados y 8 nifios jugando, responden que en el segundo, puesto

que hay mds ninos en el terreno.
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Actividad 2.5

A continuacion, se muestran diferentes transformaciones de figuras en el plano y en
cada una de ellas se indica que se ha realizado una cierta isometria. Evalaa si se ha
realizado el movimiento de forma correcta o no y, en caso negativo, explica por qué
y corrige el movimiento.

« Simetria respecto al eje r

x Traslacion de vector ¢
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Actividad 2.6

Analiza tus respuestas a la prueba inicial del tema respondiendo a las siguientes pre-
guntas:

(a) Corrige tus respuestas a cada una de las actividades de la prueba.

(b) Respecto a cada una de las actividades dela 1 ala 7, ;que tipo de actividad de
la clasificacion de Gonzato y cols. (2011) es?, ;qué dificultades y errores podria
tener el alumnado de primaria en cada actividad?

(c) Respecto a cada una de las actividades de la 8 ala 13, ;de qué nivel de razona-
miento de Van Hiele es?, ;qué se pretende en cada una de ellas?, ;qué dificulta-
des y errores podria tener el alumnado de primaria en cada actividad?

2.4. Laboratorio de materiales y recursos

Multilink

El Multilink o también denominado Multicubos o Policubos se trata de un material que
consta de cubos de plastico encajables de dos centimetros de arista. Normalmente se venden
en paquetes de diez conjuntos de diez cubos del mismo color cada unoYy, por tanto, hay cubos
de diez colores diferentes.

Este material tiene una enorme versatilidad para trabajar contenidos de todas las dreas
de las matemadticas que se trabajan en Educacion Infantil y Educacién Primaria. En parti-
cular, en este tema profundizaremos en su utilizacion para el desarrollo de habilidades de
visualizacién. Gutiérrez (1998) sostiene que la ventaja de utilizar este tipo de material frente
a los poliedros o cuerpos redondos habituales y presentados en el Tema 1 es que le permite
al alumnado de Educacién Primaria trabajar de forma mucho més f4cil una gran variedad de
problemas de construccién a partir de representaciones planas.

Ademads, este material permite trabajar todas las relaciones posibles entre los cuatro con-
textos de trabajo de las habilidades de visualizacion mencionados anteriormente (dibujo,
software, verbalizacion y manipulacion). Ejemplos de actividades son el dibujo en papel de
representaciones de un moédulo, tanto en perspectiva como sus proyecciones ortogonales;
construcciéon de un moédulo a partir de una representacion en papel; conteo de la cantidad
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de cubos que forman un médulo; construccion de un médulo con Geogebra. Ademads, vere-
mos en el Tema 3 que se puede utilizar este material para plantear el descubrimiento de la
férmula de calculo del volumen de los paralelepipedos.

(a) Cubos Multilink (b) Multilink y base de pivotes

Figura 2.68: Multilink

Albarracin (2021) propone una secuencia de actividades para el desarrollo de la visualiza-
ci6n usando un videojuego y los cubos Multilink en el segundo ciclo de Educacién Primaria.

Cubos no encajables con represetaciones planas

Este tipo de material se ha disefiado con el objetivo de realizar actividades para la cons-
trucciéon de modelos tridimensionales a partir de sus representaciones planas o de identi-
ficacion de representaciones a partir del s6lido construido. En la Figura 2.69 a) el material
consta de piezas de madera que son cubos de color rojo y prismas triangulares amarillos
y representaciones graficas de diferentes proyecciones de construcciones utilizando los dos
tipos de piezas anteriores. En la Figura 2.69 b) el material Organicubes consta de cubos de
tres centimetros de arista y de cuatro colores diferentes. Ademds, este material incluye re-
presentaciones planas de varios sélidos graduadas de menor a mayor dificultad. Finalmente,
el material Structuro, que se muestra en al Figura 2.69, contiene cubos de 2.5 centimetros
de arista cuyas caras combinan los colores azul, rojo y amarillo. Ademds, el material incluye
representaciones planas de varios tipos de proyecciones de sélidos.



2. Orientacion, visualizacién y transformaciones geométricas 145

(a) Cubos, prismas triangula- (b) Organicubes (c) Structuro
res y representaciones gréficas

Figura 2.69: Cubos no encajables

Modelos para la composiciéon

El material de la Figura 2.70 consta de varios sé6lidos construidos a partir de cubos, pero
no se pueden desmontar. El objetivo del material es la creacién de composiciones tridimen-
sionales. En este caso, no se proporcionan representaciones graficas. Algunos de los usos que

Figura 2.70: Modelos para la composicién

se pueden hacer de este material son:

* Generacion combinatoria de formas hechas con un nimero fijo de tricubos, tetracubos,
pentacubos, . ..

*

Estudio de diferentes posibilidades combinatorias de las colecciones.

*

Representaciones isométricas de distintas agrupaciones de cubos.

*

Experimentacion de las distintas cenefas espaciales con los médulos L.

*

Descripcion de los movimientos generados.

*

Trabajo de las proyecciones ortogonales.
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Utopia

Este material (Figura 2.71) es un juego de mesa que consta de 50 desafios. En cada uno
de ellos hay que construir un puzzle colocando 16 rascacielos que cumplan con las condicio-
nes establecidas en las fichas dependiendo de la cantidad de pisos que se puedan ver desde
diferentes puntos de vista. Este material se puede utilizar para trabajar habilidades de visua-
lizacion.

Figura 2.71: Utopia

Espejosy miras

En la Figura 2.72 (a) se muestran dos espejos rectangulares iguales pegados por un bor-
de lateral que se abren como las hojas de un libro. La utilizacién de estos espejos se puede
complementar con la de un semicirculo graduado para medir diferentes dngulos entre los

espejos.

Algunos de los usos que se pueden hacer de este material son:

* Generacion de poligonos regulares (por ejemplo, un cuadrado a partir de un tridngulo
rectangulo como se observa en la Figura 2.72 (a)).

x Estudio de relaciones entre dngulos y ejes de simetria y nimero de lados.

* (Generacion combinatoria de configuraciones y disefios simétricos, mediante la visuali-
zacion de imagenes multiples.

* Observacion de la propia forma de uno mismo al situarse delante de un libro de espejo
en dngulo recto. Se pueden lograr observaciones invertidas si se coloca horizontalmente
el lomo del libro de espejos.

*x Reproduccion de diferentes tipos de simetrias plana. Por ejemplo, ver frisos con los dos
espejos paralelos.
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Enla Figura 2.72 (b) se muestra un Mira, que se trata de una pieza rectangular de metacri-
lato translicido con dos soportes laterales. La translucidez debe ser la suficiente para reflejar
imégenes y a su vez dejar ver objetos situados detras.

Este material se puede usar, por ejemplo, para lo siguiente:

*x Como instrumento de dibujo geométrico, que puede sustituir en parte a la regla y el
compds para realizar diversas construcciones geométricas elementales.

x Estudio experimental del concepto de mediatriz y de eje y plano de simetria.

x Comprobacion de la simetria.

(@ (b)

Figura 2.72: Espejos y miras

Materiales de dibujo

En la Figura 2.73 se muestran cartabones, escuadras, reglas y compases. Todos estos ma-
teriales son instrumentos de dibujo.

(a (b)

Figura 2.73: Escuadra, cartabén, regla, compas y transportador de dngulos
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El cartabon se trata de un tridngulo rectdngulo is6sceles de material rigido para poder
dibujar con un l4piz su perfil sobre un papel. Sus medidas pueden ser cualesquiera, pero los
dos dngulos de 45° y el de 90° han de ser precisos.

Algunos de sus usos son:

+x Emplear un instrumento clésico de dibujo en construcciones geométricas y ver las po-
sibilidades que ofrece tanto solo como complementado por otros instrumentos (escua-
dra, compds, etc.).

« Dibujar un cuadrado de lado igual a un cateto del cartab6n y dividirlo, empleando so-
lamente este cartabdn, en dieciséis cuadrados iguales.

+x Dado un segmento de longitud igual a la hipotenusa del cartab6n, trazar con éste la

recta mediatriz.

« Realizar trazados geométricos combinando una escuadra o un compds y un cartabén
(mallas ortogonales e inclinadas, poligonos, divisiones de segmentos, etc).

El compds consta de dos barras articuladas en un punto, tales que la articulacién permita
mantener la apertura de las dos barras, cualquiera que sea esta. En el extremo de una barra
hay una mina o una tiza y en el otro extremo se encuentra una punta fina para ser mantenida

fija sobre un papel o la pizarra mientras el otro brazo gira y traza un circulo.

Este material se puede usar, por ejemplo, para lo siguiente:

x Emplear uno de los instrumentos mds clédsicos de la geometria haciendo trazados geo-
meétricos que son esenciales en la compresion de la geometria euclidiana plana.

*x Empleando un compés rigido dividir un dngulo dado en dos y cuatro partes.

x Trazar un circulo y los vértices de su hexdgono regular inscrito; encontrar dos puntos de
la mediatriz de un segmento dado; trazar puntos de la bisectriz de un dngulo fijado, etc.

« Estudiar construcciones con regla y compds, por ejemplo, las construcciones de trian-
gulos dados unos cuantos elementos (3 lados, 2 dngulos, las tres alturas, etc.).

x Estudiar qué relacion ha de haber entre la longitud de un segmento y la abertura del
compads rigido para que éste pueda servir para marcar puntos de la mediatriz del seg-
mento.

La escuadra se trata de un tridngulo rectangulo con dos dngulos de 30° y 60° hecho en ma-
terial rigido para poder dibujar con un l4piz su perfil sobre un papel. Es opcional la existencia
de graduacion sobre la hipotenusa. Las medidas de los lados son arbitrarias, pero los dngulos
han de ser precisos.
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Algunos usos que se pueden hacer de este material son:

*x Emplear un instrumento clasico de dibujo en construcciones geométricas y ver las po-
sibilidades que ofrece tanto solo como complementado por otros instrumentos (carta-
bén, compads, etc.).

x Dibujar dngulos de anchura 30°, 60°, 90°, 120°, 150°, 210°, etc.
* Trazar un hexdgono regular y un cuadrado empleando sélo una escuadra.

« Realizar trazados geométricos combinando una escuadra y un cartab6én o un compas:
mallas regulares, poligonos, inscripcion de poligonos, divisiones de segmentos y de dn-
gulos, etc.

Una regla geométrica es cualquier aparato que permita trazar con un ldpiz un segmento
de linea recta. Si ademas existen graduaciones se podran tomar medidas y trazar segmentos
de unas medidas determinadas.

Algunos de los usos que se pueden hacer de este material son:

* Presentar un instrumento bdsico en geometria y en medida. Las reglas graduadas per-
miten tomar medidas, estudiar cambios a escala y hacer segmentos de recta de unas
medidas dadas. Por extension, calcular dreas y volimenes simples. La regla sin gradua-
cién permite resolver trazados geométricos donde sélo intervengan rectas.

x Con una regla graduada verificar experimentalmente el teorema de Thales.

x Empleando dos reglas graduadas, dibujar dos ejes de coordenadas poniendo a cada uno
de ellos una de las graduaciones y estudiar el sistema de coordenadas obtenido.

« Disefiar una regla que contenga simultdneamente la graduaciéon en centimetros y pul-
gadas.

* Resolver problemas geométricos con una regla sin graduar y un compas (paralelas, per-
pendiculares, alturas, medianas, bisectrices, mediatrices, etc.).

Piezas para hacer frisos y mosaicos

Coleccion de muchas piezas iguales de diferentes tipos de formas geométricas que pue-
den ser de cartén, plastico o madera (Figuras 2.74, 2.75, 2.76) y se pueden utilizar para poder
generar mosaicos que recubran totalmente al plano.
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Figura 2.74: Frisos y mosaicos

Figura 2.75: Frisos y mosaicos

Ademds, algunos otros usos de este tipo de materiales son:

« Estudio de los poligonos con capacidad de generar mosaicos, descubriendo el porqué
dichas piezas poseen tal propiedad.

x Estudio de poligonos generados por piezas de mosaico.
« Estudio de los dngulos presentes en los mosaicos.
* Generaci6n de nuevos mosaicos.

x Estudio del hecho que recortando trozos de un mosaico y anadiéndolo en otra parte se
conserva la propiedad de enmosaicar.

« Estudiar por qué muchos poligonos, en especial pentdgonos, no pueden generar mo-
saicos.

+ Describir los mosaicos obtenidos al unir adecuadamente los baricentros de las caras de
un mosaico regular.

« Estudio de los 7 tipos de frisos y los mosaicos que tienen por filas un mismo friso repe-
tido.
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Figura 2.76: Frisos y mosaicos

2.5. Practica sobre orientacion, visualizaciéon y transformaciones

geomeétricas

ACTIVIDAD 1: A continuacién se presentan una secuencia de tareas de tipo 1 de orienta-
cion estdtica del sujeto y de los objetos de Gonzato y cols. (2011). Para cada tarea, indica el
nivel de construccién de las nociones de situaciéon en que se encuentra el alumnado al que
se dirigiria la actividad; en qué curso la realizarias; los posibles errores que podria cometer el
alumnado de Educacién Primaria; y las variaciones que podrias hacer de la tarea para incre-
mentar o disminuir su dificultad.

(a) El nifio tiene que reconocer las diferentes partes de su cuerpo y de otra persona que
esté frente a él:

x Con tu mano derecha tocate el ojo izquierdo.

* Ensena dos dedos con tu mano derecha y tres con tu mano izquierda.

x Con tu mano derecha sefiala hacia el lado derecho.

* Con los ojos cerrados, sefiala con la manos derecha tu pierna izquierda.

x Con los ojos cerrados, ensefia dos dedos con tu mano derecha y cuatro con tu
mano izquierda.

«x Con tu mano izquierda, senala mi pierna derecha.
* Con tu mano derecha, sefiala mi ojo izquierdo.

* Con tu mano derecha, sefiala mi oreja izquierda.

+x Con tu mano izquierda, sefiala mi ojo izquierdo.

x Con tu mano derecha, sefiala mi oreja izquierda.

(b) El docente se coloca frente al nifio y le explica que debe imitar sus gestos, pero sin rea-
lizar ninguna indicacién verbal:

+x Con la mano derecha se toca el ojo derecho.
x Con la mano izquierda se toca el pie derecho.

x Con la mano derecha ensefna cuatro dedos y con la izquierda dos.
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*x Con la mano derecha toca su oreja izquierda.

* Con la mano izquierda se toca el pufio derecho.

(c) Enunaimagen de nifios en diferentes posiciones, el nifio tiene que colorear los zapatos
izquierdos de un color y los derechos de otro:

(d) Se utilizan un coche pequefo y un camién pequefio y se modifican sus posiciones so-
bre la mesa: (a) ambos en direccion izquierda delante del nifio; (b) orientados hacia el
nifo; (c) el auto dirigido hacia el nifio y el camién en direcciéon opuesta; (d) en direc-
ci6én oblicua, uno frente al otro. Se invita al nifio, en cada situacion, a poner: (1) el coche
delante del camion; (2) el auto detras del camién.

ACTIVIDAD 2: A continuacion se presentan una secuencia de tareas de tipo 2 de inter-
pretacién de perspectivas de objetos tridimensionales de Gonzato y cols. (2011). Para cada
tarea, resuélvela e indica el estimulo inicial, la accion a ejecutar o imaginar y la respuesta;
en qué curso la realizarias; los posibles errores que podria cometer el alumnado de Educa-
ci6n Primaria; y las variaciones que podrias hacer de la tarea para incrementar o disminuir
su dificultad.

(a) Construye una composicion de cubos que tenga las vistas ilustradas en la siguiente fi-
gura (Pittalis, Mousoulides, y Christou, 2009).

Vista de frente  Vista de perfil Vista desde arriba
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(b) Entre las siguientes figuras, hay tres que representan el mismo objeto en diferentes po-
siciones. Hay una figura que representa un objeto que, incluso cambiando su posicion,
es diferente de los otros tres. ;Cudl es este objeto? (Gorgorio, 1998).

B)

(c) Construye con los cubos Multilink el objeto presentado en la siguiente figura como re-
sultado de una rotacion de 180° (Gorgori6, 1998).

(d) Dibuja, desde el punto de vista que indican las flechas, la siguiente figura (Matemdticas
4: Primaria. Pieza a pieza, 2022)

A -

Ne

(e) ;Qué cubos corresponden a este desarrollo plano? (Matemdticas 4: Primaria. Pieza a
pieza, 2022)
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o

(f) ;Cudl de los dibujos coincide con el perfil de la llave? (Matemdticas 5: Primaria. Pieza a
pieza, 2022)

__

(g) ;Cudles de los siguientes desarrollos no corresponden a un prisma hexagonal? (Mate-
madticas 5: Primaria. Pieza a pieza, 2022)

a) I b) ' c) I d) l
(h) Juntando dos piezas de puzzle se pueden construir nuevos s6lidos, como se muestra en

el ejemplo. Para cada uno de los siguientes s6lidos formados por las dos piezas pinta

una de las dos piezas que los construye para mostrar la composicion (Gonzato y cols.,
2011).

I Piezas del pu-zh' . Ejemplo -

L)

(i) A continuacién se muestran las representaciones ortogonales codificadas de tres m6-
dulos de cubos diferentes. Construye cada uno de los médulos con cubos multilink y
luego representa en papel de malla isométrica esos mismos médulos por medio de sus
perspectivas isométricas (Guillén y cols., 1992).
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1
301
1
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2

Frente Derecha Frente lzquierda

w
[iS]
DEE

Frente Arriba

(j) A continuacion se muestrala vista isométrica de un médulo de cubos multilink; observa
que algunas de sus caras estdn sombreadas. Dibuja las vistas ortogonales codificadas y
la isométrica del moédulo de cubos que queda al anadir un cubo sobre cada una de las
caras sombreadas. (Guillén y cols., 1992).

(k) El objeto representado en la figura 7 estd formado por cubos. Supongamos que pinta-
mos toda su superficie exterior de azul y después lo desmontamos totalmente. ; Cuantos
cubitos tendrian exactamente tres caras azules? ;Y cudntos tendrian exactamente dos
caras azules? ;Y una cara azul? ;Y ninguna cara azul? (Bishop, 1983).

ACTIVIDAD 3: A continuacion se presentan una secuencia de tareas de tipo 3 de orienta-
cién del sujeto en espacios reales de Gonzato y cols. (2011). Para cada tarea indica el estimulo

inicial, la accién a ejecutar y la respuesta; en qué curso la realizarias; los conocimientos prin-
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cipales puestos en juego; los posibles errores que podria cometer el alumnado de Educacién

Primaria; y las variaciones que podrias hacer de la tarea para incrementar o disminuir su di-
ficultad.

(@

(b)

(9]

(d)

El maestro lleva a los nifios de visita al parque de bomberos. Por el camino hablan acer-
ca de las casas y las tiendas por las que pasan. Al volver a la escuela crean una maqueta
de la ciudad utilizando bloques.

Se presentan 16 cajas de cerillas sobre una mesa grande cuadrada colocada en una ha-
bitacion totalmente vacia y puesta de manera que sus lados estén inclinados 45° con
respecto a las paredes de la sala. Se disponen las cajas, cuatro por cada lado, paralelas
a los bordes de la mesa. El profesor pone un bloque l6gico diferente (que los alumnos
saben representar) en cada cajay las deja abiertas. Los chicos observan el contenido de
cada cajay tienen que recoger informacion (dibujar planos, escribir, . . .) para que el dia
siguiente, una vez que las cajas han sido cerradas, puedan describir el contenido de tres
cajas sefialadas por el profesor.

Almudena sale de su casa en la C/ Gato, va hasta el cruce con la C/ Delfin y gira a la
derecha en direccion a la plaza. En la plaza coge la C/ Foca hasta el cruce con la C/
Oso, donde esta la casa de su amiga Begofia. ;Qué numero corresponde a la casa de
Almudena? ;Y a la casa de Begona?

N
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G/

2
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|

Cf Ballena
Caball
—_ rs.gbual —

C/ Permo

ol_H
C/ Gawi

G/l De

«Busqueda de un objeto escondido en una mesa usando un registro hecho en un plano
del aula». Mientras un alumno sale del salén otro esconde un objeto en una mesa y
marca dicha mesa sobre un plano del aula que el maestro ha reproducido en una hoja
de papel (que tiene cada nifo). Entra el alumno que estaba fuera e interpretando el
plano tiene que encontrar el objeto escondido.

ACTIVIDAD 4: Resuelve los siguientes apartados:
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(a) Colocael miraallado delaimagen de laflecha, ;qué imagen ves reflejada? Decimos que
cada figura es simétrica de la otra. Marca con el lapiz la figura que ves reflejada. Ahora
coloca el mira en una posicion diferentes a la anterior y repite el mismo procedimiento
que antes.

(b) Utilizando el mira comprueba si las siguientes parejas de figuras son simétricas o no.

p>
p> & | 2o

N
7 m

(c) Utilizando el mira completa la figura.
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Cond ®

q
G

(d) Utilizando el mira haz que se vean dos coches y desplazdndolo haz que se acerquen y

se alejen. Repite la actividad con el hombre. Ademads, consigue que se vea un hombre
sin pluma, un hombre con dos plumas, ver dos hombres de forma que uno de ellos esté
con los pies hacia arriba, o que se toquen por la cabeza

/!

(e) Dibuja, con la ayuda del mira o plegando el papel, el eje de simetria de cada par de
figuras.
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(f) En cada caso, coloca la pieza simétrica a la de la lamina respecto del eje de simetria di-

bujado. Utiliza los materiales auxiliares s6lo después de dar la solucion, para comprobar
si es correcta.

@Q\/ﬁ

N

(g) Las manecillas del reloj giran. En un tiovivo, los caballitos giran alrededor del centro del
tiovivo. ;Se te ocurre algin otro ejemplo de algo que gire? ;C6mo expresarias lo que es
girar? ;Como se mueve un objeto cuando gira alrededor de algo?
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(h) Gira el pez de laldmina, tomando como centro de giro el punto marcado junto a él. Uti-
liza para ello algin material auxiliar, dale vueltas, parando en diversas posiciones a lo
largo del recorrido y pegando piezas iguales en el lugar y con la inclinacién correspon-
diente. Repite la actividad con las demas figuras de la ldmina.

[Le® =

(i) Dicudles de estas lineas corresponden a recorridos de giros y cudles no.

S O

(j) En cada lamina, identifica las figuras que se corresponden mediante un giro con centro

en el punto marcado.
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(k) Senala aproximadamente dénde se encuentra el centro de giro de cada grupo de figuras.

Para eso no utilices ningtin material auxiliar. Una vez marcada tu solucién, comprueba
con algun material.
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(1) Observa las dos ldminas siguientes. Di qué te parece que es una traslacién y coémo han
de estar colocadas las figuras para que unas sean trasladadas de la otras. En laldmina 1,
coge una pieza igual a alguna figura de los ejemplos y traslddala hasta colocarla sobre
su pareja. Repite la actividad con los ejemplos de la ldmina 2, trasladando la pieza de
unas figuras a otras del grupo.

ESTAS SON TRASLACIONES

@ A\ A
=

ESTAS NO SON TRASLACIONES

Y& AL

&
= P9
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(m) Identifica las figuras de la lamina siguiente que se corresponden mediante una trasla-
cién. Explica en los casos negativos por qué no hay traslacién. Haz el recorrido de la

traslacién con una pieza en los casos afirmativos.

2 e
455 A
.
. B N

(n) Cada figura de la ldmina se ha trasladado de manera que uno de sus lados se ha des-

plazado hasta el segmento més préximo a esa figura, pero se han borrado las imagenes.
Pega piezas en la lamina para que se vean las imagenes completas (ten en cuenta que

no siempre existe solucién y que en algtin caso hay varias soluciones).

\
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1 ;Qué se pretende con la secuencia anterior de actividades de cada isometria?

2 ;Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que tiene el alumnado al que dirigirias
esta actividad?

3 ;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

ACTIVIDAD 5: Resuelve los siguientes apartados:

(a) En la ldamina hemos marcado un punto P de la figura A, y su imagen P’ mediante la
simetria cuyo eje estd dibujado. Une los puntos P y P’. Elige otro punto de la figura A 'y
unelo con su imagen. Repite esto con varios puntos de la figura A. Repite la actividad
con la figura B y su imagen. Dibuja los puntos simétricos de R, S y T respecto el eje
de simetria dado (puedes usar el mira o plegado). Une, mediante un segmento, cada
punto con su imagen. Repite la actividad con otros ejes de simetria (trazados por ti) y
otros puntos que tu debes marcar. Enuncia la propiedad que hayas observado a partir
de los resultados de esta actividad: ;Qué relaciéon hay entre unos segmentos y otros?
;Qué relacion hay entre los segmentos y el eje de simetria? ;Qué puedes decir de un
punto y de su imagen en relacion con el eje de simetria?

&

ol
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(b) Obtén las imagenes de las figuras, puntos y segmentos que aparecen en las ldminas por
la simetria cuyo eje aparece dibujado junto a ellos (Sugerencia: Dibuja las imédgenes de
algunos puntos especiales de cada figura o segmento usando las propiedades que has
descubierto en las actividades anteriores). Una vez resuelta la actividad, emplea unas
veces el mira y otras el plegado para comprobar el resultado.

JRRENS

[Led

(c) Traza, cuando sea posible, el eje de simetria de cada par de puntos y figuras de las 1ami-
nas (Sugerencia: Recuerda que el eje de simetria es la mediatriz de los segmentos que
unen puntos simétricos). Explica como obtienes el eje de simetria y por qué no hay eje

>

& A
. >
4

de simetria en algunos casos.

A\
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(d) P’eslaimagen de P por un giro con centro en O. Marca el dngulo que se forma y midelo.

e

o*

P

O

¥
el

(e) Determinala posicion exacta del centro de giro en cada grupo de figuras iguales. Explica

c6mo lo has obtenido.

(f) Al aplicarle a A un giro con centro M, hemos obtenido la figura B. La imagen del pun-
to P es P’. Dibuja el arco de circunferencia recorrido por P y los lados del angulo PMP’
(trazando los respectivos radios). Mide ese dngulo (PMP’). Elige dos puntos mds de la
figura A y hazlo mismo con ellos. ;Qué sucede con las medidas de los &ngulos? Genera-

liza lo que acabas de observar: Cuando giramos una figura, el dngulo girado por todos

sus puntos, ...

¥

o M

W
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(g) Lafigura A se ha trasladado hasta la A. Une mediante flechas varios puntos de A con sus
imagenes en A. Di qué observas en esas flechas, indicando lo que tienen igual y en lo
que se diferencian. Copia una de las flechas en la parte derecha de la ldmina. Repite la
actividad con las figuras By B’y con Cy C..

(h) Para cada figura de la ldmina, di qué vector o vectores de la parte superior de la ldmina
definen la traslaciéon que transforma esa figura en otra trasladada. ;Hay algin par de
figuras trasladadas para las que no esté en la ldmina su vector de traslaciéon? En caso
afirmativo dibujalo. ;Es posible que dos vectores definan la misma traslacién, o sea,
sirvan para el mismo par de figuras? ;Por qué? A los vectores que representan la misma

traslacion los llamaremos vectores equivalentes.
4 —
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1 ;Qué se pretende con la secuencia anterior de actividades de cada isometria?

2 ;Qué nivel de razonamiento de Van Hiele crees que tiene el alumnado al que dirigirias
esta actividad?

3 ;Como podrian reflejarse algunas de las dificultades o errores comunes que comete el
alumnado?

Actividad 2.7

Busca tres applets en GeoGebra que sirvan para trabar contenidos de este tema y ex-
plica qué actividad platearias y en qué curso de Educacién Primaria con cada una de

ellas. ;Qué objetivo tendrias en cada actividad? Entrega un informe en PDF a través
del Aula Virtual.







TEMA 3

MAGNITUDES Y SU MEDIDA

3.1. Aspectos curriculares y focos de contenido

En el curriculo de Educacion Primaria regulado por la LOMLOE (Ministerio de Educacion
y Formacion Profesional, 2022) se contemplan los saberes bésicos del Bloque 2 sobre el sen-
tido de la medida que se muestran en la Tabla 3.1. En este tema se trabajara la did4ctica para
la ensefianza y el aprendizaje de estos saberes.

Saberes basicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo

Unidades no convencionales para medir y estimar las di- X

mensiones de los objetos cercanos y del propio cuerpo.

Estrategias de medida y estimacion de tiempo, longitud, X X
capacidad, volumen y masa mediante unidades no con-

vencionales en situaciones reales.

Eleccién y utilizacion de los instrumentos adecuados para X X
medir con precision diferentes magnitudes.
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Saberes bésicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo
Experimentacién y conceptualizacion de magnitudes: X X X
tiempo, longitud, dngulos, masa, superficie, capacidad y

volumen, temperatura y monedas.

Unidades de magnitud convencionales. Relacién, compa- X X X
racion directa, ordenacion y conversion entre unidades de

la misma magnitud. Valoracién de resultados en medicio-

nesy estimaciones realizadas.

Contribucién de la humanidad a la unificacién de siste- X X X
mas de medida y magnitudes, y valoracion de sus usos so-

ciales y cientificos.

Técnicas cooperativas para estimular el trabajo en equipo X X X
relacionado con la medida y estimacion de magnitudes.

Una magnitud es una propiedad fisica de los objetos susceptible de ser medida. En Edu-
cacion Primaria se trabajan las magnitudes que definimos a continuacion:

+ Longitud: extension lineal que hay entre dos puntos pudiéndose diferenciar entre la ex-
tension ocupada, por ejemplo el largo de una mesa y extensién no ocupada, por ejem-
plo la distancia entre dos ciudades.

x Superficie: extension plana de un cuerpo o un objeto, por ejemplo la extension de una
hoja de papel. En el contexto de la medida de magnitudes, los términos superficie y drea
se utilizan frecuentemente como sin6nimos.

« Capacidad: cualidad de un objeto de contener a otros o de servirles como recipiente.
Por ejemplo, una botella contiene cierta cantidad de leche.

*x Volumen: espacio ocupado por un objeto. Por ejemplo, una caja de zapatos ocupa cier-
to espacio en el armario.

+x Masay peso: la masa es la cantidad de materia que tiene un cuerpoy el peso es la fuer-
za que ejerce la gravedad sobre una masa en un lugar determinado. Por ejemplo, un
astronauta tiene la misma cantidad de masa en la Tierra y en Marte, sin embargo, pesa
menos en Marte. La diferenciacién entre masa y peso queda fuera de los contenidos de
Educacién Primaria, por lo que en estos apuntes se hablard de peso en vez de masa.

« Amplitud angular: extension plana limitada por dos rectas que se cortan. La amplitud
angular puede estar asociada a cambios de direccién en contextos reales. Por ejemplo,
girar a la derecha una llave.

*x Duracién de tiempo: duracion o separacion de acontecimientos. Por ejemplo, la dura-
cion de una pelicula.
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« Valor monetario: capacidad que tienen las monedas y billetes de comprar bienes o ser-

vicios.
Tipos de magnitudes

Hay diferentes criterios para clasificar magnitudes.

x Extensiva e intensiva: En el caso de que la cantidad de magnitud de la unioén de varios
objetos pueda obtenerse sumando las cantidades de magnitud de cada uno de los ob-
jetos decimos que esta es una magnitud extensiva. En caso contrario es una magnitud
intensiva. Por ejemplo, si juntamos dos liquidos a distinta temperatura obtenemos un
liquido cuya temperatura no es la suma de las temperaturas originales. Sin embargo,
si eliminamos un tabique que separa dos habitaciones, la superficie de la habitacién
resultante es la suma de las superficies de las habitaciones originales. Decimos que la
superficie es una magnitud extensiva, mientras que la temperatura es una magnitud
intensiva. Todas las magnitudes que se trabajan en Educacién Primaria son extensivas.

*x Continua y discreta: Por ejemplo, la altura de un edificio puede tomar cualquier valor
dentro de unos limites. Si encontramos dos edificios de alturas 14 m y 15 m, no hay
impedimento para que haya otro que mida 14,52 m, otro de 14,257 m, etc. Sin embargo,
si vamos de compras, no encontraremos ninguin precio menor de 1 céntimo. Algunas
veces, vemos precios escritos con mas de dos decimales, por ejemplo, el precio de la
gasolina, pero para abonar el gasto que hayamos realizado hay que hacer un redondeo,
ya que no podriamos pagar ni podrian darnos la vuelta de cantidades menores que 1
céntimo. La altura de un edificio (longitud) es una magnitud continua, mientras que el
valor monetario es una magnitud discreta.

*x Fundamental y derivada: Por ejemplo, si medimos el largo de una habitacion rectan-
gular, utilizando un metro como instrumento de medicién superpuesto sobre el largo
podemos determinar cudntas veces se repite el centimetro hasta cubrir ese largo. Sin
embargo, si queremos saber la superficie del suelo de la misma habitacion, no solemos
superponer centimetros cuadrados y contar cudntos caben, sino que calculamos su lar-
go y su ancho y hacemos la multiplicacion. La longitud es una magnitud fundamental,
mientras que la superficie es una magnitud derivada. En general, el cardcter fundamen-
tal o derivado de un magnitud no es intrinseco de la propia magnitud, sino que depende
del sistema de unidades de medida que se establezca para esa magnitud.

x Escalar y vectorial: Por ejemplo, una bola de billar tiene una masa de 210 g, pero si
decimos que hemos golpeado la bola con una fuerza de 5 N, no estaremos dando idea
del movimiento que ha producido dicha fuerza; para dar esta informacién necesitamos
decir en qué direccion y sentido hemos ejercido dicha fuerza. La masa es una magnitud
escalar y la fuerza es una magnitud vectorial.
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La construccion de los conceptos de magnitud y medida de esta magnitud de un objeto
requiere de una serie de procesos matemadticos (Figura 3.1). En primer lugar, se debe identifi-
car la magnitud que se pretende medir y, a continuacion, entender la cantidad de magnitud
como la cualidad compartida por un conjunto de objetos distintos. Es decir, la nocién de can-
tidad de magnitud surge al considerar como equivalentes todos los objetos que son iguales
respecto a una cierta magnitud. Por ejemplo, un folio es equivalente a una baldosa, a una
pantalla de ordenador, a una bandeja, a un pafnuelo, etc., siempre que tengan la misma can-
tidad de superficie. Esa cantidad es la cualidad comtn compartida por todos los objetos que
se pueden clasificar bajo el criterio «tantos ... como». En particular, es necesario identificar
qué acciones conservan una determinada cantidad de magnitud de un objeto. El siguiente
proceso consiste en asociar un nimero a una cantidad de magnitud. Para ello, se compara
con una unidad patrén, o unidad de medida, que es una cantidad de magnitud fijada como
referencia para contar el nimero de veces que se repite hasta obtener la cantidad de magni-
tud que queremos medir. La obtencion del valor de la medida a través de las repeticiones de
la unidad patrén se realiza siguiendo estrategias variadas asociadas a cada tipo de magnitud
y diferentes segun la unidad de medida utilizada. Las equivalencias entre diferentes unida-
des de medida y, por consiguiente, la obtencién de la medida mediante distintas unidades,
completan los procesos propios para construir las ideas de magnitud y medida.

* Umdad de
medida: m,

oy, ...

*3m
* 300 em

= Conjunto de
abjetos que
tienen la
misma
longitud que

una cuerda

+ Una cuerda + Longitud

Figura 3.1: Procesos que involucran los conceptos de magnitud y medida

Medir es asignar un nimero a una cantidad de magnitud. Dicho ntimero es su medida e
indica las veces que esa cantidad de magnitud contiene a la unidad de medida, es decir, a la
cantidad que se toma como referencia o patrén.

El Sistema Métrico Decimal y el Sistema Internacional de Medidas

Desde la antigiiedad el ser humano ha utilizado diferentes estrategias y unidades de me-
dida para poder comparar magnitudes. Por ejemplo, se pueden utilizar las palmas de las ma-
nos para comparar longitudes. Sin embargo, el intercambio comercial, cultural y cientifico
requiere que se utilicen nombres y referentes compartidos por todo el mundo. Durante la Re-
voluciéon Francesa, distintos cientificos propusieron un sistema de medidas neutral y com-
partido por todas las naciones que consistia en que las unidades tenian que estar basadas
en la observacion cientifica y debian ser coherentes con el Sistema de Numeracion Decimal.
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Como consecuencia de ese proceso, en 1889 se celebr6 en Paris la Primera Conferencia Gene-
ral de Pesas y Medidas en la que se validaron los calculos realizados para construir el metro.
Se defini6 como la diezmillonésima parte de la longitud del meridiano terrestre. A partir del
metro se definen las unidades de las demds magnitudes que determinan el Sistema Métrico
Decimal:

x El metro cuadrado para la superficie.
« El metro ctibico para el volumen.
« El litro, que es la capacidad de un recipiente de un centimetro ctbico.

x El kilo, que es la masa de un litro de agua.

La Conferencia General de Pesas y Medidas se repite cada cuatros afnos y tiene como obje-
tivo tomar decisiones sobre metrologia y sobre lo que involucra al Sistema Internacional de
Unidades. En la Undécima Conferencia Internacional de Pesas y Medidas, en 1960, se esta-
bleci6 el Sistema Internacional de Unidades (SI). Este sistema incluye las siete magnitudes
fundamentales que se utilizan en Espafia y que aparecen en la Tabla 3.2.

Magnitud Unidad basica Simbolo
Longitud Metro m
Masa Kilogramo kg
Tiempo Segundo s
Intensidad de corriente eléctrica Amperio A
Temperatura Kelvin K
Cantidad de sustancia Mol mol
Intensidad luminosa Candela cd

Tabla 3.2: Magnitudes fundamentales en el SI

En la Tabla 3.3 se muestran algunos ejemplos de las magnitudes derivadas que describe
el SI.

Los multiplos y submuiltiplos de las unidades de medida anterior se manejan siguiendo
los convenios que se indican en la Tabla 3.4.

Las normas de escritura que contempla el SI son las siguientes:

En referencia a los simbolos:

x Se escriben con caracteres romanos rectos.
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Magnitud Unidad bésica Simbolo
Superficie Metro cuadrado m?
Volumen Metro ctibico m3
Amplitud Radidn rad
Velocidad lineal Metro por segundo m/s
Aceleracion lineal Metro por segundo cuadrado ~ m/s?
Densidad Kilogramo por metro ctibico ~ kg/m?

Tabla 3.3: Algunas magnitudes derivadas en el SI

Factor Prefijo Simbolo | Factor Prefijo Simbolo
1024 yotta Y 1071 deci d
102! zeta 1072  centi c
10'8 exa Z 1073 mili m
10'  peta Z 10=%  micro "
10'2 tera T 107°  nano n
10° giga G 10712 pico p
10  mega M 10715 femto f
103 kilo k 10718 atto a
102 hecto h 102! zepto z

10 deca da 1072 yocto Y

Tabla 3.4: Convenios para multiplos y submultiplos de una unidad de medida

* Se utiliza letra mintscula excepto para los derivados de nombres propios (N, Hz).

*

*

*

En referencia a las unidades:

No van seguidos de punto ni toman s para el plural (17 m).

El producto de dos simbolos se indica mediante un punto.

No se debe dejar espacio entre el prefijo y la unidad (nanémetro: nm).

« Si el valor se expresa con letras, la unidad también (diecisiete metros).

« Si el valor se expresa con nimeros, la unidad puede expresarse con nombre o con sim-

bolo (17 metros o 17 m).
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* Las unidades derivadas de nombres propios se escriben igual que el nombre propio
pero con minusculas (dos newtons).

«x Los nombres de las unidades toman una s en el plural, salvo si acabanens, x,zo ¢.
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Actividad 3.1

Completa la siguiente tabla con los multiplos y submiiltiplos de las unidades de me-
dida de las magnitudes que se trabajan en Educaciéon Primaria y sus relaciones con
la unidad béasida en todas sus formas de representacion posibles.

Magnitud Unidades de medida

Longitud 1km =1000m, 1hm =100m, ldam = 10m

1dm:0,1m:1i0m
1

lem =0,01m = 55 m
1mm = 0,001m = 55 m
Capacidad
Masa
Tiempo
Amplitud angular

Superficie

Volumen

Medicion directa e indirecta

Una medicion es directa cuando la medida se obtiene repitiendo sucesivamente la uni-
dad de medida, con sus multiplos y submuiltiplos, hasta completar la cantidad de magnitud
que se pretenda medir. Por ejemplo, estamos midiendo de forma directa cuando utilizamos
una cinta métrica para medir una cuerda superponiéndola repetidamente hasta completar la
cuerda y contando las veces que la hemos repetido; cuando contamos las baldosas utilizadas

para recubrir el suelo; cuando contamos el nimero de pesas que hacen falta para equilibrar
una balanza, etc.
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Una medicion es indirecta cuando no se obtiene la medida por comparacién directa con
la unidad, sino que se aplica una férmula u operacién matematica que posiblemente utili-
za magnitudes distintas a la que se desea medir. Por ejemplo, estamos midiendo de forma
indirecta cuando para medir la superficie de una habitaciéon multiplicamos el ancho por el
largo.

Estimacion

Estimar consiste en valorar el resultado de una medicion sin ayuda de instrumentos de
forma directa o combinando con algiin célculo. Los requisitos previos a la elaboracion de
estrategias propias de estimacion son los siguientes:

« Interiorizacién: se tiene una referencia perceptiva de las unidades de medida usuales
para la magnitud que se quiere medir. Por ejemplo, si queremos medir un apartamento,
tenemos una percepcion de lo que representa 1 m? y lo utilizaremos para expresar la
superficie en m?.

«x Conocimiento de referentes: se tiene una idea de la medida de objetos parecidos al
que se quiere medir. Por ejemplo, un apartamento podria medir alrededor de 80 m?,
pero seria imposible que midiera 1000 m?.

*x Conocimiento de estrategias para calcular la medida de ciertos trozos: por ejemplo,
sabemos que al multiplicar el largo por el ancho de una habitacién obtenemos su drea
y podemos calcular la longitud de la diagonal utilizando el Teorema de Pitdgoras, etc.

Las dos grandes estrategias de estimacion son aquellas en las que la comparacion es el
Unico proceso y aquellas en las que, ademads, se realizan procesos de descomposicion o re-
composicion. Por ejemplo, para estimar la altura de la puerta del aula podemos colocarnos
al lado y comparar con nuestra estatura. En este caso la estimacion tinicamente se hace por
comparacion. Si queremos saber la superficie del patio escolar necesitaremos descomponer
la superficie en trozos mds pequenos, realizar estimaciones y volver a componer.
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3.2. Fundamentos didacticos

3.2.1. La teoria de Piaget sobre los estadios de comprension del

proceso de medida.

Mucha la investigacion sobre el desarrollo de las nociones de medidas espaciales como
la longitud se debe a Piaget y cols. (1960). Los estadios que describen la evolucién de este
desarrollo son los siguientes:

« Estadios iniciales: el nifio carece de conservacion de la cantidad. Cuando los extremos
de dos lineas iguales no estan alineados, cree que las lineas tienen diferentes longitudes.
Hace razonamientos lineales para comparar dreas o volimenes. Por ejemplo, «es mas
grande porque es mds largo». El nifio se apoya en estimaciones visuales. Por ejemplo,
en el caso de que se le pida que construya una torre de cubos multilink de la misma
altura que otra dada, solo se fija en las cimas de las torres ignorando el hecho de que las
bases se encuentran a distinto nivel. Ademas, no utiliza correctamente o con significado
los instrumentos de medida, pues superpone unidades, deja huecos o solo cubre una
parte de la cantidad de magnitud a medir. No comprende las propiedades de iteracion,
equiparticion o transitividad de la medida.

x Estadio en el que emerge la conservacion y la transitividad: El nifio comienza a en-
tender la idea de utilizar objetos intermediarios para hacer comparaciones entre las
magnitudes de diferentes objetos. Todavia no comprende que las unidades de medida
tienen que ser todas del mismo tamano y tiene dificultades para coordinar medidas en
todas las direcciones.

« Estadio de inicio de la conservacion operacional y la transitividad: El nifio es capaz
de medir la altura de una torre de cubos multilink con una vara sobre la que hace una
marca y la utiliza para construir una segunda torre de la misma altura. Sin embargo,
el nifio tiene dificultad para utilizar un instrumento intermedio mads corto que la torre.
Mejora la conservacion de la superficie y de la capacidad.

« Estadio en que se capta la idea de unidad de medida de cantidad de magnitud mas
pequeiia que el objeto que hay que medir: El nifio es ahora capaz de proceder de modo
mas calculado utilizando unidades de medida de menos cantidad de magnitud que la
que se quiere medir. Piaget afirma que hasta el momento se han podido desarrollar los
conceptos de medida de longitud, superficie y capacidad. Sin embargo, la medida del
volumen, entendida como cantidad de espacio ocupado por un objeto determinado, va
rezagada. Asi sucede porque no es posible cubrir o llenar con unidades de medida dicho
espacio ocupado, pues el objeto, por ejemplo una patata, es un sélido impenetrable; tan
solo la superficie es visible.
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Actividad 3.2

El enlace || https://www.youtube.com/watch?v=gnArvcWaH6I | se corresponde con

un video replicando experimentos de Piaget. ;De qué propiedades de la medida de
magnitudes carece?

3.2.2. Las propiedades de la medida

En el desarrollo del aprendizaje de las magnitudes y su medida en Educacién Primaria
aparecen estructuras complejas que requieren comprender y aprender un conjunto de pro-
piedades de las magnitudes. Stephan y Clements (2003) recogen las siguientes propiedades
entre las que se incluyen algunas de las que ya defini6 Piaget.

x La equiparticién es un proceso mental que consiste en dividir un objeto en partes que
tengan la misma cantidad de magnitud. Para ello, hay que aceptar que un objeto se
puede descomponer, lo cual no es trivial para el alumnado de Educacién Primaria. El
objetivo es llegar a comprender que al resultado de una particion se le puede volver
a aplicar equiparticiéon de forma sucesiva. Esto induce a la idea de continuidad de la
medida. Por ejemplo, el metro se puede subdividir en diez partes iguales cada una de
las cuales tiene una cantidad de magnitud de 10 decimetros. A su vez, el decimetro se
puede subdivir en diez partes iguales cada una de las cuales tiene una cantidad de mag-
nitud de 10 centimetros, etc.

x La iteraci6n de la unidad es la habilidad de repetir la unidad de medida sucesivamen-
te para recubrir la cantidad de magnitud que se quiera medir. Este recubrimiento no
puede dejar huecos y se debe realizar con una unidad de medida fijada y tnica. Por
ejemplo, para medir la anchura de una mesa utilizando la palma de la mano, siempre
sera la misma persona la que coloque la mano sin dejar espacio entre una posiciény la
siguiente hasta recubrir toda la longitud.


https://www.youtube.com/watch?v=gnArvcWaH6I
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La transitividad de la medida significa que si un objeto A tiene la misma cantidad de
magnitud que un objeto By este a su vez tiene la misma cantidad de magnitud que un
objeto C, entonces A y C tienen la misma cantidad de magnitud. Por ejemplo, si mis
pies son igual de largos que los tuyos, que son igual de largos que los de tu hermana,
me podrds dejar los zapatos de tu hermana.

La conservacién afirma que la medida de una cantidad de magnitud no cambia aun-
que el objeto sufra determinadas transformaciones o se realicen cambios en el proceso
de medicion. La cantidad de magnitud no variard mientras no se afiada o se quite. Por
ejemplo, una cuerda tendré la misma longitud estirada que enrollada. Unicamente ha-
brd menos longitud si cortamos un trozo.

La acumulacién de distancia y aditividad consiste en que segun se va iterando la uni-
dad de medida, se va realizando un conteo de dicha iteraciéon. El resultado del conteo
indicard la medida de la cantidad de magnitud. En el ejemplo anterior de medir la an-
chura de una mesa utilizando la palma de la mano, cuando decimos que mide 5 palmos
significa que hemos contado 5 iteraciones.

La relacién entre el niimero y la medida implica entender que si medimos una canti-
dad de magnitud con dos unidades distintas, obtenemos ntimeros diferentes (la medida
de la cantidad de magnitud asociada a cada unidad) aunque dicha cantidad de magni-
tud no varia. Por ejemplo, la medida de la anchura de una mesa utilizando la palma de
la mano del docente serd diferente a la realizada con la palma de la mano de un alumno.

Actividad 3.3

El enlace https:/ /[www.youtube.com/watch?v=0Xh6mBnT5Vk| se corresponde

con un video del episodio «El problema del tesoro enterrado» de la serie «Pet+Gato».
Anota en qué momento del video y de qué forma aparece cada una de las propieda-
des de la medida.



https://www.youtube.com/watch?v=0Xh6mBnT5Vk
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Actividad 3.4

Disefia una actividad para segundo ciclo de Educacién Primaria en la que el alum-
nado tenga que medir objetos de la clase con unidades que también sean objetos de
la clase o partes de su cuerpo. Explica las propiedades de la medida que se trabajan
en la actividad.

3.2.3. Laenseianza de las magnitudes y su medida

Carrillo y cols. (2016) proponen una secuencia de ensefianza en la cual se pretende que
el alumnado de Educacion Primaria adquiera los conceptos de magnitud, medida, unidad de
medida de una cantidad de magnitud y estimacion y los aplique en diferentes situaciones co-
tidianas. Ademads, otro objetivo es que conozca las relaciones entre las diferentes magnitudes
y sus elementos. Se sintetiza las secuencia de ensefianza en las siguientes fases:

Fase 1 de percepcion de la magnitud a medir: Inicialmente se puede pedir al alumnado
que identifique qué propiedades de los objetos del aula pueden ser medidos. Hay que obser-
var que no todos los objetos tienen las mismas magnitudes. La percepcion de la magnitud que
se pretende medir es una fase fundamental para la comprension de la medida. Por ejemplo,
hay que saber identificar que para saber si hay suficiente zumo para una merienda, lo que
hay que medir es la capacidad.

Fase 2 de identificaci6n de objetos con la misma cantidad de magnitud: Una vez se per-
cibe la magnitud, hay que crear situaciones en las que se comparen objetos para introducir
la idea de cantidad de magnitud. Se compararan objetos que compartan una misma propie-
dad, se ordenaran segin la magnitud y se agrupardn aquellos que tengan la misma cantidad
de magnitud. Por ejemplo, en una balanza de platillos podemos ver cuando el peso de los ob-
jetos se equilibra. En el caso de la capacidad de recipientes, se pueden hacer trasvases para
identificar los que tienen la misma. En el caso del tiempo, dos situaciones duran lo mismo si

giramos el reloj de arena de inicio y fin a la vez.

Fase 3 de comprension de la necesidad de medir: El proceso de comparacion de cantidad
de magnitud (por ejemplo, es mds ancho o més corto) resulta poco efectivo en situaciones en
las que los objetos son dificiles de comparar por su tamafo e inaccesibilidad. Hay que crear
situaciones de este tipo, en las que sea necesario medir con interaccion con el entorno para
introducir la idea de referente o intermediario, de manera que el alumno elija un objeto que
actuard como unidad de medida. Por ejemplo, para el caso de la superficie se puede plantear
al alumnado si un cartel que hay en otra aula cabrd en un mural de la recepcién afiadiendo
la condicién de que no se puede trasladar sin saber si cabe o no. Inicialmente el referente
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no tiene que ser estdndar. En el caso del mural, por ejemplo, se podrian utilizar folios para
hacer la medicién y comparar. Para la longitud, se suelen utilizar como unidades no estdndar
iniciales, partes o relaciones del cuerpo como por ejemplo pie, palmo o paso. La eleccion
de una unidad de medida no estdndar es arbitraria, aunque conviene que se ajuste al objeto
que se quiere medir. Si la unidad elegida es muy pequefa, ha de reiterarse muchas veces
sobre el objeto que hay que medir, lo que puede resultar preciso pero poco practico. No es
practico, por ejemplo, medir el largo de una habitacién usando clips. Cuando la medida de
un objeto no se corresponde con un nimero entero, se puede recurrir a un refinamiento o
encuadramiento de esa medida. Por ejemplo, si la altura de una botella es algo menos de dos
boligrafos, podemos decir que su altura esté entre uno y dos boligrafos. La altura de la botella
puede medirse con un boligrafo y tres clips.

La utilizacion de los referentes no estandar es fundamental para la comprension del con-
cepto de unidad de medida, pero no es préctica, ya que a veces no permite hacer compara-
ciones con precision y dificulta la comunicacién. La medida es relativa, pues el resultado de
la medicion cambia en funcion de la unidad que se utilice. Por ejemplo, si dos nifios miden el
largo de sus camas con las palmas de sus manos, las mediciones no serdn comparables y ha-
bra un problema de comunicaciéon. Ademads, puede que no se pueda recubrir el total del largo
con las manos. Por tanto, serd necesario que el alumno sea consciente de la necesidad de la
utilizaciéon de unidades estandar o convencionales del SI para poder hacer una comparacién
precisa con multiplos y submultiplos y que facilite la comunicacion.

Existe una tendencia a proponer actividades en las que no interviene la accion fisica de
medir y se platean contextos puramente numéricos, por ejemplo, con un tratamiento ca-
si exclusivo de las unidades principales de cada magnitud, sus multiplos y submultiplos, la
conversion de medidas expresadas en distintas unidades y las operaciones con medidas. Esta
aritmetizacion de la medida dificulta la comprension de los conceptos de magnitud y unidad
de medida. Por tanto, hay que intercalar actividades de conversion de unidades de medida
con actividades de comparacion, de estimacion, de medicion fisica y de eleccion de la unidad
de medida. Las actividades de medicidn fisica permitirdn detectar dificultades y errores en el
proceso debidas al redondeo, las aproximacion o la falta de precision del instrumento, por
ejemplo.

Por tanto, los diferentes aspectos sobre las magnitudes y su medida que se deben trabajar
para su aprendizaje son: percepcion de la magnitud, comparacién, necesidad de la medicién,
medicién y estimacion.

Gonzdlez (2022) clasifica los procedimientos para medir que se trabajan en Educacién

Primaria en los siguientes tipos:
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x Procedimientos de medicion directa: el alumnado reitera sucesivamente la unidad de
medida, con sus multiplos y submultiplos, hasta que completa la cantidad de magnitud
que se quiere medir. Por ejemplo, se superponen los centimetros de la cinta métrica
sobre una cuerda que se quiere medir.

*x Procedimientos de medicién indirecta: el alumnado mide cantidades de otra magni-
tud y con ellas aplica férmulas para obtener la cantidad de magnitud que se desea me-
dir. Por ejemplo, para medir el drea de un tridngulo se miden las longitudes de su base
y de su altura, se multiplican y se dividen entre dos.

+x Procedimientos de estimacion: el alumnado obtiene la medida de la cantidad de mag-
nitud de forma aproximada a partir de juicios subjetivos sobre el tamafo de la cantidad.
Los procedimientos de estimacion se pueden apoyar en procedimientos de medicién
directa y/o indirecta. Por ejemplo, para calcular la superficie de un bosque quemado a
partir de una fotografia aérea, delimitan la zona mediante una cuadricula y cuentan los
cuadrados afectados.

Lott y Harrell (2003) proponen seis principios bésicos para el disefio de actividades para
desarrollar las habilidades de estimacién en el alumnado de Educacién Primaria:

1 Desarrollar la habilidad: El alumnado tiene que enfrentarse a situaciones en las que se
requiera estimar para poder desarrollar la habilidad a través de la practica repetida.

2 Uso de multiples sentidos: Hay que proponer actividades en las que el alumnado tenga
que utilizar diferentes sentidos para realizar estimaciones. Por ejemplo, se puede esti-
mar el volumen de un objeto utilizando el tacto o la longitud a través del tiempo que se
tarda en recorrer la pista de deportes. Ademas, este tipo de actividades desarrollard la
habilidad de generar referentes, visuales o no, con los que desarrollar la estimacion.

3 Uso de fuentes externas y conocimientos previos: Hay que disefar actividades con si-
tuaciones contextualizadas, en las que el alumnado pueda tanto realizar estimaciones
en la que usen referentes con sentido en ese contexto como evaluarlas en funcién de las
caracteristicas propias de la situacion. Por ejemplo, si se pide a un alumno que estime
el valor de un saco de patatas de 10kg, una estimacion muy por debajo del peso real del
saco podrd evaluarse por comparacion con un objeto de peso cercano a esa estimacion.
Por ejemplo, si el alumno dice que el saco pesa 500 gr, podra evaluarse comparando con
una paquete de arroz de 1 kg. Una estimacién muy por encima del peso real del caso,
podra evaluarse con el peso del propio nifo.

4 La estimacién como proceso: Hay que proponer actividades en las que el alumnado
tenga que aplicar habilidades de forma gradual, usando diferentes caracteristicas del
objeto cuya magnitud se estima. Por ejemplo, se plantea al alumnado que debe esti-
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mar el peso de un perro; se tendria que considerar su tamafo, si estd en forma o no,
buscar informacién sobre el peso medio de la raza, etc. Si se realiza este proceso con
varios perros se puede hacer una comparacion entre las estimaciones para evaluar el

resultado.

5 Adecuacion de la estimacion: Es importante hacer que el alumnado reconozca si tiene
sentido estimar o no. Por ejemplo, tendrd sentido estimar la cantidad de algtn ingre-
diente al cocinar, pero no el nimero de baldosas para alicatar el suelo.

6 Uso de la estimacion en contextos profesionales: Hay que proponer juegos de roles en
los que se simulen profesiones que requieren el uso de la estimacion.

Bright (1976) presenta una clasificacion de ocho tipos de actividades (Figura 3.2) para el
trabajo de la estimacion de la medida. Por ejemplo, para estimar la superficie de una mesa se
puede tener la unidad, por ejemplo el decimetro cuadrado, presente. Otro ejemplo consistiria
en dar como medida de superficie de 2 metros cuadrados y tener que buscar objetos que
tengan esa medida aproximada.

Se nombra magnitud y
objeto a medir

VRN PSRN

Objeto presente Nombrar objetos No se nombran objetos

£ N £ N £ N £ N

Unidad presente  Unidad ausente  Unidad presente  Unidad ausente  Unidad presente  Unidad ausente  Unidad presente  Unidad ausente

Se da una medida

Figura 3.2: Tipos de actividades segtin Bright (1976) extraido de Segovia y Rico (1996).

Actividad 3.5

Por grupos, acceded al libro de texto digital del curso que se os ha asignado y anali-
zad el tema de magnitudes y su medida. Responded a las siguientes preguntas:

(@) ;Qué aspectos de la comprension de la medida se trabajan (percepcién de la

magnitud, comparacion, necesidad de la medicién, medicion, estimacién)?
(b) ;Hay diferencias de tratamiento entre las distintas magnitudes?

(c) 3;Se observa un tratamiento fundamentalmente aritmético de la medida?
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Actividad 3.6

Elegid un curso del segundo ciclo de Educacién Primaria y, atendiendo a las indica-
ciones del esquema de Bright (1976), disefiad una actividad sobre estimacién para
ese curso de forma justificada. Después, también de forma razonada, plantead una
adaptacion a un curso superior y a uno inferior.

Las magnitudes de Educacion Primariay los objetivos de ensefianza

Como se ha comentado anteriormente, las magnitudes que se trabajan en Educacion Pri-
maria son el tiempo, la longitud, la superficie, la capacidad y el inicio del volumen, el peso y
la masa, el valor monetario y la amplitud angular. Sin embargo, no todas ellas se abordan con
la misma profundidad. Gonzalez (2022) sintetiza algunas de las caracteristicas de la forma de
trabajar cada magnitud:

Tiempo: se trabaja al principio de la Educacién Primaria con medidas inferiores al dia vin-
culadas al reloj y la utilizacién del lenguaje bésico de fracciones: medios, cuartos, tres cuar-
tos, etc. Mds tarde se trabaja el sistema sexagesimal y las operaciones con horas, minutos y
segundos. Mds adelante se estudian unidades de medida mayores que el dia: semana, mes,
estacion y afo.

Valor monetario: no tiene un valor objetivo y se aprende por asignacion. Su estudio se
centra en manejar monedas y sus equivalencias. El sistema monetario es un buen recurso
para dar sentido al sistema de numeracion decimal y a las operaciones aritméticas.

Amplitud angular: el estudio se reduce al empleo de instrumentos convencionales de
medida de dngulos en grados y aparece la necesidad de establecer un convenio de orienta-
cién para asignar una medida a un dngulo.

Longitud, superficie, volumen, capacidad, masa: se trabajan en toda la etapa de Educa-
cién Primaria y se le da un tratamiento preferente debido a que sus cantidades se ejemplifi-
can y materializan ficilmente de forma que se pueden manipular. Ademas, se relacionan con
una variedad de propiedades geométricas y permiten hacer justificaciones tipicas de razo-
namiento geométrico. Estas magnitudes estdn asociadas a otros &mbitos de las matematicas
como comprar, ordenar, clasificar, descomponer o completar.

Gonzalez (2022) lista los siguientes objetivos especificos de aprendizaje para cada magni-
tud en Educaciéon Primaria:

(a) Percibir la magnitud y sus propiedades. Aprender a comparar y ordenar objetos segin
la magnitud.
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(b)

(9]

(d)

Conocer, utilizar, transformar y hacer operaciones con unidades de medida.
Conocer y utilizar procedimientos de medida.

Resolver problemas sobre medida de cantidades en contexto.

La evolucion del aprendizaje de la longitud

A partir de situaciones en las que se tengan que utilizar los sentidos y con atributos
como la altura, la anchura o la profundidad de distintos objetos el alumnado desarrolla
la idea de longitud.

La idea de cantidad de longitud se desarrolla comparando, clasificando y ordenando
distintos objetos atendiendo a esta magnitud. Las primeras comparaciones se hacen a
partir de superposicion directa de objetos.

Se desarrolla la idea de que un objeto intermediario ayudard a hacer comparaciones
en situaciones en las que no se puedan hacer directamente. El objeto intermediario
puede ser mds o menos largo que el objeto a medir. Se desarrolla entonces la idea de
transitividad.

Se centran las comparaciones utilizando un objeto intermediario més pequefio que los
objetos a medir y se hacen recubrimientos por reiteracion. Asi, se aprende la idea de
unidad de medida con unidades no convencionalesy se aplican estrategias de medicion
directa.

Al utilizar diferentes unidades no estdndar de longitud se obtendran distintos valores
numéricos. Es asi como se percibe la necesidad de que todos usemos el mismo con-
venio para comunicarnos con unidades estdndar. El alumnado aprende las unidades
estdndar (el metro, sus multiplos y submultiplos) y establece relaciones entre las dis-
tintas unidades empleadas. Se comprende que el tamafio de la unidad elegida estd en
relacion inversa al nimero de unidades necesario para expresar la medida (cuanto méas
grande es la unidad de medida, menos unidades se necesitan).

Se desarrolla la conservacion de la longitud cuando se asimila, por ejemplo, que una
cuerda no cambia su longitud aunque la enrollemos o la coloquemos en forma poligo-
nal.

Se desarrolla de idea de composicion aditiva de la longitud cuando, por ejemplo, se
entiende que medird lo mismo la suma de las longitudes de los diferentes segmentos
de una poligonal abierta que la medida de los segmentos de esa poligonal alineados
(Figura 3.3).
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Figura 3.3: Linea poligonal y alineacién de segmentos con la misma longitud total

La evolucion del aprendizaje de la superficie

x Elalumnado percibe la idea de superficie manipulando objetos y comparandolos segin
su superficie. Primero se hacen comparaciones directas; por ejemplo, superponen dos
cartulinas para determinar cudl es mayor.

x Se desarrolla la idea de cantidad de superficie al tratar como equivalentes todos los
objetos con igual superficie y al ordenarlos respecto de esta cualidad; por ejemplo, un
folio es equivalente a una baldosa; ambos son més grandes que la pantalla del teléfono,
etc.

« El estudiantado tendrd desarrollada la idea de conservacion de la superficie si asimila,
por ejemplo, que la superficie de una mesa no cambia si contiene muchos o pocos ob-
jetos (Figura 3.4 a), o que objetos de muy distinto aspecto tienen la misma cantidad de
superficie (3.4 b).

L] ]
L] NN

(a) (b)

Figura 3.4: Conservacion de superficie

* Se ha desarrollado la idea de composicion aditiva si se entienden las situaciones en las
que al sumar las superficies de las partes en las que se ha descompuesto un objeto se
obtiene la superficie total del objeto. Por ejemplo, se entiende la igualdad de las super-
ficies de las dos imégenes de la Figura 3.4 b.

* Trabajando con figuras cada vez més complejas, el alumnado aprende a descomponer
y recomponer una figura en otra mds sencilla con la misma cantidad de superficie (Fi-
gura 3.5). Estas acciones contribuyen al desarrollo de las propiedades de conservacién

y de composicion aditiva de la superficie.
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Figura 3.5: Descomposicion y recomposicion de una superficie

Habiendo comprendido y aprendido lo explicado en los dos puntos anteriores, el alum-
nado también comprenderd y aprenderd a emplear la unidad cuadrada, con sus multi-
plos y submuiltiplos, reiterdndola sobre distintos objetos con recubrimientos sin dejar
trozos para medir la superficie.

El alumnado aprende las férmulas de calculo del drea de las figuras elementales de for-
ma razonada, es decir, que haya memorizado una férmula no significa que la compren-
da. Ademas, puede argumentar la validez de dichas férmulas en situaciones sencillas y
aprende a realizar estimaciones controlando la precision del resultado.

La evolucion del aprendizaje de la capacidad y del volumen

El alumnado aprende la nociéon de volumen después de haber aprendido la de capaci-
dad. En el primer caso los objetos que maneja son cuerpos sélidos (cajas, bloques de
madera), mientras que en el segundo lo hace con recipientes (botellas, vasos).

Se aprende a hacer comparaciones y saber si hay més o menos liquido o si falta o sobra
entre recipientes mediante el llenado y vaciado y haciendo trasvases.

El estudiantado aprende a usar vasos de liquido como unidad de medida para hacer
mediciones directas de la capacidad por reiteracion de la unidad. En el caso del célculo
del volumen de un cuerpo sélido con procedimientos de medida directa, el alumna-
do comienza reconociendo el cubo unidad como patrén de medida y lo reitera hasta
formar el cuerpo considerado.

El manejo de figuras compuestas por cubos unidad como las de la Figura 3.6 permite
descomponer y recomponer un espacio. Estos modelos permiten identificar las partes
que componen un objeto tridimensional y ayudan a descomponerlo y recomponerlo.
Es importante que el alumnado desarrolle esta habilidad para realizar un llenado ade-
cuado del espacio ocupado por un objeto, sin dejar huecos ni repetir partes.

El alumnado habra desarrollado la propiedad de conservacién del volumen si, por ejem-
plo, entiende que si se consideran dos bloques como los de la Figura 3.6 a y b, ambos
formados por 27 cubos unidad, tienen el mismo volumen. Si el alumnado no considera
que ambos bloques ocupan el mismo espacio, entonces no tiene desarrollada la con-

servacion del volumen.
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(@ (b)

Figura 3.6: Conservacion de volumen

x Se aprende el volumen el prisma por descubrimiento y forma razonada.

Los problemas de Fermi para trabajar la estimacién de la medida de magni-
tudes

El término problema de Fermi se debe al Premio Nobel de Fisica italiano de 1938 Enri-
co Fermi (1901-1954). Fue el creador del primer reactor nuclear de fisién y particip6 en el
Proyecto Manhattan que desarroll6 la bomba atémica para EEUU. Fermi tenia predileccion
por plantear, ademads de resolver, problemas de estimaciones de forma espontdanea, aunque
dispusiera de poca informacién. Uno de sus problemas més conocidos consisti6é en respon-
der a la pregunta de ;Cudntos afinadores de pianos hay en Chicago? que surgi6 en una con-
versacion con su mujer (Efthimiou y Llewellyn, 2007). Utilizando unas pocas suposiciones y
estimaciones razonables, daba respuestas muy bien aproximadas y afirmaba que cualquier
persona con capacidad para pensar, podia estimar cualquier cantidad con precision cuanti-
tativa simplemente «usando la cabeza»; es decir, simplemente razonando, haciendo algunas
estimaciones de orden de magnitud realistas e inteligentes y realizando algunos cédlculos sen-
cillos. Para responder a la pregunta de los afinadores de piano y sin més informacién que el
numero de habitantes de Chicago, hizo el siguiente razonamiento de hip6tesis y estimacio-
nes:

x Chicago tiene 5 millones de habitantes. Si estimamos que de media hay dos personas
por hogar habrd, aproximadamente, 2’5 millones de hogares.

* Supongamos que hay un piano por cada 20 hogares. Esto nos da un total de 2 500 000
hogares entre 20 pianos, es decir 125 000 pianos.

«x Suponiendo que, de media, el piano se afina una vez al afio, habra 125 000 afinaciones
por afio en toda la ciudad.
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x Incluyendo el viaje entre casa y casa, afinar un piano puede requerir unas 2 horas. Con
una jornada laboral de 8 horas al dia cada afinador afinard 4 pianos diarios. Si trabaja
5 dias en la semana y 50 semanas al afo, trabajarad 250 dias. Se puede calcular asi que
afinard unos 1 000 pianos por afo.

A partir del namero total de afinaciones por afio (unas 125000) y del nimero estimado de
afinaciones por cada afinador y afio (alrededor de 1000) se puede deducir que el niimero de
afinadores debe ser del orden de 125. Obviamente, es poco probable que el nimero exacto de
afinadores en Chicago en ese momento fuera exactamente de 125, pero el orden de magnitud
de la estimacion seguramente serd acertado.

Un problema de Fermi se define como una tarea abierta y no estdndar que requiere ha-
cer suposiciones sobre la informacién del problema y estimar cantidades antes de abordarlo
(Arlebéck, 2009). Para resolver este tipo de problemas no hay datos para hacer un calculo in-
mediato. Partiendo de hip6tesis y estimaciones razonables, lo que se pretende es obtener el
orden de magnitud de la solucién del problema sin ser una respuesta exacta. Ademads, la in-
formacion que aporta el problema es limitada, lo que obliga al alumnado a tener que hacer
estimaciones para poder resolverlo. Por tanto, el alumnado debe plantearse preguntas duran-
te el proceso de resolucion del problema inicial. En consecuencia, este tipo de tarea ayuda a
trabajar la estimacién en Educacion Primaria (Borromeo-Ferri, 2018).

Es conveniente la discusién y comunicacion del alumnado sobre las hip6tesis que se van
asumiendo. Por tanto, la organizacién en grupos facilitard el trabajo de resolucion de los pro-
blemas de Fermi. Ademads, hay que insistir en la importancia del proceso de resolucién y no
tanto en la respuesta en si.

Actividad 3.7

Por grupos, pensad como se podria resolver el siguiente problema de Fermi. ;Qué
conceptos, procedimientos y estrategias crees que pueden aparecer en la resolucion?

Si le pedimos a todos los habitantes de Sueca que rodeen el pueblo poniéndose unos
junto a otros, ;podrian o tendrian que pedir refuerzos a la gente del pueblo de al lado?

El problema de esta actividad fue planteado a alumnado del segundo curso de Edu-
cacion Primaria y se analizaron las respuestas en Pla-Castells, Ferrando, y Francisco
(2019). Lee el articulo y observa las estrategias que se utilizaron.
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Actividad 3.8

Por grupos, pensad como se podrian resolver los siguientes problemas de Fermi.
;Qué conceptos, procedimientos y estrategias creéis que pueden aparecer en la
resolucién?

1. Ha habido un problema en Howarts y los mortifagos de Voldemort han decidido
atacar nuestro colegio. Harry Potter ha hechizado el nuevo campo de baloncesto y nos
salvaremos si nos refugiamos todos debajo del porche porque se producird un efecto
de invisibilidad. ; Crees que cabremos toda la escuela si nos juntamos mucho?

2. Ya sabemos que durante los exdmenes en la Facultat de Magisteri se gasta mucho
papel. Pero ;cudnto es mucho? Tenemos el calendario de exdmenes en el cual en-
contramos las fechas, asignaturas y grupos. Vamos a intentar hacernos una idea de
cudntos folios se usan en la Facultat durante un dia de examen de enero. Y, ademds,
vamos a calcular lo que ocuparian estos folios si los arrugamos y hacemos bolas
de papel. ;Cudntos folios gastamos durante el periodo de exdmenes de la primera
convocatoria? ;Donde guardamos todas estas bolas de papel?

3. El ayuntamiento de Consuegra ha tenido un problema con la piscina municipal y
se les ha quedado vacia para la préxima competicion internacional de natacion. El
ayuntamiento se ha quedado sin cubos, mangueras, baldes, botellas, garrafas, vasos,
etc. y, por tanto, no encuentran la forma de utilizar ningun recipiente que puedan
usar para llenar la piscina. El grifo mds cercano estd tan lejos que tampoco lo pueden
usar. Carmen y Marta estdn discutiendo como podrian echar una mano al alcalde pa-
ra resolver el problema y a Marta se le ha ocurrido que pueden usar un cuentagotas
para hacerlo. ;Pero tu sabes cudntas gotas hacen falta para llenar una piscina olim-
pica? - pregunta Carmen. ;Podrias ayudar a Carmen a responder a esta preguntay asi
convencer a Marta de que no es una solucién eficiente la que ha encontrado?




194 3.2.4 Orientaciones por niveles

3.2.4. Orientaciones por niveles

ler ciclo de EP

—o Comparacion de magnitudes, medida con unidades no estdndar y hacer que surja la
necesidad de utilizar la misma unidad para cada magnitud.

—o Deteccidn de los conocimiento previos sobre el metro (litro o kilogramo). Insistir en
laidea de unidad patrén. Presentar el metro (litro o kilogramo) con soportes fisicamente
diferentes. Luego introducir el simbolo m (I/L o kg). Hacer mediciones enteras utilizan-
do la unidad fundamental, verbalizar y escribir en papel los resultados obtenidos con el
nuamero y la unidad correspondiente.

—o Crear la necesidad de medir longitudes de menos de un metro y mayores de un deci-
metro. Poner al alcance material de barras de 1 dm, por ejemplo, las barras de los bloques
multibase. Poner el nombre a la nueva unidad. Con ayuda del material, descubrir la re-
lacién de que 10 decimetros equivalen a un metro e introducir el simbolo de la nueva
unidad, dm.

—o Trabajo andlogo al que se ha hecho con el decimetro con el objetivo de introducir el
centimetro.

—o Medir objetos reales con reglas graduadas eligiendo la unidad més adecuada de las ya
aprendidas. Expresar verbalmente y por escrito los resultados obtenidos.

—o Introducir el medio metro (medio litro o medio kilogramo) y el cuarto de litro (o de
kilogramo). Disponer objetos, recipientes o paquetes de la vida real que midan las uni-
dades mencionadas y comparar con unidades fundamentales para comprobar la equi-
valencia. Presentar material que representen estas nuevas unidades, comprobar equiva-
lencias, introducir el nombre y el simbolo (1/2m, 1/21, 1/2kg, 1/41, 1/2 kg). Relacionar
el medio metro con el decimetro y con el centimetro.

—o Trabajar conservacion de las tres magnitudes trabajadas.

20 ciclo de EP

—o Actividades anélogas a las de introduccién del decimetro y del centimetro con el ob-

jetivo de introducir el milimetro.
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—o Cuando se conozcan las fracciones y los numeros decimales, relacionar el metro con
sus submuiltiplos utilizando fracciones y decimales. Se introducirdn los multiplos del
metro siguiendo el mismo esquema que en el caso de los submultiplos, a excepcién de
las mediciones reales que, como no son viables, se relacionardn las nuevas unidades con
situaciones reales en las que aparezcan.

—o Trabajar los submultiplos y los multiplos del litro y los submultiplos del kilogramo
siguiendo exactamente la misma estructura que en los puntos anteriores.

—o Trabajar la conservacion de las tres magnitudes trabajadas que involucren las nuevas
unidades de medida.

—o Introducir unidades de medida aut6ctonas como la hanegada o la arroba y su relacion
con las unidades del SI.

—o Trabajar medidas expresadas de forma compleja, por ejemplo 3 m 8 dm 1 cm y de
manera incompleja, es decir, 3,81m = 38,1dm = 381c¢m = 3810mm = 0,381 hm =
0,00381 km. Se insistird en que todas las expresiones representan la misma cantidad.

3. Valor monterio.

ler ciclo de EP

—o Introducir progresivamente todas las monedas y billetes del sistema monetario de la
eurozona. Asociar cantidades numéricas de dinero utilizando monedas y billetes con la
representacion del mismo.

—o Actividades de simulacién de compraventa para trabajar las relaciones entre mone-
das y billetes y sus representaciones numeéricas. Acompafar de verbalizaciéon y repre-
sentacion en papel de las cantidades y operaciones implicadas. Adaptar al conocimiento
aritmético que tenga el alumnado en ese momento.

—o Resolver problemas de situaciones cotidianas que involucren el sistema monetario.

2 ciclo y 3er ciclo de EP

—o Resolver problemas en los que se utilice el dinero de acuerdo al avance en el aprendi-
zaje del Sistema de Numeraciéon Decimal. Plantear cambio a otra moneda, por ejemplo,
a dolar.

4. Tiempo.
ler ciclo de EP

—o Ordenar secuencias temporales de forma oral o representadas graficamente.
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—o Comparar la duraciéon del tiempo de forma objetiva con relojes de arena o de velas,
por ejemplo. Insistir en la relatividad de la percepcién del paso del tiempo para justificar
la necesidad de introducir una unidad patrén. Esta unidad serd la hora y se utilizardn
relojes analdgicos para explicar fisicamente como se mueven las varillas al pasar una
hora. Se introduciré el simbolo .

—o Trabajar la lectura, la representacion gréfica y la escritura literal de la hora en punto
con apoyo de relojes analdgicos a partir de situaciones cotidianas. Diferenciar entre las
12 primeras horas del dia y las 12 siguientes para entender las estructuracion del dia en
24 horas.

—o Identificar el dia con un periodo de 24 h y poner el punto de partida del nuevo dia
a las 0 h en colaboracién con las familias. Relacionar el dia con el tiempo que tarda la
aguja horaria del reloj analégico en dar dos vueltas completas. Utilizar calendarios para
referenciar los dias.

—o Introducir la semana como periodo de siete dias y los nombres de los dias de las se-
mana insistiendo en los dias en los que no hay escuela.

—o Introducir el mes matizando la diferencia de dias entre unos mesesy otros. Reconocer
el mes también como el periodo comprendido entre dos fechas iguales de dos meses
consecutivos.

—o Introducir el afio como periodo de 12 meses y 365 dias. Reforzar estos conceptos con
rutinas del aula.

—o Completar con la introduccién de las estaciones del afio indicando su duracién y si-
tuacion en el afo.

—o Trabajar la duracién del tiempo de determinadas situaciones reales de menos de 1h
para introducir la media hora y el cuarto de hora y relacionar con la hora. Trabajar la
lectura, la representacion y la escritura de estas dos nuevas unidades. Trabajar todo tipo
de expresiones con estas unidades (falta media hora, hora y cuarto, menos cuarto, . . .).
—o Introducir el minuto a partir de situaciones del aula. Utilizar el reloj anal6gico para ver
el movimiento de las varillas de minutos y segundos al transcurrir un minuto. Introducir
el simbolo min. Trabajar la lectura, la representacion gréafica y la escritura de minutos.
Relacionar esta unidad con la hora, la media hora y el cuarto de hora.

20 ciclo de EP

—o Introducir los relojes digitales para la lectura de horas y minutos y relacionar con los
analégicos.
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—o Introducir el segundo a partir de situaciones del aula. Utilizar los relojes analégico y
digital para ver el movimiento de la varilla del segundero y el cambio de digito. Introdu-
cir el simbolo s. Trabajar la lectura, la representacion grafica y la escritura de segundos.
Relacionar esta unidad con la hora y el minuto. Medir en minutos y segundos intervalos
de tiempo y expresar los resultados de forma verbal y escrita.

3er ciclo de EP

—o Introducir la décima, la centésima y la milésima de segundo en el contexto, por ejem-
plo, del deporte. Seguir el mismo esquema que para la introduccion de las anteriores
unidades (necesidad, reloj, lectura, . . .).

—o Insistir en que el cambio entre hora, minuto y segundo es en base sexagesimal y, sin
embargo, en estas tres nuevas unidades lo es en decimal.

—o Actividades en las que, a partir de la medicion de intervalos de tiempo y expresion de
la duracion total, se exprese el resultado utilizando una sola unidad (3, 5832 h) y mds de
una (3 h 34 min 59,52 s).

5. Amplitud angular.
3er ciclo de EP

—o Medir dngulos con transportador de dngulos a partir de situaciones en las que sea
necesario medir. Introducir el grado, el minuto y el segundo y sus simbolos.

6. Perimetro, drea y volumen. Medicion directa.
ler ciclo de EP

—o Plantear situaciones en las que se necesite conocer la medida de la longitud de los
lados de una figura poligonal para introducir el concepto de perimetro.

20 ciclo de EP

—o Generar la necesidad de medir superficies partiendo de situaciones problematicas
que impliquen comparaciones. Habrd tres formas de solucionar estas situaciones: com-
parando visualmente o por superposicion, por descomposicion fraccionando las super-
ficies y compardndolas o midiendo. Concluir que es necesario considerar dos dimensio-
nes ala vez.

—o Utilizar unidades diferentes para hacer recubrimientos y concluir que el cuadrado
es la unidad que mejor recubre. Comprobar que si cambiamos el tamafio del cuadrado,
entonces cambia el resultado y remarcamos que se necesita una unidad patrén.

—o Trabajar andlogamente al punto anterior para comparar el volumen de dos objetos.
Llegar a las unidades de forma ctibica como las adecuadas para medir volimenes y ge-
nerar la necesidad de introducir una unidad patrén.
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—o Introducir las unidades de superficie del SI como cuadrados cuyos lados tienen la
misma longitud que las diferentes unidades de medida de esta longitud. Introducir el
metro cuadrado, el decimetro cuadrado y el centimetro cuadrado a partir de las situa-
ciones reales que generen la necesidad de medir. Cuando se introduce una unidad que
sea submultiplo de otra hay que intentar crear la necesidad de medir una superficie ma-
yor al submultiplo y menor que la unidad siguiente (andlogamente con los multiplos).
Se construirdn las unidades en papel o cartulina o se utilizard material especifico para
hacer recubrimientos y medir. Se introducird la unidad, nombre, y simbolo. Comparar
las unidades entre si para comprobar relaciones y equivalencias. Se utilizardn fracciones
y numeros decimales.

—o Seguir el mismo patrén de trabajo para introducir las unidades multiplo del metro
cuadrado a diferencia de que no serd posible hacer mediciones reales, pero se verbaliza-
ran situaciones reales.

3er ciclo de EP

—o Medir la longitud del contorno de una figura circular, por ejemplo de un bidén que
se pretende rodear con una cinta. Usar cuerda o cinta métrica para encontrar la medi-
da. Buscar informacidn, por ejemplo de internet, sobre la forma de obtener la medicién
cuando la figura circular esté representada en papel para introducir la férmula 2 - 7 - r.
Comprobar que la férmula funciona comparando el resultado de la medicién de la si-
tuacion anterior con el resultado obtenido al aplicarla.

—o Comprobar que 7 es una constante aplicando la férmula del perimetro de la circun-
ferencia a varias situaciones con objetos reales.

—o Introducir las unidades de medida de volumen del SI de forma andloga al caso de las
unidades de superficie. — Obtener por descubrimiento mediante material las relaciones
entre las unidades de capacidad y volumen.

7.Formulas de areas.
3er ciclo de EP

—o Plantear el descubrimiento de férmulas que permitan calcular el drea de un cuadra-
do, de un rectdngulo, de un tridngulo o de un paralelogramo. Hacer tablas para anotar
dimensiones y dreas totales de diferentes ejemplos que permitan obtener la relacion.
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—o Medir la superficie de una figura poligonal irregular a partir de situaciones reales (ini-
cialmente, que se pueda descomponer en tridngulos rectdngulos, cuadrados y/o rectan-
gulos). Se tienen que ir encontrando descomposiciones en figuras de dreas conocidas.
Reflexionar sobre las diferentes descomposiciones que aparecen y que conducen al mis-
mo resultado. Incrementar el nivel de dificultad con figuras que no se descompongan
directamente en tridngulos rectangulos y que se tengan que utilizar otras estrategias de
composicion y descomposicion o de encontrar la altura.

—o Plantear el descubrimiento de una férmula para calcular el drea de los poligonos re-
gulares.

8. Resolucion de problemas. Estimacion. Problemas de Fermi. Planteamiento de proble-
mas.

Todos los ciclos de EP

—o Resolver problemas que se irdn introduciendo a medida que se trabajen todas las
magnitudes. Todos los problemas, incluyendo las situaciones iniciales para introducir
nuevos contenidos, partirdn de una situacién cotidiana. La resolucién de problemas
también serd un complemento de las actividades experimentales de introducciéon de
contenidos.

—o Plantear problemas que requieran hacer estimaciones.

—o Plantear actividades de invencién de problemas con y sin ayudas.

3.2.5. Resoluciony planteamiento de problemas matematicos

Actividad 3.9

Por parejas deberéis plantear y resolver (en dos hojas diferentes) un problema ma-
temadtico para alumnado de sexto curso de Educaciéon Primaria y que incluya conte-
nidos de geometria, medida y/o probabilidad y estadistica.

Las tareas son todas aquellas propuestas de accion que un docente formula a sus estu-
diantes, con una determinada intencionalidad, en su proceso de aprendizaje de las matema-
ticas. Las tareas son un componente clave en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, al determinar el tipo de actividad matematica (contenidos, proceso, etc.) que
invita al estudiante, a priori, a poner en juego en su resolucion.
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Demanda cognitiva de las tareas matemdticas

Se presentan a continuacion una serie de tareas matematicas:

* Tarea 1: Genera un conjunto de tres datos numéricos, tal que su media sea 0 y su va-
rianza sea 2.

« Tarea 2: ;Cudl es la formula del Teorema de Pitdgoras?

« Tarea 3: Disefla un método para calcular la altura de un arbol alto (que no pueda me-
dirse directamente). Acude a un parque cercano y lleva a cabo el método con un arbol
que escojas para ello.

x Tarea 4: Juan se compro6 una finca en el afio 2022, que tiene un jardin con forma de
tridngulo rectdngulo, con las medidas en metros que se muestran en la siguiente figura

;Cudl es el 4rea del jardin?

2(147)
P

« Tarea 5: Calcula: 3 + +1

« Tarea 6: ;Cudntas diagonales tiene un poligono convexo de n lados? Demuestra tu res-

puesta.

« Tarea 7: La siguiente tabla recoge datos sobre la poblacion de una ciudad espafiola en
2020, 2021 y 2022. Realiza una estimaci6n de la poblacién que podria tener esta ciudad
en 2023, basandote en los datos de la tabla, y explica esta.

Ano 2020 2021 2022
Numero de habitantes 55.700 54.300 52.200
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Actividad 3.10

(a) Trata de resolver cada una de las tareas.

(b) ;Qué tareas catalogarias como faciles? ;Cudles como dificiles? ;Cudles conside-
ras que tienen una dificultad intermedia? Justifica tus respuestas.

(c) Analiza de nuevo las tareas propuestas. ;Qué aspectos consideras que diferen-
cian unas tareas de otras?

Las tareas propuestas por un docente se convierten en generadores de oportunidades de
aprendizaje en el alumnado. Un aspecto principal que considerar segtn el aprendizaje que
se pretenda conseguir es el nivel y el tipo de pensamiento que la tarea tiene el potencial de
provocar en el estudiantado, lo que (Smith y Stein, 1998) denominan la demanda cognitiva
de la tarea. Estos niveles tienen las siguientes caracteristicas:

« Nivel 1: tareas de memorizacién: Reproduccion de definiciones, hechos, férmulas o
reglas previamente trabajadas o aprendidas. Propdsito claramente establecido, sin am-
bigiiedades, y en las que no existe conexién con los conceptos o con el significado sub-
yacente a los hechos, férmulas o reglas reproducidas.

* Nivel 2: tareas de procedimientos sin conexiones: Algoritmicas, donde se reclama la
utilizacion de un procedimiento de forma muy evidente (por la instruccion o por las ac-
tividades previas). El propésito principal es la produccién de respuestas correctas mas
que el desarrollo de comprensién matemadtica (sin conexiones con los conceptos o sig-
nificados subyacentes a los procedimientos). No solicitan explicaciones, como mucho
la descripcién del procedimiento usado.

* Nivel 3: tareas de procedimientos con conexiones: Centradas en el significado de un
concepto o procedimiento, buscando desarrollar la comprensiéon de conceptos e ideas
matemadticas. Sugieren pautas que seguir explicita o implicitamente, aunque son pro-
cedimientos mads generales que tienen conexion con el significado o con diferentes re-
presentaciones de un concepto. Se necesita establecer una relacion con las ideas con-
ceptuales subyacentes para poder completar la tarea con éxito.

* Nivel 4: tareas que requieren «hacer matematicas»: Requieren de un pensamiento com-
plejo y no algoritmico, sin sugerir un camino para seguir o responder a un camino ante-
riormente definido o ensayado. Demandan la comprension y exploraciéon de la natura-
leza de conceptos, procesos y relaciones matemadticas; y la autorregulacion del propio

proceso cognitivo: acceso y seleccion de conocimientos y experiencias relevantes, ana-
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lisis de las posibles estrategias de resolucién disefiadas para la tarea y sus condiciones.
Pueden provocar una ansiedad inicial dada la naturaleza impredecible del proceso de
resolucion requerido.

La demanda cognitiva no es algo inherente inicamente a la tarea. Por una parte, al ha-
cer referencia al nivel y al tipo de pensamiento necesario para resolverla, estos dependen
también de la estrategia de resolucion elegida. Por ejemplo, ante la pregunta: ;cuanto vale
la suma de los dngulos interiores de un pentdgono convexo? un estudiante podria decir que
aplica la férmula general de la suma de los dngulos interiores de un poligono de N lados,
Suma = 180° - (N — 2), con N = 5y, por tanto, la suma es 180° - (5 — 2) = 180° - 3 = 540°.
Otro estudiante podria argumentar que, dibujando un pentdgono convexo y trazando las dos
diagonales desde un mismo vértice, el pentdgono queda dividido en tres tridngulos. La su-
ma de los dngulos interiores de estos tres tridngulos coincide con la del pentdgono. Como los
angulos interiores de un tridngulo siempre suman 1800, la suma de los dngulos interiores del
pentagono convexo es 180°-3 = 540°. Hay diversos factores que pueden influir en la demanda
cognitiva de la resoluciéon dada por un alumno.

Tipos de tareas matemadticas

Las tareas matematicas se pueden clasificar segtin los siguientes criterios:

Segun el contexto en el que se ubican existen cuatro grandes tipos de tareas:

« Real: la tarea hace referencia a la realidad en la que se sitiia la persona que la resuelve, y
que puede exigir la busqueda de informacion o la toma de decisiones.

x Realista: la tarea estd ubicada en una situacion simulada o susceptible de ser real, pero
que no se corresponde con el espacio en el que se sitia la persona que la resuelve en
ese momento.

+ Fantasista: En el caso de que exista una situacién simulada pero que esta situacion sea
inverosimil.

+x Matemadtico: inicamente contiene referencias a objetos y conceptos matematicos.

El formato en que se presentan las tareas puede ser del tipo verbal o textual (utilizando
palabras), simbdlico (utilizando simbolos matematicos), tabular (a través de una tabla) o vi-
sual (utilizando gréficos o imdgenes). Pueden combinarse varios modos de presentacion en

una tarea.

Segun los datos contenidos en el enunciado (en tareas en un contexto realista, fantasista o
matematico) las tareas se caracterizan por alguno de los siguientes puntos:
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« presentar los datos estrictamente necesarios si contienen la informacion precisa y sufi-
ciente para ser resuelta;

x contener datos superfluos si tiene mds informacion de la necesaria;

* tener datos insuficientes si falta algun dato o informacién necesaria para resolver la

tarea

Segun el nuimero de soluciones las tareas pueden ser de final cerrado si existe una tinica
solucidn final, aunque puedan existir diferentes maneras de alcanzarla o diferentes resolu-
ciones posibles o de final abierto si admite mds de una solucién valida.

sQué es un problema de matemdticas?

Actividad 3.11

De las ocho tareas anteriores ;cudles consideras que son un problema de matemaéti-
cas y cudles no? Explica las razones que sustentan tu respuesta.

Un problema de matemdticas es una tarea en la que se desconoce o no se vislumbra un
procedimiento inmediato de resolucién. Si un estudiante, tras leer la tarea, vislumbra o co-
noce directamente un modo exitoso de resolverla, la tarea no puede considerarse como un
problema para €él. La experiencia y el bagaje del estudiante resolviendo problemas y los cono-
cimientos previos que tenga sobre los contenidos involucrados pueden hacer variar la con-
dicién de la tarea como problema.

Los dos primeros niveles de demanda cognitiva (memorizacién y procedimientos sin co-
nexiones) llevan aparejada la reproduccién de un contenido o la utilizacién de un procedi-
miento conocido, por lo que nunca pueden considerarse como un problema. Este tipo de
tareas encajarian en lo que se denomina ejercicios, dado que su funcién principal es ejercitar
o aplicar directamente un determinado hecho, férmula o procedimiento.

En los libros de texto se suele hacer una distincién entre las tareas que se pueden consi-
derar o no problemas. Es mds, al final de cada seccién de la unidad didéctica, o inicamente
al final de la unidad, se presenta habitualmente una seleccién de lo que se consideran pro-

blemas matematicos.
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3.2.5 Resoluciony planteamiento de problemas matematicos

Actividad 3.12

A cada grupo se os asignard un apartado de las unidades Sistema Métrico Decimal y

Perimetro y drea de figuras planas del sexto curso del libro Matemdticas 6: Primaria.
Pieza a pieza (2022). ;Qué criterios creéis que se han seguido para determinar que
un enunciado sea o no sea problema?

Las fases de Polya de resolucion de problemas

No existen algoritmos o recetas cerradas que nos permitan resolver todos los problemas

del mundo, sino que cada problema tiene unas caracteristicas que hacen de ellos una ac-

tividad particular de pensamiento. Podemos pensar que la resolucién de problemas es una

destreza restringida a ciertos individuos privilegiados. Sin embargo, la realidad es que a re-

solver problemas puede aprenderse. Polya (1945) en su obra How to solve it describe las fases

del proceso de resolucion de un problema de matematicas y son las siguientes:

«x Primera fase (comprender el problema): comienza con la primera lectura del enuncia-

do yfinaliza cuando estamos en disposicién de intentar resolverlo. El aprendiz tiene que
asegurarse de lograr una buena comprensioén del problema e identificar los elementos
claves de este. Se plantean una serie de preguntas que el alumno deberia responder si
quiere llegar a tal comprensién, como cudl es la incégnita, cudles son los datos, cudl es
la condicidn, o cudles son las hipdtesis y la tesis.

Segunda fase (trazar un plan): hace referencia a la biisqueda de una estrategia para
resolver el problema, es decir, a trazar el plan que vamos a seguir para llegar a una solu-
cion. El alumno debe explorar diferentes estrategias para abordar el problema, aunque
no las llegue a realizar todavia. En la busqueda de estas estrategias es ttil el conoci-
miento de diferentes heuristicas. Existen preguntas que facilitan el proceso de trazar un
plan, como si es posible buscar un problema relacionado con el mio ya resuelto, si se
puede enunciar el problema de forma diferente, si se han empleado todos los datos o si
ha hecho uso de todas las condiciones.

« Tercera fase (ejecutar un plan): consiste en llevar a cabo la estrategia planteada ante-

riormente. No siempre podemos estar seguros de que la primera estrategia que inten-
temos nos lleve a la solucién del problema, pero es necesario ser paciente y tenaz, y
no desistir al primer intento. Si una estrategia nos lleva hacia una situacion cada vez
mas complicada y que parece conducir a un callejon sin salida, conviene replantearse
la estrategia elegida y empezar con otra.
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* Cuarta fase (volver atras): se denomina como vuelta atrds, vision retrospectiva o re-
visién del proceso. Consiste en revisar los pasos que se han seguido para resolver el
problema, revisar que no se han cometido errores, e incluso plantearse si lo obtenido
en el problema puede usarse en otras situaciones y establecer relaciones con otros pro-

blemas, asi como entre los elementos de aquel.

Las heuristicas para la resolucion de problemas

Las heuristicas son diferentes técnicas cuyas pautas nos pueden ayudar a trazar un plan
para resolver un problema matemadtico. Si bien no es posible saber de antemano cudl es la
estrategia heuristica que resulta adecuada para cada problema, conocer c6mo funcionan es-
tas estrategias heuristicas nos provee de herramientas tutiles para trazar un plan inicial que
ayude a abordar el problema. Las heuisticas que se utilizan en Educacién Primaria son:

+x Ensayo y error: consiste en probar posibles soluciones, y del posible fracaso de dicha
solucion obtener informacion para realizar el siguiente ensayo. Los ensayos pueden ser
fortuitos, sistematicos o dirigidos.

«x Dibuja un esquema, haz un dibujo: en muchos problemas, el enunciado por si mismo
no nos permite visualizar la situaciéon planteada de forma completa, y para ello se re-
comienda realizar un dibujo o un esquema que represente las condiciones y datos del
problema.

x Organizacion y codificacion: esta estrategia consiste en adoptar un enfoque sistema-
tico del problema y elegir una notacién adecuada, que dependerd del problema con-
creto: en algunos es mds adecuado utilizar el lenguaje geométrico, en otros, el lenguaje
algebraico o el analitico, etc., o bien elegir unos simbolos que representen los datos y
condiciones del enunciado.

*x Semejanza, analogia: a medida que uno va resolviendo problemas, se va familiarizan-
do con diferentes situaciones y estrategias, que, en ocasiones, pueden parecerse a un
nuevo problema que resolver y, por tanto, podemos utilizar para ello.

*x Suponer el problema resuelto: consiste en visualizar el problema resuelto junto con
las condiciones dadas en el problema. De esta forma se simplifica el buscar un camino
para resolver el problema y se identifican los datos que relacionan la situacion inicial
con la final.

*x Razonar desde atras hacia delante: ligada a la estrategia anterior, podemos conside-
rar la marcha atrds, que consiste en empezar desde el final y hacer un razonamiento
regresivo hasta llegar a la solucién ideal.
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* Resolver un problema mas sencillo: consiste en plantear un problema similar al pro-
puesto pero mas sencillo: con menos condiciones, con un caso particular en lugar de
uno general, con nimeros mas sencillos, etc. Ademas, si se consigue resolver un proble-
ma mads sencillo, esto nos motiva para resolver el problema mds complejo, y, ademas,
puede permitimos visualizar posibles formas de abordar el problema original.

x Descomponer el problema en partes: consiste en descomponer el problema en sub-
problemas cuyas resoluciones permiten obtener la solucién del problema original.

Actividad 3.13

Por parejas, resolved los problemas que se os han asignado de la unidad Sistema
Meétrico Decimal del sexto curso de Educacién Primaria del libro Matemdticas 6: Pri-
maria. Pieza a pieza (2022). ;Qué heuristicas habéis utilizado en cada problema?

El planteamiento de problemas

El planteamiento de problemas en el aula de Educacion Primaria se puede realizar desde
dos perspectivas diferentes:

* Desde la perspectiva del docente, como encargado de buscar problemas que sea intere-
sante plantear a los alumnos. Las clasificaciones anteriores de los problemas pueden
ser utilizadas por el docente para enunciar o plantear nuevos problemas en el aula. Se
pueden analizar problemas ya creados y el docente puede crear nuevos enunciados o
reformular algunos de ellos. Esto le permitird cubrir posibles ausencias en cuanto a la
tipologia de problemas. El docente debe tener en cuenta la finalidad que persigue al
plantear tareas de resolucion de problemas en el aula.

x Desde la perspectiva del alumno, es importante no limitar a que conteste preguntas
que otros plantean, sino que hay que conseguir que sea capaz de plantearse sus propias
preguntas.

Cuando se pide al alumnado que plantee enunciados de problemas es conveniente ir au-
mentando la dificultad segtn el siguiente esquema:

* Le daremos los numeros, las magnitudes, el contexto y/o las operaciones que intervie-
nen en la situacién.

x Le daremos los numeros, las magnitudes, y/o las operaciones, pero no el contexto.
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x Le daremos solo el tipo de nameros, las magnitudes y/o las operaciones que han de
aparecer en la situacion problematica.

Instrumento para valorar un problema matemdtico

Un instrumento de evaluacion de la calidad de problemas matematicos puede ser el F-
PosE (The Framework for Posing Elementary Mathematics Problems), disefiado por Leavy
y Hourigan (2020) y partir del cual se crea una ribrica de evaluacion. Se procede a asignar
valores numéricos a cada categoria de la rabrica de la siguiente manera:

* Ausente (0) - Débil (0,25) - Adecuado (0,5) - Bien (0,75) - Excelente (1)
x Bajo (0) - Medio (0,5) - Alto (1)
* No (0) - Si(1)

La rabrica F-Pose es la siguiente:

«x Contexto interesante y motivador

o Ausente: El problema presenta un contexto matemadtico, muy alejado de la reali-
dad del alumnado, por lo tanto, no requiere aplicar conocimientos previos. El ob-
jetivo y el contexto no son significativos para el alumnado, el cual no se involucra
de manera personal en la resolucion.

o Débil: El problema presenta un contexto fantasista alejado de la realidad del alum-
nado, por lo que no tiene que aplicar sus conocimientos o experiencias previas. El
objetivo y el contexto no son significativos para el alumnado, el cual no se involu-
cra de manera personal en la resolucion.

o Adecuado: El contexto del problema es realista, ya que es susceptible de ser real,
pero el alumnado no se ubica en la situacion descrita. El alumnado puede aplicar
sus conocimientos previos, aunque no necesariamente, pero no se involucra en la
resolucién del problema.

o Bien: El contexto del problema es realista o real. No requiere que el alumnado apli-
que sus conocimientos previos para comprenderlo, pero si para resolverlo. El ob-
jetivo y el contexto son significativos para el alumnado, pero no es necesario que
se impliquen de manera activa en su resolucion.

o Excelente: El problema presenta un contexto real en el que el alumnado debe apli-
car sus conocimientos y experiencias previas para poder comprender e interpretar
el enunciado. El objetivo y el contexto son significativos para el alumnado, que tie-

ne que involucrarse en su resolucion.
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x Claridad en el lenguaje y en el contexto cultural

o Ausente: El lenguaje es demasiado complejo y técnico para ser comprensible para
el alumnado, la terminologia no es accesible. El contexto cultural no se correspon-
de con el de los estudiantes y dificulta la interpretacién del problema.

o Débil: El lenguaje y la terminologia son complejos y poco accesibles. El contexto
cultural es accesible pero no es un elemento relevante para su interpretacion y
resolucion.

o Adecuado: El lenguaje y la terminologia es comprensible para el alumnado, pero
requiere cierto esfuerzo. El contexto cultural del problema es accesible pero no es
un elemento relevante para su interpretacion y resolucion.

o Bien: El lenguaje y la terminologia es comprensible y accesible para el alumnado.
El contexto cultural del problema es acorde a la realidad cultural de algunos estu-
diantes y adaptable a la del resto.

o Excelente: El lenguaje y la terminologia del enunciado son accesibles para el nivel
del alumnado. Ademads, presenta un contexto cultural y matemadtico acorde a la
realidad cultural de cada estudiante.

+ Coherencia con el curriculum

o Ausente: Los contenidos implicitos en el problema no son apropiados al nivel edu-
cativo segun el curriculum estatal (R.D, 157/2022) y autonémico (DOGV, 106/2022),
son demasiado complicados. El problema requiere aplicar procesos matematicos
para los que el alumnado no esta preparado cognitivamente.

o Débil: Los contenidos implicitos en el problema no son apropiados al nivel educa-
tivo segun el curriculum estatal (R.D, 157/2022) y autonémico (DOGYV, 106/2022),
ya que son demasiado sencillos. El problema no requiere aplicar los conceptos y
procedimientos propios de este nivel, sino previos, por lo que no supone el desa-
rrollo de la competencia matematica.

o Adecuado: Los contenidos implicitos en el problema son apropiados al nivel edu-
cativo segun el curriculum estatal (R.D, 157/2022) y autonémico (DOGV, 106/2022).
Pero el problema no requiere comprender los contenidos y los procesos matema-
ticos que son rutinarios y memoristicos por lo que no supone el desarrollo de la
competencia matematica.

o Bien: Los contenidos implicitos en el problema son apropiados al nivel educativo
segun el curriculum estatal (R.D, 157/2022) y auton6mico (DOGYV, 106/2022). El
problema esta relacionado con los conceptos y procedimientos matematicos del

nivel pero su comprension no es un requisito necesario para su resolucion.
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o Excelente: Los contenidos implicitos en el problema son apropiados al nivel edu-
cativo segun el curriculum estatal (R.D, 157/2022) y autonémico (DOGV, 106/2022).
El problema requiere la comprension de los contenidos y la aplicacion de procedi-
mientos matemadticos para el desarrollo de la competencia matematica.

«x Oportunidad de éxito

o Ausente: Los contenidos que se abordan en el problema no estdn al alcance del
alumnado segtn su nivel educativo. Ademas, el problema no proporciona una ver-
siébn més simple ni apoyos para adaptarse a las necesidades y dificultades del alum-
nado.

o Débil: Los contenidos que se abordan en el problema no estén al alcance del alum-
nado segun su nivel educativo ya que exigen un nivel superior, pero se puede re-
solver siguiendo las instrucciones explicitas que se aportan. El problema no pro-
porciona una versién mds simple ni apoyos para adaptarse a las necesidades y di-
ficultades del alumnado.

o Adecuado: Los contenidos que se abordan en el problema no estédn al alcance del
alumnado segun su nivel educativo ya que exigen un nivel superior, pero se pue-
de resolver siguiendo las instrucciones explicitas que se aportan. El problema no
proporciona una versién mads simple, pero si incluye apoyos para adaptarse a las
necesidades y dificultades del alumnado.

o Bien: Los contenidos que se abordan en el problema estdn al alcance del alumna-
do segtn su nivel educativo y ofrece instrucciones sobre el proceso de resolucion.
Ademés, proporciona apoyos en el caso de que el estudiante los solicite o muestre
dificultades, por lo que se adapta a sus necesidades.

o Excelente: Los contenidos que se abordan en el problema estdn al alcance del
alumnado segtin su nivel educativo e incluye referencias implicitas al proceso de
resolucion. Se trata de un problema con varios apartados que permiten escalonar
el proceso de resolucion con una complejidad ascendente. Ademads, incluye una
version mas simple del problema y proporciona apoyos en el caso de que el estu-
diante los solicite o muestre dificultades, por lo que se adapta a sus necesidades.

* Atencion ala Demanda Cognitiva

o Bajo:
¢ El problema presenta una situacién en la que la solucion y la estrategia de re-
solucion son aparentes inmediatamente, aparecen de manera explicita en el
enunciado, no es ambiguo.
e Para alcanzar la solucion, el problema solamente requiere recordar, memori-

zar o reproducir una definicion o un procedimiento rutinario.
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¢ Elproblema no requiere que el alumnado haga conexiones con conceptos sub-
yacentes y significados matematicos.

¢ El problema exige un razonamiento de bajo nivel cognitivo en el que el alum-
nado solo debe recordar, memorizar y reproducir lo aprendido previamente.

o Medio:

¢ El problema presenta una situacioén en la que la solucion y la estrategia de re-
soluciéon no son aparentes inmediatamente, aunque si aparecen de manera
implicita en el enunciado y no requieren mucho esfuerzo para descubrirla.

e Para alcanzar la solucidn, el problema requiere aplicar procedimientos gene-
rales que conecten de manera consciente con conceptos matemadticos.

¢ Elproblema requiere que el alumnado relacione conscientemente los concep-
tos matemadticos con los procedimientos para poder resolverlo.

¢ El problema exige cierto esfuerzo cognitivo ya que exige que el alumnado ra-
zone sobre los procedimientos generales que se aplican y resuelva problemas.

o Alto:

¢ Elproblema presenta una situacién enla quela solucion yla estrategia de reso-
lucién no son aparentes inmediatamente y requiere que el alumnado analice
el enunciado para encontrar posibles estrategias de resolucion.

e Para alcanzar la solucioén, el problema no requiere la aplicacion de procedi-
mientos algoritmicos, sino que debe explorar diferentes estrategias de resolu-
cion, y aprovechar sus experiencias previas.

¢ El problema requiere que el alumnado explore y entienda la naturaleza de los
conceptos, procedimientos y relaciones matemadticas, asi como ser capaz de
regular sus propios procesos cognitivos.

¢ El problema involucra al alumnado en estrategias de razonamiento y pensa-
miento complejo como metaandlisis, justificar, hacer conjeturas, razonar y re-
solver problemas.

+ Ndmero apropiado de pasos en la resolucion para promover el razonamiento

o No: El problema presenta una situacion en la que la solucién es aparente y se llega a
ella en un solo paso. La solucion se consigue mediante un procedimiento rutinario
que no implica razonamiento matematico.

o Si: El problema presenta una situacion en la que la solucién no es aparente y re-
quiere de 2 pasos minimos para alcanzarla. Ademads, requiere aplicar procedimien-
tos no rutinarios que involucran al estudiante en razonar sobre matematicas.

x Variedad de estrategias de resolucion
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o No: La estrategia de resolucion del problema es evidente al leer el enunciado, por
lo que el alumnado no tiene que descubrirla ya que aparece de forma explicita. El
problema no da lugar a, ni requiere, abordarlo de diferentes maneras.

o Si: El problema requiere que el alumnado descubra la estrategia de resolucién ya
que no resulta evidente al leer el enunciado, por lo que no aparece de manera ex-
plicita. El problema puede, o requiere, ser abordado de diferentes maneras.

« Facilitar multiples soluciones

o No: El problema solamente tiene una solucion correcta y vdlida. El problema no
incita a buscar soluciones alternativas.

o Si: El problema tiene mds de una solucién correcta. Ademads, el problema incita a
buscar soluciones alternativas.

3.3. Errores y dificultades en el aprendizaje

Gonzdlez (2022) hace una clasificacion de las dificultades y errores més habituales que
presenta el alumnado de Educacién Primaria y que se muestra a continuacion.

Dificultades y errores asociados a la conservacion de la cantidad

El estudiantado puede asociar la longitud, la superficie o el volumen de un objeto a la
posicién en la que estéd dispuesto, lo que indica que no tiene asumida la conservacién de
cantidad de magnitud. Por ejemplo, en el caso de la longitud, Dickson y cols. (1991) citan el
trabajo de Hart (1981) en el que se muestran ejemplos (Figura 3.7) que reflejan esta falta de
compresion en el caso del alumnado que piensa que los pares de lineas de a) y de b) tienen la
misma longitud porque sus extremos estdn situados sobre las mismas verticales.

(a) (b)

Figura 3.7: Dificultades conservacion de la longitud extraidas de Dickson y cols. (1991)

Ademaés, el experimento clasico de conservacién de la longitud de Piaget manifiesta la
dificultad que puede tener el alumnado para reconocer que la longitud de las lineas de la
Figura 3.8 es la misma. El hecho de que un extremo estd mas adelantado, puede hacer pensar
que una varilla es mds larga que la otra.
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Figura 3.8: Experimento de conservacion de la longitud de Piaget

Como se ha comentado anteriormente, el alumnado también puede presentar errores de
conservacion de la superficie y pensar, por ejemplo, que porque un objeto ocupe mas espacio
debe tener mds area. En la Figura 3.9 se muestra un ejemplo de figuras con la misma drea que

-

Figura 3.9: Experimento de conservacion de la superficie

pueden generar este conflicto.

Ademas, el alumnado también puede cometer errores por falta de conservacién del volu-
men. Por ejemplo, en la Figura 3.10 se muestra una esfera més grande y dos esferas iguales
cuyo volumen de cada una es la mitad del de la grande. En este caso, el alumnado podria

pensar que las dos esferas pequenas juntas no ocupan el mismo espacio que la esfera grande.

Figura 3.10: Experimento de conservacion del volumen

Dificultades y errores asociadas a la percepcion de la magnitud

Puede ocurrir que el alumnado establezca relaciones erroneas entre magnitudes. En par-
ticular, entre el perimetro y la superficie. Puede pensar que figuras con igual superficie tienen
igual perimetro o que a mayor superficie, mayor perimetro. Por ejemplo, se puede pensar de
forma errénea que los cuadrilateros de la Figura 3.11, que tienen el mismo perimetro, tienen
la misma superficie. O, por ejemplo, en la Figura 3.12 el alumnado puede pensar que el tridn-
gulo con mayor perimetro tiene mayor areay, sin embargo, ambos tiene la misma superficie.
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Figura 3.11: Cuadrilateros con igual perimetro y distinta superfice

Figura 3.12: Tridngulos con igual drea y diferente perimetro

En el caso de la relacién entre la superficie y el volumen, por ejemplo en la Figura 3.13,
el alumnado puede pensar que el sélido tiene un volumen de 52 unidades, cantidad que se
corresponde a la superficie. No se percibe que se estan contando algunos cubos més de una
vez y se ignora que hay cubos interiores, lo cual también estd relacionado con las dificultades
de visualizacion.

Figura 3.13: Percepci6n superficie-volumen

Que el alumnado pensara que un globo pesa mdas que una hoja de papel porque ocupa
mads espacio es otro ejemplo de error cometido a causa de la dificultad asociada a la percep-

cion de la magnitud.

Dificultades y errores asociados a la unidad de medida

Hay numerosas dificultades asociadas al concepto de unidad de medida. Pueden haber
dificultades a causa de la reiteracién de la unidad. Por ejemplo, al medir la longitud, el alum-
nado no reutiliza la unidad y responde que no se puede medir un objeto que mida 4 clips
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cuando tnicamente dispone de 3 clips. Al recubrir un objeto para medirlo se superponen
trozos de unidad o se dejan huecos. Por ejemplo, se amontonan 3 clips sobre un objeto que
mide 2,5, se coloca un clip girado cuando queda un trozo pequeno por medir o se espacian
3 clips sobre un objeto que mide 3,5. Al utilizar una cinta métrica, se coloca sobre el objeto a
medir, empezando en el 1 y no en el 0. No se consigue calcular la longitud si la cinta métrica
estd rota y empieza, por ejemplo, en 3.

También pueden ocurrir dificultades asociadas a la igualdad de tamafio en las unidades.
Se pueden usar unidades de distinto tamafio para medir. Al medir la longitud, se combinan
indistintamente clips y lapiceros para cubrir el objeto a medir. Al medir la superficie, se cuen-
tan el nimero de trozos en que esté dividida la superficie, aunque esos trozos sean desiguales.

Las dificultades asociadas a la relacion inversa entre tamafio de la unidad y nimero de
unidades se deben a que el alumnado piensa que un niimero mds grande corresponde a una
mayor longitud, ignorando el tamafio de la unidad de medida. Por ejemplo, en la Figura 3.14
el alumnado puede pensar que la longitud de arriba es mayor que la de abajo porque ha
contado més unidades en una caso que en el otro. Andlogamente, en el caso de la superficie,
en la Figura 3.15 el alumnado puede pensar que la superficie de la derecha es mayor que la
de la izquierda.

Figura 3.14: Misma longitud medida con unidades de distinto tamafio

Figura 3.15: Misma superficie medida con unidades de distinto tamafo

Dificultades y errores asociados a la introduccién temprana de féormulas

Puede ocurrir que surjan dificultades asociadas e la introduccién temprana o no razonada
de féormulas para obtener el drea o el volumen. Por ejemplo, se suma en vez de multiplicar
para calcular la superficie del rectdngulo. Ademads, se sustituyen erroneamente los valores de
los pardmetros en las formulas. Por ejemplo, al emplear la férmula del drea del tridngulo, se
sustituye el valor numérico de un lado del tridngulo en lugar de la altura.
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Si se introducen demasiado pronto las férmulas, se puede anular el desarrollo de otras
habilidades. Por ejemplo, el alumnado puede tener dificultad para calcular el 4rea de la Figu-
ra 3.16 de color blanco al no disponer de una férmula inmediata y desconocer las estrategias
de descomposicién y recomposicion. Estas estrategias son importantes no s6lo como méto-
do de célculo de superficie, sino también para desarrollar las propiedades de conservacion y
composicion aditiva.

Figura 3.16: Descomposicién para el célculo del drea

Dificultades y errores asociados a la visualizacion

Las dificultades de visualizacién estdn asociadas fundamentalmente al célculo del volu-
men. Por ejemplo, si se usan s6lidos compuestos por cubos unidad construidas con algin
tipo de material manipulativo como el Multilink, el alumnado puede cometer el error de no
considerar los cubos interiores. Si se usan dibujos de figuras tridimensionales en papel, la di-
ficultad de visualizacién aumenta pues el alumnado no puede imaginar las caras que no se

ven.

Dificultades y errores asociados a la linealidad

Las dificultades asociadas a la linealidad consisten en aplicarla en situaciones que no ad-
miten el tratamiento lineal. En el caso de la superficie o el volumen, el alumnado puede ol-
vidar que las unidades de superficie del Sistema Métrico Decimal van de 100 en 100 y las del
volumen de 1.000 en 1.000. Ademds, el alumnado puede pensar que al duplicar la longitud
de los lados de un rectdngulo se duplica su drea, o que al duplicar los lados de un cubo se
duplica su volumen. Este es una caso, ademads, de error en el manejo de concepto de propor-
cionalidad. Ademas, en situaciones de utilizacién de escalas si, por ejemplo, la superficie que
ocupa una habitacion en un plano es 6 cm? yla escala del plano es 1 : 300, el alumnado puede
pensar que la superficie de la habitacion real es 1,800cm?.
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Actividad 3.14

Para cada uno de los tipos de dificultades que se han enumerado, inventad una situa-
cioén en la el alumnado de Educacion Primaria estaria cometiendo un error y explica
como le ayudarias a corregirlo, especificando el material que utilizarias.

Actividad 3.15

Analiza las respuestas que diste en la prueba inicial. ;Detectas errores? En caso caso
afirmativo, explica por qué lo son y corrigelos.

3.4. Laboratorio de materiales y recursos

Bloques de base 10

En la Figura 3.17 se muestran los bloques multibase cuya invencion se atribuye a Dienes.
Son un recurso disefiado para que el alumnado pueda comprender los sistemas de numera-
cion en base diez, a partir de unas piezas de un tamafo determinado que nos informa del
valor numérico. En particular, consta de cubos de 1 ¢m de arista, que representan las unida-
des. Ademads, el material contiene barras de prismas cuadrangulares de 1 cm? de secciény 10
cm de largo. La barra representa la decena y consta de diez cubos unidos y cada unidad esta
sefalada por una ranura. Las placas son prismas cuadrangulares de 100 cm? de base. Cada
placa estd compuesta de 10 barras unidas y representa la centena. Finalmente, los cubos de
1000 cm? estan compuestos pos 10 placas y representan las unidades de millar.

El interés didactico de los bloques de base 10 en este tema se debe a que las dimensio-
nes de las piezas permiten que se puedan utilizar como unidades de longitud, superficie y
volumen.
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Figura 3.17: Bloques de base diez

Longitud

En la Figura 3.18 se muestran diferentes materiales que sirven para medir la longitud. En
la Figura 3.18 (a) se muestra una rueda metro de plastico, que tiene un metro de circunferen-
cia, graduada en centimetros en la periferia. Tiene una sefial marcando el origen y un brazo
que permite andar e ir contando las vueltas dadas y el espacio recorrido. Sirve para medir
recorridos en metros y centimetros (paseos, calles, fachadas, etc.) y permite medir dreas y
voltimenes a partir de las medidas longitudinales. En la Figura 3.18 (b) se muestra una regla
geométrica de madera de 1 m de longitud y en la 3.18 (c) se presentan cubos de 1 ¢m de arista
cuya utilidad en este tema es la misma que la de los cubos de los bloques de base 10.

(@ (b) (©

Figura 3.18: Materiales para trabajar la medida de longitud
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Capacidad

Enla Figura 3.19 se muestra una coleccién de recipientes para trabajar el volumen y la ca-
pacidad. Pueden ser recipientes de un contenido fijo (Figuras 3.19 (a) y (b)), probetas gradua-
das (Figura 3.19 (c)) o embudos (Figura 3.19 (d)). Estos materiales pueden usarse para hacer
trasvases de liquidos o 4ridos y permiten hacer comparaciones, medir o trabajar la conser-
vacion de la cantidad. En la Figura 3.20 se muestra como se puede relacionar la equivalencia

@ (b)

Figura 3.19: Recipientes para el trabajo de la medida de la capacidad

(c) (d)

de 1 dm?, representando con el cubo de base 10, y 1 [, que es la capacidad del recipiente con
forma de cubo.

(@ (b)

Figura 3.20: Materiales para trabajar equivalencia de unidad de capacidad y de volumen
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Masa

En la Figura 3.21 (a) se muestran pesas escolares que sirven para que el alumnado las
pueda sostener y hacer comparaciones. También se pueden utilizar como unidad de medida
para trabajar con balanzas. En las Figuras 3.21 (b) y (c) se presenta una balanza escolar y nu-
meros de pléstico que tienen diferentes pesos de forma creciente segin su ordenacion en la
recta numérica. Ademas, en la Figura 3.22 se muestra un material que consta de una balanza
y diferentes pesas numeradas con los primeros nimeros naturales que también tienen dife-
rentes pesos de forma creciente de acuerdo a la ordenacién de los nimeros. Se pueden hacer
comparaciones de las pesas sosteniéndolas y, a continuacién, se puede hacer la comproba-
cion con la balanza. También se puede utilizar el material para hacer descomposiciones de
los nimeros naturales buscando el equilibro de la balanza. En la Figura 3.22 (b) se muestran
canicas como ejemplo de objetos cotidianos que sirven como unidad de medida no conven-

\

cional para trabajar con balanzas.

@ (b) (©

Figura 3.21: Materiales para trabajar la medida de masa

(a) (b)

Figura 3.22: Materiales para trabajar la medida de masa



220 3.5 Practica de Medida

3.5. Practica de Medida

Realizad las actividades de esta préctica por grupos.

ACTIVIDAD 1: Con las piezas de Tangram que se muestran en la siguiente figura explicad
como planteariais una actividad al alumnado de Educacién Primaria para reflexionar sobre
el perimetro que tienen figuras con la misma 4rea. Haced varias adaptaciones de la actividad
segun el nivel de conocimiento sobre medida que pueda tener el alumnado. ;Qué dificultades
creéis que podria generar la actividad?

ACTIVIDAD 2: Calculad el area de las siguientes figuras representadas en geoplano:

(d) (e)

;Qué estrategias habéis utilizado? ;En qué curso de Educacion Primaria planteariais esta
actividad? ;Qué dificultades podria tener el alumnado? ;Podéis encontrar una relacion entre
los puntos del borde de la figura y los puntos interiores que os proporcione el valor del drea?
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ACTIVIDAD 3: A cada grupo se os asignard una magnitud sobre las cual deberéis respon-

der a las siguientes preguntas:

(a)
(b)

(9]
(d)

(e)

®
(g

;Qué objetos del aula tienen la magnitud?

3Qué propuestas de comparacién y ordenaciéon de objetos segtiin esa magnitud se po-
drian hacer al alumnado?

;Como se generaria la necesidad de medir?

3Qué unidades no estandar y estandar se utilizarian para medir la magnitud? ;Con qué
materiales?

;Como se particularizan los tres procedimientos de medicién de Gonzalez (2022) de la
magnitud?

;Como se trabajarian las propiedades de la medida de magnitud?

Plantead un problema sobre medida de esta magnitud.






TEMA 4

ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

4.1. Aspectos curricularesy focos de contenido

En el curriculo de Educacion Primaria regulado por la LOMLOE (Ministerio de Educacion
y Formacion Profesional, 2022) se contemplan los saberes basicos del Bloque 5, sobre el sen-
tido de andlisis de datos y estadistica, y que se muestran en la Tabla 4.1.

Saberes bdsicos ler ciclo 2°ciclo 3er ciclo
Elaboracién de preguntas y encuestas sencillas para obte- X b'e X
ner datos.

Variables cualitativas y cuantitativas discretas: recuento X X X

de casos y construccion de tablas de frecuencia.

Elaboracién de diagramas de barras. X X
Representaciones (pictogramas, diagramas de sectores, X X X
poligonos de frecuencias...). Uso de herramientas tecno-

l6gicas para generar diferentes tipos de representaciones

Interpretacion de datos a partir de diferentes representa- X X X
ciones (tablas, gréficas), y andlisis en casos sencillos.
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Saberes bésicos lerciclo 2°ciclo 3er ciclo
Significado e interpretacion de las principales medidas X X
centrales (moda, mediana y media aritmética).

Significado e interpretacion de la idea de dispersion a par- X X

tir de representaciones graficas. Rango.

Diferenciacion entre poblaciéon y muestra. Comparacion X
entre muestras de la misma poblacion.

Introduccion a las variables cuantitativas continuas. His- X
togramas.
Contribucién de la humanidad al desarrollo y evolucién X X X

de la estadistica y tratamiento de datos, incorporando la
perspectiva de género.

Respeto, sensibilidad y tolerancia ante diferentes interpre- X X X
taciones sobre resultados estadisticos, mostrando rechazo
ante actitudes discriminatorias.

Tabla 4.1: Saberes basicos del sentido de analisis de datos y estadistica

Ademass, en el Bloque 4 del curriculo LOMLOE se presentan los saberes basicos del sentido
de incertidumbre y probabilidad que se muestran en la Tabla 4.2.

Saberes basicos lerciclo 2°ciclo 3erciclo

Concepto de situacion aleatoria y situacion determinista. X X X
Incertidumbre. Contribucién de la humanidad al conoci-

miento de las leyes del azar y la incertidumbre.

Idea intuitiva de probabilidad: ocurre siempre, muchas X X
veces, algunas veces, pocas veces, nunca.

Concepto de suceso y de suceso elemental. X X
Espacio muestral en experimentos aleatorios simples sen- X X
cillos: concepto y determinacion.

Uso de tablas de contingencia y diagramas de arbol para X
obtener el espacio muestral en experimentos compuestos

sencillos.

Concepto de probabilidad como medida de la posibilidad X

de que ocurra un determinado suceso en un experimento
aleatorio sencillo.
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Estimacion de probabilidades a partir de la experimenta- X X
cién y simulacion.

Regla de Laplace en sucesos equiprobables. X
Introduccioén a las variables cuantitativas continuas. His- X
togramas.

Relacion entre la Regla de Laplace y la estimaciéon de pro- X

babilidades en experimentos sencillos.

Gestion de las emociones y utilizacién de estrategias que X X X
permiten afrontar la incertidumbre.

Tabla 4.2: Saberes basicos del sentido de incertidumbre y probabilidad
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Estadistica

La poblacién es un conjunto de individuos o elementos sobre los que se considera una
caracteristica que varia de un individuo a otro. A esa caracteristica, cuya presencia en la po-
blacién tratamos de cuantificar, la llamaremos variable estadistica, y esa cuantificacion la
ordenaremos en tablas expresando su frecuencia o veces que se produce esa variable en la
poblacion. La poblacion generalmente es demasiado grande para poder examinar esa varia-
ble en todos sus elementos o miembros, por lo que elegimos un subconjunto de la poblacién
al que llamaremos muestra. Esta muestra debe ser representativa de la poblacion, es decir,
que cualquier elemento o individuo de la poblacién debe tener la misma probabilidad de ser
elegido para pertenecer a la muestra.

Tipos de variables y construccion de la tabla de frecuencias

Los valores de una variable estadistica pueden medirse y expresarse mediante una can-
tidad numérica. En ese caso decimos que la variables es cuantitativa (peso, altura, edad o
numero de hermanos, por ejemplo). En caso contrario la variable es cualitativa o categérica
(sexo o color del pelo, por ejemplo). Una variable cualitativa que se pueda ordenar se lla-
ma variable cualitativa ordinal (por ejemplo, los niveles de satisfaccion de una encuesta). En
caso contrario, la variable escualitativa nominal.

Si la diferencia entre dos valores de una variable cuantitativa se puede hacer tan pequefia
como queramos, se dice que esa variable es una cuantitativa continua (el peso, por ejemplo,
pues la diferencia de peso entre dos personas puede medirse en unidades suficientemente
pequenas). En caso contrario, la variable es una cuantitativa discreta (por ejemplo, el nime-
ro de hermanos, ya que la diferencia entre dos valores de numero de hermanos no puede
ser un numero decimal). Las variables cuantitativas continuas se cuantifican con niimeros
decimales y las discretas con enteros y naturales.

Para analizar estadisticamente una variable cualitativa utilizamos categorias para poder
realizar recuentos y representaciones. En la Tabla 4.3 se muestran datos sobre los carame-
los que comercializa mensualmente una empresa de dulces. Cada columna corresponde a
una variable: nombre, precio, cantidad, azicar y codigo, siendo cualitativas o categéricas las
variables nombre, aztcar y c6digo y cuantitativas o numéricas precio y cantidad; de estas,
la variable precio es continua, mientras que la variable cantidad es discreta. Ademads, la tres
variables cualitativas son nominales.

Para el estudio e interpretacion de los datos de una determinada variable se considera
el conjunto de datos de la muestra y se utiliza el resultado de procedimientos numéricos y
representaciones graficas de forma que al visualizarlo se hace mas facil la interpretacion de
los datos.
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Nombre Precio Cantidad Azican Cdédigo

Gomis 12,5 1.342 Si GS
Classic 22,75 1412 Si CLS
Choco 15,25 776 Si CS
Color 21,30 943 No CN

Tabla 4.3: Tipos de caramelos de una empresa de dulces

Para analizar estadisticamente cualquiera de los dos tipos de variables, se toman los da-
tos de la muestra, que se pueden haber obtenido, por ejemplo, en una encuesta. A partir de
ello se crea una tabla estadistica de frecuencias en la que se incluyen en columna los datos, es
decir, los valores de la variable a estudiar, ordenados de forma creciente. En la columna con-
tigua las frecuencias absolutas de estos valores, es decir, el nimero de veces que esos valores
aparecen en el recuento, dejando una ultima celda para incluir la suma total de las frecuen-
cias absolutas, que serd el nimero total de observaciones de datos, es decir, el tamafio de la
muestra. En la siguiente columna se representan los valores de las frecuencias relativas de ca-
da uno de los datos, siendo la frecuencia relativa de cada valor de la variable el cociente entre
la frecuencia absoluta y el tamafo de la muestra. En la Gltima celda se incluiré la suma de to-
das las frecuencias relativas, que deberd ser uno. Con todo esto, tendremos una distribucion
estadistica de la variable, representada con una tabla estadistica de frecuencias.

En el caso de las variables cualitativas, deben estar categorizadas, es decir, que a cada
cualidad se le asigne un nimero natural. También se pueden incluir las frecuencias absolu-
tas y relativas acumuladas, siendo estas los valores que se obtienen al sumar a cada valor de
la frecuencia todos los valores de las frecuencias anteriores. La tabla de frecuencias se pue-
de extender afiadiendo el porcentaje de cada uno de los valores de la variable, que es igual
al producto de la frecuencia relativa por 100. Ademas, en la tltima columna se pueden in-
cluir los porcentajes acumulados. Estas tablas de frecuencias se utilizan tanto para variables
cuantitativas como cualitativas.

Supongamos que se ha pregunta a 30 estudiantes el nimero de libros que han leido du-
rante el verano. Nos datos obtenidos han sido: 3, 4,5,6,7,2,1,3,4,6,8,7,3,6,9,7, 1,2, 1,
3,6,7,3,5/8,7,1,6,3y5. En la Tabla 4.4 se muestra la tabla de frecuencias para la variable
cuantitativa discreta ntimero de libros.
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Datos f, frec. ab- F, frec. ab- f, frec. re- f, frec. re- Porcentaje Porcentaje

soluta soluta acu- lativa lativa acu- acumulado
mulada mulada
1 4 4 55 =0,13 =013 13% 13%
2 2 6 2=0,07 £5=0,2 7% 20 %
3 6 12 $=0,2 2=04 20 % 40 %
4 2 14 2 =007 $2=047 7% AT %
5 3 17 2=0,1 T=0,57 10% 57 %
6 5 22 =017 Z=074 17% 74%
7 5 27 5 =017 2=091 17% 91 %
8 2 29 =007 3=098 7% 98 %
9 1 30 35 =002 =1 2% 100 %

Tabla 4.4: Tabla de frecuencias de una variable discreta

Si se tienen muchos datos, es conveniente agruparlos en intervalos para poder trabajar
mas facilmente con la tabla de frecuencias. Al valor medio del intervalo lo llamaremos mar-
ca de clase. Para obtener la frecuencia absoluta de cada marca de clase se cuentan todos los
datos incluidos en el intervalo. Una vez obtenidas estas frecuencias, se procede a la construc-
cion de la tabla de frecuencias de forma anéloga al caso de la variable discreta.

Supongamos que tenemos recogidos los valores de las alturas de 81 personas que son:
175, 175, 190, 171, 189, 158, 176, 183, 190, 174, 159, 178, 167, 191, 183, 168, 185, 178, 188,
168, 165, 165, 188, 167, 188, 188, 190, 176, 166, 167, 169, 183, 172, 179, 190, 191, 179, 190, 159,
170, 180, 179, 169, 191, 195, 190, 199, 172, 175, 178, 165, 159, 175, 179, 182, 170, 168, 180, 179,
170, 169, 169, 183, 180, 171, 169, 185, 183, 190, 179, 189, 188, 179, 167, 171, 188, 160, 195, 180,
188, 185. Para obtener intervalos que agrupen estos datos, debemos ordenarlos de forma cre-
ciente y decidir la cantidad de intervalos. Si, por ejemplo, queremos seis intervalos desde el
valor minimo z; = 158, entonces restamos el valor maximo y el minimo del total de datos y
los dividimos entre seis. Por tanto, obtenemos que la amplitud del intervalo serd de un valor
aproximado de 7 unidades. Las marcas de clase de obtienen sumando los extremos del inter-
valos correspondiente y dividiendo entre dos. En la Tabla 4.5 se muestran la organizacion de
los datos de la variable cuantitativa continua en intervalos, sus marcas de clase y frecuencias

absolutas.
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Intervalos Marca Frecuencia absoluta f,

[158,165]  161,5 8
(165,172]  168,5 21
(172,179] 175,5 17
(179,186]  182,5 14
(186,193]  189,5 18
(193, 200] 196,5 3

Total 81

Tabla 4.5: Tabla de intervalos, marcas de clase y frecuencias absolutas de una variable cuan-
titativa continua

Medidas estadisticas

Una vez se han organizado los datos en una tabla de frecuencias, pasamos a analizarlos
obteniendo tres tipos de medidas descriptivas obtenidas a través de diversos cédlculos: medi-
das de centralizacion, medidas de dispersion y medidas de posicion. En el caso de las variables
cualitativas no podemos realizar operaciones aritméticas para calcular la media o la desvia-

cion tipica. Podriamos calcular la mediana en el caso de una variable cualitativa ordinal.

Las medidas de centralizacion son la media aritmética, la mediana y la moda 'y describen
la tendencia de los datos a agruparse en torno a las posiciones centrales de la distribucién de
la muestra. Las medidas de posicién dividen la muestra en partes con igual cantidad de datos.
A cada una de estas partes se le llama percentil, cuartil o decil en funcion del porcentaje de
la muestra que incluye. Las medidas de dispersion describen cudnto se separan o dispersan
los datos respecto a los valores centrales y se llaman rango, desviacién media, varianza y des-
viacion tipica. Las medidas descriptivas que se trabajan en Educaciéon Primaria son: media,
mediana, moda y rango. Por ello, serdn las tinicas medidas que se describirdn a continuacion.

La media aritmeética se obtiene dividiendo la suma de todos los valores de la muestra entre
el nimero total de datos, es decir, se aplica la siguiente férmula, donde 7 es la media aritmé-
tica, N es el tamafio de la muestra, z; es el valor del dato i de la muestra y f; su frecuencia

absoluta.
x1-fitaxe-fot...+axn- [N
N

T =

Si calculamos la media aritmética de los datos de la Tabla 4.4, obtenemos 7 = 4, 63. Este
valor, aunque no coincide con ninguno de los valores de los libros leidos por el alumnado,
informa de un valor que representa a todos. La media aritmética tiene las siguientes propie-
dades:
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Es una medida tnica para una serie de datos, y para conocer como de dispersos estan
estos datos respecto a ella, hay que usarla acompafnada de una medida de dispersion.

Puede estar condicionada por valores atipicos. Por ejemplo, si en una empresa el salario
de 20 empleados es de 1.500 euros cada uno y el de un directivo es de 30.000 euros,
éste tiene tanto peso como los veinte empleados, pero el cdlculo de la media saldréa de
2.857,15 euros por persona.

El valor obtenido al calcularla puede no coincidir con uno de los datos. Puede ocurrir
que para una variable cuantitativa discreta se obtenga una media decimal, por lo que
se tiene que interpretar segun el tipo de variable.

El valor obtenido al calcular la media de una variable cuantitativa continua con los da-
tos agrupados puede oscilar segtin la cantidad y tipo de intervalos.

La moda es el dato de la muestra con mayor frecuencia y suele representarse como Mo.

Las propiedades de la moda son:

*

*

*

*

*

Es la medida representativa en variables cualitativas nominales.
Se usa con variables cualitativas al no necesitar calculos aritméticos.
Puede no tener un valor tnico.

Es un valor muy sensible a variaciones en la muestra al ser independiente de la mayor
parte de los datos.

No siempre se sitiia en el centro de la distribucion.

La mediana es el valor que ocupa el lugar central en la muestra ordenada y suele represen-

tarse por Med. Si el nimero de datos es impar, entonces el valor de la mediana es el central.

En caso contrario, la mediana sera la media aritmética de los dos valores centrales. En el caso

de la variable de la Tabla 4.4, Med = 5. Las propiedades de la mediana son:

*

*

No le afecta la dispersion de la muestra.

Su valor varia si los datos estdn agrupadas en intervalos segiin su amplitud.

Un cuartil es cada uno de los tres valores que dividen el conjunto ordenado de datos en

cuatro partes iguales. El segundo cuartil es la mediana. Un percentil es cada uno de los 99

valores que dividen los datos ordenados en cien partes iguales. Un decil es cada uno de los 9

valores que dividen los datos ordenados en diez partes iguales. Por lo tanto el percentil 50 y

el decil 5 con la mediana.
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El rango indica la diferencia entre los valores maximo y minimo de todos los datos. Este
valor da una primera aproximacioén sobre la dispersién de los datos. Si el rango es grande,
puede que los datos estén muy alejados unos de otros, lo que indicaria poca representativi-
dad de los valores centrales.

Tipos de grdficos

Se presentan a continuacion los diferentes graficos que se trabajan en Educacién Prima-
ria. En primer lugar, se describen los graficos para representar variables cualitativas.

El diagrama de barras se construye a partir de los ejes de coordenadas cartesianas, eli-
giendo en el eje de abscisas tantos lugares equidistantes como valores queremos representar
de la variable, y el eje de ordenadas se divide en partes directamente proporcionales a las
frecuencias relativas o absolutas de los valores de la variables. Los valores de la variable se
representan en el eje de abscisas y la longitud de su barra serd proporcional a su frecuencia.
En la Figura 4.1 se muestra un ejemplo de este tipo de grafico.

En un diagrama (o grafico) de barras, cada dato s

N.=de ventas

Articulo

Figura 4.1: Diagrama de barras extraido del libro del quinto curso de Educacion Primaria
(Matemdticas 5: Primaria. Pieza a pieza, 2022)

El diagrama de sectores se obtiene al partir el circulo en tantas partes como valores tene-
mos de la variable, proporcionalmente a la frecuencia absoluta o relativa de cada valor. Tam-
bién se puede utilizar para representar variables cuantitativas. En la Figura 4.2 se muestra un
procedimiento de construccion de este tipo de grafico.

El pictograma consiste en representar la variable a estudiar mediante un icono que sim-
boliza la variable en estudio y, o bien se dibuja de tamafo proporcional a la frecuencia abso-
luta o relativa de cada valor de la variable, o se repite el dibujo tantas veces como frecuencia
absoluta tiene cada valor de la variable. En la Figura 4.3 se muestra un ejemplo de este tipo
de diagrama. ;Cudl es la variable de este ejemplo y de qué tipo es? ;C6mo construirias la tabla
de frecuencias en este caso?

Se describen ahora los graficos utilizados en Educacion Primaria para el andlisis de varia-
bles cuantitativas.
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s e esta tabla en un diagrama de sectores:

\wiiin Tren Coche Aurabis

Figura 4.2: Diagrama de sectores extraido del libro del quinto curso de Educacién Primaria
(Matemdticas 5: Primaria. Pieza a pieza, 2022)
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Figura 4.3: Pictograma extraido del libro del segundo curso de Educacién Primaria (Matemd-

ticas 2: Primaria. Pieza a pieza, 2022)

El histograma es un grafico utilizado principalmente para variables continuas con gran
cantidad de datos, que para su estudio se suelen agrupar en intervalos. Para ello, se debe de-
terminar al amplitud de cada intervalo que se representard en la base de cada rectdngulo del
grafico. Habr4 tantos rectangulos como intervalos y su altura serd proporcional a la frecuen-
cia absoluta o relativa del intervalo al que representan. Ademas, si unimos los extremos de las
barras de un diagrama de barras o de un histograma, obtenemos el poligono de frecuencias
que es un linea poligonal que indica la evolucién de las frecuencias en el recorrido de todos
los valores de la variable. En la Figura 4.4 se ilustran estos dos conceptos.

El poligono de frecuencias también sirve para representar graficamente la evolucion de
una variable temporal.
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N des

El poligono de frecuencias =e forma uniend,

N de socios

histograma.

Edad

Figura 4.4: Pictograma extraido del libro del sexto curso de Educacion Primaria (Matemdticas
6: Primaria. Pieza a pieza, 2022)

Probabilidad

Un experimento determinista consiste en un conjunto de acciones tales que si se repiten
en las mismas condiciones iniciales se garantiza que se obtendra el mismo resultado. Por
ejemplo, al calentar el agua més de 100°C esta se evapora.

Un experimento aleatorio es un conjunto de acciones que dan lugar a un fenémeno alea-
torio determinado. La observacion del fenémeno forma parte del propio experimento aleato-
rio. Por ejemplo, lanzar una moneda o extraer una bola de una urna son experimentos alea-
torios. Las caracteristicas de este tipo de experimentos son:

x El resultado del experimento no puede saberse de antemano.
x Los resultados posibles deben estar bien determinados.

* El experimento debe poder repetirse en condiciones idénticas.

Un experimento aleatorio con una sola prueba se denomina experimento simple. Un ex-
perimento aleatorio que consiste en dos o mds experimentos simples, que se realizan suce-
sivamente, se denomina experimento compuesto. Por ejemplo, lanzar una moneda o lanzar
simultdneamente dos monedas son experimentos simples. Lanzar una moneda y, a conti-
nuacion, lanzarla de nuevo o lanzar una moneda y, a continuacion, extraer una bola de una

urna, son experimentos compuestos.

Todos los resultados posibles que se pueden obtener al hacer un experimento aleatorio
forman el conjunto denominado espacio muestral. Se suele utilizar la letra (2 para represen-
tarlo. Por ejemplo, cuando lanzamos un dado ctibico el espacio muestrales 2 = {1,2,3,4,5,6}.
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Un suceso es cualquier conjunto de resultados posibles y se suele utilizar una letra mayus-
cula para denotarlo. Por ejemplo, cuando lanzamos un dado podemos considerar los sucesos
A = {1} o B =1{2,4,6} que significan obtener un 1 u obtener un niimero par, respectivamen-
te. El suceso ocurrird si al realizar el experimento aleatorio estd en el resultado obtenido. Por
ejemplo, si al lanzar un dado sale un 5, el suceso C' = {5} ha ocurrido.

« Un suceso seguro es el que ocurre siempre. Por ejemplo, obtener un niimero del 1 al 6 al
lanzar un dado es un suceso seguro.

* Un suceso imposible es aquel que no ocurre nunca. Por ejemplo, obtener un 7 al lanzar
un dado es un suceso imposible.

« Un suceso simple o elemental es aquel que no se puede descomponer en otros suce-
sos. Cada uno de los resultados posibles constituye un suceso simple. En el ejemplo de
lanzar un dado, obtener un I es un suceso simple

x Un suceso compuesto es aquel que estd formado por més de un resultado posible. En el
ejemplo de lanzar un dado, obtener un niimero par es un suceso compuesto.

« Un suceso complementario del suceso A es el suceso no ocurre Ay se suele representar
por A. En el ejemplo de lanzar un dado, si A = {2,4,6}, entonces A = {1,3,5}.

x Un suceso union de los sucesos Ay B es el definido por al menos uno de los dos sucesos
A o B ocurre. Se suele representar por A U B. En el ejemplo de lanzar un dado, si A =
{2,4,6}yB ={3,4,5,6}, entonces AU B = {2,3,4,5,6}.

x Un suceso interseccion de los sucesos Ay B es el definido por Ay B ocurre a la vez. Se
suele representar por A N B. En el ejemplo de lanzar un dado, si A = {2,4,6} y B =
{3,4,5,6}, entonces AN B = {4,6}.

x Dos sucesos A y B son excluyentes si no pueden ocurrir a la vez, es decir, A y B no
tienen ningln elemento en comun. En el ejemplo de lanzar un dado, A = {1,3,5} y
B = {2,4,6} son excluyentes.

La nocién de probabilidad surge en el intento de medir cudnto puede ocurrir un suceso.
Hay diferentes puntos de vista sobre la manera de realizar esta medicion. Asignamos una
probabilidad a un suceso para poder expresar:

(a) Lafrecuencia con la que ocurrird un suceso al repetir el experimento ilimitadamente en
idénticas condiciones. Esta interpretacion se llama frecuentistay se basa en una ley em-
pirica que asegura la estabilidad a largo plazo. Es decir, a medida que el experimento se

va repitiendo en idénticas condiciones un nimero infinito de veces, la frecuencia relati-
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va del suceso se aproximara mds a su probabilidad. Para obtenerla en la practica, como
no se puede repetir un experimento un nimero infinito de veces, lo que obtendremos
serd una aproximacion a la probabilidad.

(b) El cociente entre el nimero de resultados del suceso y el nimero de sucesos posibles.
Esta es la interpretacion cldsica de la probabilidad y se aplica la férmula, que se debe
a Laplace, siempre que haya equiprobabilidad de todos los resultados posibles y este
namero de resultados sea finito.

(c) El grado de creencia personal en la posibilidad de que un suceso ocurra. Esta es la in-
terpretacion subjetiva de la probabilidad y se basa en la experiencia, el conocimiento o
la informacion que la persona tenga del suceso cuya probabilidad se quiere medir.

La probabilidad interpretada como frecuencia o proporcién serd un niimero entre 0 y 1.
La probabilidad de un suceso A se representa como P(A). Para el caso de la interpretacion
clasica de la probabilidad, el diagrama de arbol proporciona una representacion gréfica del
experimento aleatorio que facilita la compresion de su desarrollo.

Actividad 4.1

;Como podrias calcular la probabilidad de que al lanzar una chincheta es-
ta quede apoyada sobre su punta? Puede ayudarte del siguiente simulador:
https://www.geogebra.org/m/ zijgAxy].



https://www.geogebra.org/m/zzCjgAxy
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Actividad 4.2

Supongamos que hacemos el experimento de lanzar dos dados ctiibicos y sumar los

dos numeros obtenidos.

(@) ;De qué formas diferentes se puede definir el espacio muestral de este experi-

mento?

(b) De acuerdo a cada una de las formas que has obtenido en el apartado (a), ;c6-
mo podrias calcular la probabilidad de que el resultado de la suma sera 62

(c) Parael caso delainterpretacion frecuentista, se os va a repartir a cada grupo un
par de dados. Lanzadlo 50 veces y anotad el resultado obtenido en cada caso.

(d) Completamos la reflexion del apartado anterior con el siguiente simulador:
https://www.geogebra.org/m/byV5AfzR

(e) Ayudandote de un diagrama de arbol, calculala probabilidad de que la suma de
los dos dados sea 6 de forma clésica, es decir, aplicando al teorema de Laplace.

(f) Analiza la siguiente actividad de GeoGebra:

https://www.geogebra.org/m/X3EEpavD | ;Qué se pretende con ella?

En el caso de que un diagrama de arbol represente un experimento compuesto, la pro-
babilidad de un camino, o lo que es lo mismo, del suceso asociado a ese camino, es igual al
producto de las probabilidades de todas las ramas que forman ese camino. Ademads, la proba-
bilidad de un suceso A correspondiente al ultimo experimento de un experimento compues-
to se obtiene sumando las probabilidades de todos los caminos que conducen a los nodos

finales que son favorables al suceso.


https://www.geogebra.org/m/byV5AfzR
https://www.geogebra.org/m/X3EEpavD
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Actividad 4.3

Se tienen dos urnas. La urna 1 tiene dos bolas blancas y una negra y la urna 2 tiene
dos bolas blancas y cuatro negras. Se lanza una moneda equilibrada. Si sale cara, se
extrae una bola de la urna 1, y su sale cruz, se extrae un bola de la urna 2. ;Cual es la
probabilidad de obtener una bola blanca? Define el espacio muestral el experimento
compuesto y utiliza un diagrama de 4rbol para responder a la pregunta.

4.2. Fundamentos didacticos

Progresion en el aprendizaje de la estadistica

No hay muchas investigaciones sobre como el alumnado desarrolla de forma cognitiva el
aprendizaje de la estadistica. Esto se debe a que la estadistica no fue legislada como conte-
nido de la Educacién Primaria hasta la Ministerio de Educacién y Ciencia (1990) en la que se
contemplé especificamente la organizacion de la informacion.

Watson y Moritz (2000) analizan la forma en que los nifios progresan en la comprension
de los conceptos de media, mediana y moda. Se establecen tres etapas por las que va progre-
sando el alumnado si se acompafia de ensefianza:

x Nivel 1: Se usan de forman coloquial los términos media, mediana y moda sin asigna-
cién de un significado concreto. Se puede asociar la media con algo normal o que suele

pasar.

x Nivel 2: Se comienzan a estructurar los conceptos. Por ejemplo, se manejan las ideas
de centro o de suma y division en relacion al concepto de media, pero inicamente para
resolver problemas muy sencillos.

x Nivel 3: Se conocen los algoritmos y se asocian con los conceptos correspondientes
de media, mediana y moda. Se reconoce que estas tres medidas representan los datos,
pero no se tiene la capacidad de comparar dos muestran en base a estas medidas o de
estimar estas medidas en base a una representacion grafica, pues se centra la atenciéon
en los datos aislados y no en las tendencias.

* Nivel 4: Se aplican progresivamente los conceptos de media, mediana y moda a la reso-
lucién de problemas entre los que se incluye la comparacioén de grupos. Se identifican
las estas medidas a partir de representaciones graficas de las muestra.
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Progresion en el aprendizaje de la probabilidad

Batanero (2013) sintetiza los estudios sobre la evolucién del razonamiento probabilistico
de Piaget e Inhelder y Fischbein.

La teoria desarrollada por Piaget (1975) sostiene que el individuo utiliza esquemas con-
ceptuales que tiene adquiridos cuando tiene que resolver un problema de matemaéticas. Cuan

do se van asimilando conceptos se reconstruye el esquema cognitivo del nifio para acomo-
darse a la nueva situacion. Asi, el nifio desarrollara la compresion del entorno e ird realizando
operaciones mentales que le permitirdn adquirir nociones nuevas.

Segun Piaget, la propia experiencia, la actividad de interaccién y los conocimientos pre-
vios son la base que determina el aprendizaje. El sujeto construye el conocimiento de forma
activa y no lo recibe pasivamente. Cuando el nifio se va desarrollando, intenta adaptarse al
mundo que le rodea. Cuando se le presenta una idea nueva, aparece un desequilibro en su
situacion mental o un conflicto cognitivo si esta idea contradice las ideas que ya existen. Por
ejemplo, en el caso del estudio del nimero decimal, el nifilo pueden pensar que, del mismo
modo que un nimero natural tenia un siguiente, un nimero decimal también lo tiene. En-
tonces, en el momento en el que se le ensefia a un nino que entre dos nimeros decimales
hay infinitos nimeros surge una contradiccién que lo desequilibra a nivel cognitivo. Ante es-
ta situacion, se requiere de un proceso de asimilacién y acomodacion. La asimilacién es la
aceptacion por parte del nifio de la nueva informacién (en el caso de los niimeros decimales,
aceptar que un numero decimal no tiene un siguiente). La acomodacion es la reestructura-
cion de las ideas ya existentes (en el caso de los numeros decimales, consistiria en compren-
der la estructura global del Sistema de Numeracién Decimal). Este proceso de lento progreso
en el que aparecen punto conflictivo que el estudiante va superando es lo que Piaget entiende
por aprendizaje.

El aprendizaje depende de los conocimiento previos adquiridos y del desarrollo cognitivo
del estudiante, que se estructura en etapas. Estas son fases de manera que los nifilos que estan
en una misma etapa razonan de forma similar y aparece un cierto patrén de razonamiento
entre una fase y otra (Piaget, 1975). En el caso del desarrollo cognitivo en el aprendizaje de
probabilidad estas fases, determinadas por edades aproximadas, se describen en Piaget y In-
helder (1951) y son las siguientes:

«x Periodo sensorio motor (0-2 afios): Se caracteriza por el movimiento y las sensaciones
y describe el razonamiento de los bebés. El bebé comienza a manipular objetos; percibe
y experimenta propiedades (color, tamafo, forma, textura, sabor, olor,...). Hacia los 5
meses discrimina conjuntos de 2-3 items; a los 10 meses discrimina conjuntos de 3-4

items.
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* Periodo pre operacional (2-7 afios): Caracterizado por la necesidad de manipular ob-
jetos reales para el aprendizaje de un cierto concepto, pues el nifio se apoya en sus ex-
periencias empiricas para comprender los conceptos. El nifio de preescolar y comienzo
de la primaria llega a comprender la organizacion del espacio, situando y desplazan-
do los objetos (comprendiendo conceptos como dentro/fuera, encima/debajo, delan-
te/detras, arriba/abajo). También descubre y compara propiedades fisicas de los obje-
tos que manipula: longitud, distancia y cantidad. Utiliza diferentes formas de etique-
tado para diferenciar colecciones numéricas de pocos elementos, es decir, comienza a
contar cantidades pequefas de objetos y a comprender el concepto de cardinal; con-
trasta magnitudes por comparacion y estima, a partir de una cantidad, la longitud, el
volumen y el peso. Es capaz de ordenar sucesos en el tiempo (saber lo que ocurrié an-
tes y lo que vendra después). Trabaja con una sola cantidad y resuelve problemas de
cambio sencillo (operaciones aditivas).

«x Periodo de las operaciones concretas (7-11): Se comienza a comprender la conserva-
cién de la masa, peso, niimero y volumen. Aparecen conceptos secundarios, que no
necesitan ser abstraidos de la experiencia concreta. Este es el periodo en que el nifio
va progresando a lo largo de la Educaciéon Primaria. Aparece la comprensién de ope-
raciones reversibles (aritméticas) con la adquisicién de principios de conservacion de
cantidad, peso y volumen. Compara y cuantifica magnitudes y formas en geometria; lle-
ga a comprender el sistema métrico decimal y representa datos graficamente. Agrupa
los objetos en funciéon de propiedades aditivas o multiplicativas; ordena elementos en
funcioén de una cualidad que varia (por peso, por color). Adquiere la comprension del
sistema de numeracion y de las operaciones con nimeros. Comprende conceptos es-
paciales: espacio que ocupan los objetos y su desplazamiento (topolégicas, proyectivas,
euclidianas, métricas,...); y, operaciones temporales y cinéticas: orden de sucesion de
los objetos en el espacio. Los objetos materiales son un referente importante y todavia
tiene dificultad para concebir una operaciéon en forma abstracta.

x Periodo de operaciones formales (11-15): El periodo de las operaciones formales cons-
tituye el tltimo paso del desarrollo intelectual, y de adquisicién de las habilidades cog-
nitivas y sociales (Inhelder y Piaget, 1955; Piaget, 1975). Se pueden manipular relaciones
entre representaciones simbélicas, se formulan hipdtesis y se establecen conclusiones.
Se comprende el significado de abstracciones verbalmente, sin referirse a objetos par-
ticulares. Caracteristicas del pensamiento formal son:

(a) se contempla lo real como parte de lo posible;
(b) se acenttia lo hipotético-deductivo frente a lo empirico-inductivo;
(c) se depura el pensamiento proposicional;

(d) seacentua la diferencia entre inteligencia practica y especulativa;
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(e) se incrementa la cantidad y calidad de las estrategias de procesamiento de la in-
formacion;

(f) se potenciay acentta el andlisis critico frente a las percepciones globales;
(g) se depuray da cardcter sistematico al método de analisis;

(h) se desarrollan y amplia el razonamiento combinatorio.

Inhelder y Piaget (1955) sostienen que cuando se adquieren las operaciones formales se

desarrolla el razonamiento combinatorio, la 16gica de proposiciones, la proporcionalidad, la

comprension de la relatividad de dos movimientos o velocidades, la comprension del equi-

librio mecdnico (toda accién le corresponde una reaccién de la misma intensidad pero en

sentido contrario), la probabilidad y la correlacion, constituyendo esta, segtin Piaget, el ulti-

mo paso en la comprension de la probabilidad.

Fischbein (1975) sostenia que los nifios construyen de forma correcta y parcial ciertos

conceptos probabilisticos y quiso analizar qué efecto tenia la ensefianza para la mejora de

estas intuiciones, que las consideraba fundamentales como componentes de la inteligencia.

Fischbein defini6 estas intuiciones como procesos cognitivos que tienen una intervencion

con las practica real o mental de forma directa. Estas intuiciones se caracterizan por:

Inmediatez: las intuiciones surgen de manera espontdnea, no de forma reflexiva
Globalidad: las intuiciones no se analizan ni se descomponen en partes

Capacidad extrapolatoria: las intuiciones van mas alld de los casos particulares, tienen

cardcter tedrico y pueden servir para hacer predicciones

Estructurabilidad: las intuiciones se relacionan entre si, creando estructuras de razo-

namiento

Auto-evidencia: las propias intuiciones del individuo le parecen ser evidentes sin nece-
sidad de demostracion

Fischbein distingue entre las intuiciones primarias y las secundarias:

Intuiciones primarias: no precisan de instruccion sistematica para ser adquiridas. Por
ejemplo, la localizacion de objetos o el hecho de razonar que cuando se lanza un dado
todas las caras tienen la misma probabilidad de salir.

Intuiciones secundarias: se establecen como consecuencia de la formacion escolar. No
son simplemente férmulas utilizadas de forma automética, sino que se tratan de con-
vicciones o creencias formadas a partir de las propias acciones a lo largo del desarrollo
intelectual.
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Actividad 4.4

La falacia del jugador consiste en pensar que los sucesos pasados afectan a los fu-
turos. Por ejemplo, después de haber lanzado una moneda varias veces y haber ob-
tenido siempre cara la persona cree que la préxima vez obtendré cruz. ;Qué tipo de
intuicion se tienen en este ejemplo?

Teniendo en cuenta todos los ateriores aspectos cognitivos, Batanero (2013) describe las
aportaciones de estos autores sobre como comprenden los ninos conceptos de probabilidad

en diferentes etapas de su desarrollo:

Fase 1 de aceptacion del azar: Para comenzar a ensefar probabilidad a un nifio hay que
asegurarse de que es capaz de distinguir entre situaciones aleatorias y situaciones determi-
nistas. El azar estd en el entorno préoximo del nifio desde el momento que nace (juegos de
echar a suertes, cartas, meteorologias, deportes, ...). Piaget y Inhelder (1951) sostenian que
el alumnado en el periodo pre operacional no tiene una intuicién innata del azar y tampo-
co llega a entenderlo bien, ya que necesitaria comprender la relacién de causa y efecto, es
decir, afirman que el azar aparece como combinacién de diversas causas que, de forma in-
dependiente, da lugar un resultado no predecible. Ademads, el azar es el complementario de
la operaciones reversibles y precisa de argumentos de combinatoria para contemplar todas
las posibilidades que pueden suceder en el experimento aleatorio en un marco de referencia.
Estas caracteristicas cognitivas no las tiene desarrolladas el nifio en las primeras edades.

Fischbein rechaza esta idea de Piaget afirmando que la intuicién primaria del azar, es
decir, la distincion entre fen6meno aleatorio y determinista se establece hasta los 7 afos.
Esta idea se basa en que los nifios son capaces de elegir la opcién de mayor probabilidad
cuando practican juegos sencillos de azar. Por ejemplo, en el experimento de tener dos cajas
de bolas rojas y blancas, el nifio es capaz de saber en cuél de los dos casos es mas facil sacar
bola roja si el numero de bolas blancas es igual y hay pocas bolas.

En el periodo de las operaciones concretas, el nifio es capaz de diferenciar las situaciones
aleatorias y las deterministas, comprendiendo la interacciéon de cadenas de causas que pro-
vocan situaciones impredecibles, y la no reversibilidad de los experimentos aleatorios. Por
ejemplo el nifio puede comprender que el hecho de que haya mdas o menos nubes y viento
puede producir o no lluvia. Sin embargo, esta comprension no se desarrolla de forma com-
pleta, dado que el razonamiento todavia estd muy ligado al nivel concreto. Es decir, si el nifio
no entiende completamente la iterferencia e independencia de las causas, no llega a cons-
truir la idea de aleatoriedad.
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En las situaciones aleatorias, los resultados de forma aislada son imprevisibles, pero el
conjunto de todas las posibilidades puede determinarse razonando con combinatoria y se
tiene una prevision. Por tanto, no se puede saber el sexo de un bebé en particular, pero se
puede predecir que en una ciudad mds o menos la mitad de los bebés sera nifios y la otra
mitad nifias. Cuando el nifio entiende esto, esta comprendiendo la regularidad global de las
situaciones aleatorias y comienza a asignar probabilidades a los sucesos, como razén entre
las posibilidades del caso particular y del conjunto de posibilidades. Con esto, segun Piaget, el
nifo no puede adquirir totalmente las ideas de azar y de probabilidad hasta que no desarrolle
el razonamiento combinatorio caracteristico de las operaciones formales.

Por su parte, Fischbein afirma que el nifio tiene una intuicién parcial de la aleatoriedad
que se desarrollara de forma progresiva con la ayuda de la ensefianza para que no llegue al
estadio de las operaciones formales con una percepcién muy pobre del azar. Ademads, Fisch-
bein afirma que el nifo recibird la influencia de la sociedad que le rodea, que orientard su
forma de razonar hacia explicaciones deterministas.

Fase 2 de estimacion de frecuencia relativa: Cuando el nifio ya sabe distinguir entre situa-
ciones aleatorias y deterministas, se pretende conseguir que estime en una serie de sucesos
de un experimento aleatorio cuéles son los que ocurren con mayor o menor frecuencia. Por
ejemplo, en un experimento en el que se le presentan al nino dos luces de color diferente que
se encienden de forma aleatoria e intermitente de acuerdo a una determinada frecuencia,
por ejemplo, el 70 % y el 30 %, debe predecir cudl de las dos luces se encenderd. Se pretende
conseguir que el nifio adapte sus predicciones a las probabilidades de los sucesos que se le
presentan. En el periodo pre operacional el nifio es capaz de apreciar las diferentes frecuen-
cias relativas con que aparecen los resultados de los experimentos aleatorios. A consecuencia
de experiencias de la vida cotidiana acumuladas, por ejemplo al hacer una prevision sobre si
va a llover o no segtin c6mo se presente el dia, esta intuiciéon sobre la frecuencia relativa se
desarrollard con la edad de forma natural, que mejora en el periodo de las operaciones con-
cretas.

Fase 3 de nocién de probabilidad: Como se ha comentado, Piaget e Inhelder afirmaban
que el nifo en el periodo pre operacional no era capaz de estimar bien la probabilidad de un
suceso por no tener la habilidad de distinguir entre sucesos deterministas y aleatorios, co-
nocer el concepto de proporcién y conocer los procedimientos combinatorios. Sin embargo,
Fischbein sostiene que el nifio es capaz de realizar juicios probabilisticos en experimentos
aleatorios sencillos. Los nifios comienzan resolviendo problemas que impliquen compara-
cién de probabilidades de un mismo suceso, por ejemplo sacar bola blanca, en dos experi-
mentos diferentes en situaciones en las que, o bien el niimero de casos favorables o el nlimero
de casos no favorables son iguales en ambos experimentos. Por ejemplo, en una urna hay 3
bolas blancas y 7 negras y en otra hay 5 bolas blancas y 7 negras. Posteriormente pasan a



4. Estadistica y probabilidad

243

resolver problemas en que los casos se pueden poner en correspondencia mediante una pro-

porcidén. A continuacion, y con ayuda de la instruccion, el nifio podra comprar fracciones con

diferentes denominadores.

Batanero (2013) recoge las estrategias que utiliza el alumnado al comparar probabilidades

en el experimentos de bolas de dos colores en dos urnas segin diferentes investigaciones y

se presentan el la Tabla 4.6:

Estrategia

Edad

Descripcion

Comparacién del
numero de casos
posibles

2-3 anos

Elegir la caja que contenga mayor numero de bolas

Comparacion del
numero de casos
favorables

4 anos

Elegir la caja que contenga mds bolas del color favorable.
Resuelve el problema correctamente cuando el nimero de
casos desfavorables es igual en las dos cajas.

Comparacion del
numero de casos
desfavorables

7 anos

Elegir la caja con menor numero de bolas del color des-
favorables cuando el niimero de casos favorables es igual.
Resuelve el problema correctamente cuando el nimero de
casos favorables es igual en las dos cajas.

Estrategias aditi-
vas

8-11 anos

Elegir la caja donde la diferencia entre casos favorables y
desfavorables sea mayor. Se tienen en cuenta todos los da-
tos pero no se usan proporciones.

Estrategia de co-
rrespondencia

12-13 anos

Establecer la proporcién entre el nimero de casos favora-
bles y desfavorables en una de las cajas y comparar con
la composicion de la otra, eligiendo la caja que de mayor
proporcion. Resuelve el problema correctamente cuando
el nimero hay una proporcion sencilla (por ejemplo 2 a
1) de casos favorables y desfavorables en una de las cajas,
pero no en la otra.

Estrategias mul-
tiplicativas

12-14 anos

Aplicar la regla de Laplace. Es la mds elaborada y requiere
del dominio del célculo con fracciones. Es necesario es-
tablecer las fracciones formadas por los nimeros de ca-
sos favorables y desfavorables para después comparar las
fracciones asi obtenidas.

Tabla 4.6: Estrategias del alumnado para comparar probabilidades extraido de Batanero

(2013)
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Enseiianza de las estadistica

En muchos casos la ensefianza de la estadistica se basa en la instruccion en la resoluciéon
sistemadtica de ejercicios en los cuales se proporcionan los datos para obtener medidas para
las cudles el alumnado no encuentra sentido. Ante esta situacion, Guidelines for Assessment
and Instruction in Statistics Education (GAISE) Reports (2012) recoge la recomendaciones di-
décticas para la ensefianza de la estadistica:

x Incidir en la alfabetizacion y desarrollar el pensamiento estadistico.

« Usar datos reales.

« Enfatizarla compresién de conceptos por encima del conocimiento de procedimientos.
« Incentivar al aprendizaje activo.

« Utilizar tecnologia para el desarrollo de la compresién de conceptos y el andlisis de da-
tos.

x Utilizar la evaluacion para mejorar y valorar el aprendizaje del alumnado.

Los datos reales que se utilicen deben tener significado para el alumnado y que sea él mis-
mo quien tenga la posibilidad de recogerlos y analizarlos relaciondndose con el contexto. Asi
pues, la ensefianza de la estadistica requiere que se generen estudios estadisticos organizados
en torno a un problema significativo para el alumnado que impliquen recoger informacion
sobre el problema que serd transformada en datos que se organizardn y manejaran mediante
medidas estadisticas. Con ellas se podra hacer una interpretaciéon que permitird tener una
idea global del significado de los datos. De esta manera, el ciclo de trabajo estadistico en
Educacion Primaria se estructura de la siguiente manera:

1 Formulacion del problema.
2 Recogiday organizacion de los datos.
3 Uso de métodos estadisticos apropiadas para el anélisis de los datos.

4 Interpretacion de los datos.

Por su parte, Batanero y Godino (2002) proporcionan las siguientes orientaciones sobre
c6mo ayudar a los nifios en el desarrollo del razonamiento estadistico.

1 Involucrar al alumnado en el desarrollo de proyectos sencillos en los que deban recoger
sus propios datos a partir de la observacion (3de qué color son los ojos de los nifios de
la clase?), encuesta (;qué tipos de trabajo hacen las madres y los padres de los nifios?) y

medida (;tienen los pies, manos, hombros mas grandes los nifios que las nifas?).
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2 Concienciar al alumnado de que cada dato aislado forma parte de un todo (distribucién
de los datos) y que hay preguntas que no pueden contestarse con un sélo dato, sino con
una distribucion de datos.

3 Concienciar al alumnado de las tendencias y variabilidad en los datos y como estas
pueden usarse para responder preguntas sobre los datos o comparar varios conjuntos
de datos.

4 Visualizar progresivamente que los datos recogidos son una muestra de una poblacién
mas amplia y sobre cudles son las condiciones para que los datos de la muestra puedan
representar los datos de toda la poblacidn.

5 Animar al alumnado a representar sus datos en tablas y gréaficos, cuidando las cuali-
dades estéticas y matemaéticas de los gréficos de modo que los datos queden correc-
tamente representados en ellos. Advertir de la facilidad con que un grafico puede ser
enganoso.

Actividad 4.5

Representad con barras construidas con cubos multilink el niimero de letras que tie-
ne vuestro apellido. Configurad las barras de forma que construydis un rectdngulo
colocando una barras encima de otras, quitando los cubos sobrantes y situdndolos
en filas superiores. El naumero de cubos de la base del rectangulo es la media aritmé-
tica y representa la longitudes de todos los apellidos.

(@) ;Qué se pretende con esta actividad?

(b) ;Coémo se particularizan los cuatros puntos de trabajo estadistico que se han
enumerado anteriormente?

Enseiianza de la probabilidad

Batanero y Godino (2002) proponen las siguiente progresion de orientaciones para ense-
fianza de la probabilidad:

« Proporcionar una amplia variedad de experiencias que permitan observar los fen6me-
nos aleatorios y diferenciarlos de los deterministas.

x Estimular la expresion de predicciones sobre el comportamiento de estos fenémenos y
los resultados, asi como su probabilidad.
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x Organizar la recogida de datos de experimentacién de modo que el alumnado tengan
posibilidad de contrastar sus predicciones con los resultados producidos y revisar sus
creencias en funcién de los resultados.

« Resaltar el cardcter imprevisible de cada resultado aislado, asi como la variabilidad de
las pequefias muestras, mediante la comparacion de resultados de cada estudiante o
por parejas.

* Ayudar a apreciar el fendmeno de la convergencia mediante la acumulacion de resulta-
dos de toda la clase y comparar la fiabilidad de pequenas y grandes muestras.

Actividad 4.6

Lee la siguiente situacion, extraida de Batanero y Godino (2002), que se presenta al
alumnado de Educacion Primaria:

«Pito pito» es una cancion que usan los nifios para echar a suertes. Dice asi: “Pito pito
gorgorito, donde vas tu tan bonito, a la vera de mi abuela, pim, pam, fuera! (El que le
toque se queda).

(@) sConoces otras canciones para echar a suertes? ;Cudndo las usais?

(b) Vamos a colocarnos en un corro y echar a suertes con «pito pito» ;Seria justo
comenzar siempre por el mismo nifio? ;Por qué?

(c) sConoces otras formas de echar a suertes?

(d) ;Podriamos poner los nombres de cada nifio en un papel y elegir uno al azar?
;Qué significa elegir al azar? ; Cémo lo harias? ; Es mds fdcil que salga el nombre
de un nifio o de una nina?

3Qué se pretende con esta situacion? Propon otra situacion para conseguir el mismo
objetivo.

A continuacion se presenta una secuencia de tareas extraidas de Batanero y Godino (2002):

(a) Imagina que estds jugando al parchis con un amigo. Para poder comenzar a mover la
ficha es preciso obtener un cinco, pero tu amigo prefiere que se le exija obtener un 3,
porque piensa que de este modo tiene ventaja. ;TG que opinas? ;Puedes dejarle que
comience a mover la ficha cuando le salga el 3, o es preciso que los dos juguéis a obtener
el mismo nimero? Otro compafiero sugiere que hagéis un experimento para resolver la
discusion. Piensa que de este modo se puede saber quién tiene ventaja. Fijate en la tabla
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que te presentamos a continuacion. Trata de adivinar cudntas veces, aproximadamente,
saldrd el 3 y cudntas el 5 silanzas un dado 24 veces. Escribe este niimero en la columna
«numero esperado de veces».

Resultado | Recuento | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa | N° esperado de veces
1
2
3
4
5
6
Total 24 1 24

(b) Lanza el dado 24 veces y anota los resultados en la tabla anterior. El nimero de veces
que sale cada cara del dado es su frecuencia absoluta. Si dividimos dicho ntimero por el
numero total de lanzamientos (en este caso 24), obtenemos la frecuencia relativa de ese
suceso. Calcula la frecuencia relativa de obtener 5 y la de obtener 3. ;Cudl es mayor?.

(c) El profesor mostrard en la pizarra los resultados de toda la clase. Preparard con ellos
una tabla y un grafico de barras. Compara estos resultados con los vuestros y con la
estimacion que habéis hecho.

(d) Con el fin de apreciar la ley de estabilidad de las frecuencias relativas y comparar los
valores de la probabilidad asignados segun la regla de Laplace con el correspondiente
concepto frecuencial, se recogeran todos los resultados de los distintos grupos en una
hoja de registro como la siguiente para el suceso de obtener un 3 y para el de obtener
un 5:
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Total 24 1 24

(e) Enun diagrama cartesiano se representaran los puntos (N,A/N), numero de experimen-
tos acumulados, frecuencia relativa. A pesar de que la ley de estabilidad de las frecuen-
cias relativas es valida s6lo cuando n crece indefinidamente, los alumnos podran apre-
ciar una cierta regularidad o tendencia hacia el valor asignado «a priori», aunque el
numero de experiencias de clase sea limitado.

Actividad 4.7

;Qué orientaciones de las propuestas por Batanero y Godino (2002) para la ensefian-
za de la probabilidad se trabajan en la anterior secuencia de actividades?

4.2.1. Orientaciones por niveles

Evolucioén: Elaborar cuestionarios con diferentes tipos de variables en contextos cerca-
nos al alumnado, organizar los datos en tablas de frecuencias, representar graficamente
los datos, interpretar las tablas y los graficos y calcular e interpretar media aritmética,
mediana, moda y rango.

ler ciclo de EP

—o Recoger datos con cuestionarios muy elementales con variables cualitativas y cuanti-

tativas. Dar bateria de posibles respuestas.
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—o Organizar datos en tablas con frecuencias absolutas. Tener el cuenta que el nimero
de total de datos no requiera agruparlos.
—o Dibujar o construir diagramas de barras sencillos o pictogramas. Para la construccion

se pueden usar, por ejemplo, gomets o cubos Multilink.
20 ciclo de EP

—o Introducir el nombre de los tipos de variables (cuantitativa o cualitativa) en la elabo-
racion de cuestionarios.

—o Seguir con el trabajo de organizar datos en tablas con frecuencias absolutas sin agru-
par datos.

—o Continuar con el dibujo o construccién de diagramas de barras profundizando en el

vocabulario.

3 er ciclo de EP

—o Afnadir la variable cuantitativa continua en la elaboracion de cuestionarios y generar
la necesidad de agrupar datos en intervalos. Atender al hecho de que un niimero no
puede estar en dos intervalos. Introducir la marca de clase para trabajar con la tabla de
frecuencias de este tipo de variable.

—o Afiadir la frecuencia relativa y la frecuencia relativa acumulada a la tabla de frecuen-
cias. Cuando se conozca el concepto de porcentaje, relacionarlo con la frecuencias rela-
tiva.

—o Organizar datos en tablas de frecuencias absolutas de doble entrada.

—o Perfeccionar el dibujo de diagramas de barras estableciendo una escala ajustada. In-
troducir el histograma, el diagrama de sectores, el poligono de frecuencias y la nube de
puntos para el caso de tablas de frecuencias bidimensonales.

—o Introducir la media aritmética, la moda, la mediana y el rango en un contexto préximo
al alumnado en el que se tengan que comparar dos muestras y mediante preguntas que
permitan descubrir los conceptos.

2. Probabilidad
ler ciclo de EP

—o Descubrir situaciones sencillas de azar (tiempo atmosférico o asistencia de compane-
ros, por ejemplo) como ejemplos de fenémenos aleatorios. El alumnado debe entender
que en estas situaciones no se puede predecir con seguridad el resultado.

—o Provocar situaciones de azar recreadas (con dados o ruletas, por ejemplo) y cuantifi-
car la posibilidad con los términos posible, imposible o seguro.

20 ciclo de EP
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—o Continuar con situaciones de azar intensificando dificultad e introducir las ideas de
suceso simple y suceso compuesto.

—o Introducir tablas para anotar todos los resultados posibles de un experimento aleato-
rio, la frecuencia de cada uno de estos y el total de repeticiones. Continuar cuantificando
la posibilidad de que ocurra cada suceso con términos como poco probable, probable,
muy probable, posible o imposible.

—o Continuar con juegos de azar mas complicados (por ejemplo, lanzar dos dados y su-
mar el resultado). Introducir el concepto de espacio muestral.

—o Introducir los diagramas de drbol como ayuda para ver todos los resultados posibles
de un experimento. Reflexionar sobre si todas las ramas del drbol son igual de posibles
(el requisito de equiprobabilidad para luego introducir la regla de Laplace).

—o Comparar la fraccién obtenida con la regla de Laplace con el resultado obtenido al
repetir muchas veces el experimento por la Ley de los grandes niimeros. Comprobar que
todos los valores obtenidos siempre entre 0 y 1.

—o Relacionar los conceptos de probabilidad y porcentaje.

3er ciclo de EP

—o Continuar profundizado en todo lo introducido en el ciclo anterior.

Actividad 4.8

Piensa y luego explica mediante la técnica de role-playing haciendo el papel del do-
cente como introducirias la media artimética, la mediana, la moda y el rango utili-
zando el siguiente contexto: «Ante una acogida de nifios y nifias saharauis, por algu-
nas familias de alumnado del colegio, queremos saber si en general tienen mds herma-
nos ellos que nosotros» (Lorenzo-Valentin, Alcalde-Esteban, y Pérez-Serrano, 2015).

Actividad 4.9

Disefia una secuencia de tareas como la de Batanero y Godino (2002) para el cuarto
curso de Educacion Primaria en para el experimento de lanzar dos dados. Debes
tener en cuenta las orientaciones por niveles (Lorenzo-Valentin y cols., 2015). Luego
presentards estas tareas mediante la ténica de role-playing haciendo el papel del
docente.




4. Estadistica y probabilidad 251

4.3. Erroresy dificultades en el aprendizaje

Brancho, Torralbo, Ademuz, y Jiménez (2022) presentan una clasificacién de las dificulta-
des y los errores mds comunes en el alumnado de Educacién Primaria en el aprendizaje de la
estadistica y la probabilidad.

Errores en la recogida y organizacion de datos y en su representacion grdfica

El alumnado entiende mejor los graficos cuando representan situaciones de temas que
le son mas familiares, pero este entendimiento también depende del manejo que tenga de
las herramientas matemadticas necesarias para interpretarlos, como las medidas que se re-
presentan (frecuencias, medias, etc.) y el tipo de gréfico. Se pueden establecer tres niveles
diferentes de comprension de los graficos en orden creciente de dificultad:

1 Nivel 1: «Leer los datos»: lectura literal del grafico sin ninguna interpretacion de la in-
formacion. Por ejemplo, en la actividad de la Figura 4.5 se requiere este nivel de lectura
de gréficos.

ﬂ A todos los alumnos que han participado en las olimpiadas les
han dade un diploma. Observa el gréfico y contesta.

T

N e ¢
riy ¢¢
¢ f f & ¢

2°A "B 2°C D 2°E 2°F
- ;Cuéntos alumnos y alumnas de 2.° A han participado? Caledlalo
con una multiplicacién.
(<[J-C]
P Han participado | alumnos y alumnas de 2.° A,

Figura 4.5: Nivel 1 de lectura de graficos

2 Nivel 2: «Leer dentro de los datos»: interpretacion e integracién de los datos represen-
tados en el grafico requiriendo ciertas habilidades matematicas. Por ejemplo, en las ac-
tividades de la Figura 4.6 se requiere este nivel de lectura de graficos.

3 «Leer mas alld de los datos»: prediccion o inferencia a partir de la informacién aportada
por los datos representados en el grafico. Por ejemplo, si respecto a la grafica de Figu-
ra 4.7 se pregunta si serd rentable ofrecer cursos para jubilados, se requiere un Nivel 3
de lectura de gréficos.
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3 Con los datos de esta grifica, construve en
cuadernn las tablas de frecuencias abaolutas v re-
lativas correspondientes:

N.=de animales

|

15

10

3

Aninnal

Perroe (aos  Loros  Cobayas

a) ;Qué animal tiene mayor frecuencia absoluta?
;Y relativa?

I} Copia la grafica y traza sobre ella el paligono
de frecuencias.

2 Ohserva en este diagrama de sectores la extensidn que ocupan
los distintos cultivos en una ciena zona ¥ responde:

B2 Cereal
B Remalacha
B Parata
B Ouros

al éQué cultivo ocupa mayor superficie? éSuprme méis de la mitad
del onal?

b jOué cultive ocupa aproximadamente una cuara parte de ex-
tensian de los cultivos de la zona?

¢} Ordena de mayor a menor extensidn las tierras de cultivo que
representa el grafico.

Figura 4.6: Nivel 2 de lectura de graficos

N.? de socios

100~ /\
80
60 - // \
40- ,—d—é ‘
20

<10 11-20 21-30 31-40 4150 > 50 Edad

Figura 4.7: Nivel 3 de lectura de graficos

Actividad 4.10

Para cada una de las cuatro Figuras 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 piensa preguntas que hacer al
alumnado en cada uno de los tres niveles de comprensioén de gréaficos. ;Qué errores
crees que el alumnado podria cometer en cada caso?

Errores en el manejo e interpretacion de la media, mediana'y moda

Actividad 4.11

Hay 24 estudiantes en una clase, 14 nifias y 10 nifios. El peso medio de las nifias es de
35 kg y el de los nifios de 42 kg. ;Cudil es el peso medio de la clase.

Resuelve el problema e identifica los errores que crees que se pueden producir en las
diferentes formas de resolverlo.
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Uno de los errores habituales cometido por el alumnado es confundir la media general
con la media de medias.

Actividad 4.12

La medida de niimero de hermanos del alumnado de una clase es de 1 hermano. Luis
es un nifio de esta clase, ;cudl es el nuumero de hermanos que puede tener Luis?
Resuelve el problema e identifica los errores que crees que se pueden producir en las
diferentes formas de resolverlo.

Un error posible en la resolucién de la actividad anterior es afirmar que si que se puede
saber de forma exacta el nimero de hermanos que tiene Luis sin tener en cuenta la variabili-
dad de los datos del grupo. Otro error consistiria en pensar que no se puede saber el nimero
de hermanos de Luis. En este caso, no estaria considerando que la media es una medida re-
presentativa del grupo que permite hacer predicciones sobre el grupo. La respuesta correcta
seria que si se puede saber de forma aproximada el nimero de hermanos de Luis y que este
numero estaria alrededor de uno. Este razonamiento mostraria que el alumnado comprende
el concepto de media y su utilidad para predecir.

Actividad 4.13

La notas de matemadticas de un grupo de once estudiantes son: 2.3, 2.4, 2.5, 2.5, 2.7,
3,3,3.5,4,4.5,9.3, 9.5, 10. Calcula la media, la moda y la mediana. ;Qué medida es
mads representativa? ;Qué errores crees que puede cometer el alumnado al resolver
esta actividad?

Dado que la media es una medida representativa de los datos, si se pide al alumnado que
dado un conjunto de datos estime el valor de la media, se puede tender a pensar que se ubica
en el centro del conjunto de valores de la variable, lo cual es correcto en una distribucién
simétrica. En caso contrario, la moda o la mediana pueden ser valores més representativos
de la muestra.

Conocer las operaciones para calcular la media, la moda yla medianay obtenerlas correc-
tamente no implica que se entiendan estos conceptos. Hay que evitar que el conocimiento
de estas medidas de centralizacion se reduzca a un manejo sistemadtico y, para ello, hay que
proponer actividades en las que se trabaje la interpretacion de los resultados.
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Actividad 4.14

En la tabla siguiente se muestran las edades de un grupo de estudiantes:

Edad en afios | Frecuencia absoluta
11 8
12 12
13 10
14 6
15
Total 39

;Cudl es la edad media del alumnado? ;Cudl es la mediana y la moda? ;Qué errores
crees que podria cometer el alumnado de primaria?

En algunas ocasiones el alumnado se confunde calculando las medias de las frecuencias
en lugar de los valores de las variables o no tiene en cuenta las frecuencias absolutas de cada
valor en su cdlculo. Del mismo modo, se puede tomar como moda o mediana un valor de la
frecuencia en lugar del de la variable.

Errores en el andlisis de la dispersion de los datos

Actividad 4.15

Carmen y Alejandro miden 1,69 my 1,71 m, respectivamente. Marta e Ignacio miden
1,45 my 1,95 m, respectivamente. ; Como de desiguales son estas parejas? ; Qué medi-
das te permiten responder a la anterior pregunta?

Resuelve el problema e identifica los errores que crees que se pueden producir en las
diferentes formas de resolverlo.

Puede ocurrir que el alumnado ignore la dispersion de los datos cuando se comparan
muestras o poblaciones. En Educacion Primaria tiinicamente se introduce el rango como me-
dida de dispersion, por lo que se incidird en su compresion para la comparacion de muestras
o poblaciones con actividades como las que siguen. Por ejemplo, tenemos los siguiente con-
juntos de datos todos con la misma media aritmética:

A=1{23,34,4,4,58,8,9}
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B ={4,4,4,5,5,5,5,6,6,6}
C =1{2,4,4,5,5,5,5,6,6,8}
D =1{2,2,2,3,4,6,7,8,8,8}
El alumnado podria pensar que las cuatro muestras anteriores son similares, sin embargo,

en la Figura 4.8 se muestran las correspondientes gréficas de barras que ilustran las diferentes
dispersiones de los conjuntos de datos.
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Figura 4.8: Gréaficos de barras de los conjuntos 4, B, C'y D

Errores en los conceptos relacionados con el azar

Green (1983) realiza un estudio para evaluar la comprension de la idea de probabilidad y
contempla tres aspectos que la determinan:

« Ellenguaje que incluye términos que se refieren al azar y la probabilidad.

+ El razonamiento combinatorio como la capacidad para enumerar todos los casos posi-
bles en un experimento aleatorio.

+ El razonamiento probabilistico con sus particularidades.

Batanero y Godino (2002) sintetizan los siguientes resultados de algunos de los items in-
cluidos por Green (1983) en sus investigaciones:

ftem 1: Escribe una palabra o frase que signifique lo mismo que:

(@) Imposible

(b) Posible
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(c) Igual posibilidad
(d) Poca posibilidad

(e) Muy probable

Este item evalia el lenguaje sobre azar y, para nifios de 11 y 12 afios, el orden de dificultad
de los diferentes términos es a), b), d), e), c).

ftem 2: En una clase de matematicas hay 13 nifios y 16 nifias. Cada nombre de los alumnos
se escribe en un trozo de papel. Todos los trozos se ponen en un sombrero y el profesor saca
uno sin mirar. Sefala la frase correcta:

(a) Es mas probable que el nombre sea de un nifio.
(b) Es més probable que el nombre sea de una nifa.
(c) Esigual de probable que el nombre sea de un nifio o de una nifna.

(d) Nolo se.

Este item evalia la comprension de la regla de Laplace como parte del razonamiento pro-
babilistico. En este caso, no se tiene que aplicar la regla debido a que los sucesos no son
equiprobables. El indice de aciertos en los nifios de 11 y 12 afios es el 63 %.

ftem 3: Cuando se lanza un dado, 3qué niimero o ntimeros son més dificiles de obtener?

;0 son todos iguales?

Este item evalua las creencias subjetivas de que algunos numeros son mds dificiles de
obtener que otros como parte del razonamiento probabilistico. Aproximadamente el 20 % de
los nifios de 11 y 12 afios piensan que al lanzar un dado el cinco es el numero més dificil de
obtener.

ftem 4: Maria y Esteban juegan a los dados. Maria gana un euro si el dado sale 2, 3,4, 5 0
6. ;Ctaanto debe ganar Esteban para que el juego sea equitativo?.

Este item evaltia la comprension de la idea de juego equitativo como parte del razona-
miento combinatorio. S6lo el 45 % del alumnado de 11 y 12 afios sabe resolver el problema.

ftem 5: Se pidi6 a algunos nifios lanzar una moneda 150 veces. Algunos lo hicieron co-
rrectamente. Otros hicieron trampas. Anotaron con la letra C la aparicion de una caray con +
una cruz. Estos son los resultados de Daniel y Diana:
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Daniel: c+c++CC++CC+C+C++C++C+CCCH++CCCH+C++C+C+C++CCHCCC+
C+C+CC+++CC++C+C++CC+C++CCHC++CCHCCHCH++C++CCH+CH+

C+C+CC+C++CCHCHCH+CCCHCCH+CHCH+CCH++C+++C+HCHHCCCH+

Diana: +cc+++C++++C+CC+++CC+CC+++CC+CCCH++C++++++C+CHCHC+
+++CCCCCC+CCC+C+CCHCCCCCHCCCH+CCCHC+CCCCCCCCCH+C+

CCCCCCC+++++CCCC++C+CHCCHCCHCCH++++++C+CCH+CCCH+CCC
;Hicieron trampas Daniel o Diana? ;Por qué?

Este item de razonamiento probabilistico y solo el 30 % de los nifios da la solucién correcta
(Daniel). Se puede pensar que Diana hace trampas porque porque aparecen tramos largos del
mismo resultado, sin embargo, esto es lo que suele suceder en los experimentos aleatorios.

ftem 6: La probabilidad de que nazca un varén es 1/2. A lo largo de un afio completo,
habréd més dias en los cuales al menos el 60 % de los nacimientos corresponden a varones:

(@) enun hospital grande (100 nacimientos al dia)
(b) en un hospital pequefio (10 nacimientos al dia)

(c) no hay ninguna diferencia.

Este item evaltia la comprension del efecto que el tamafio de la muestra tiene sobre un expe-
rimento aleatorio como razonamiento probabilistico. La probabilidad de nacer varén es % y
esto es mds probable que varie en una muestra pequefia, porque es menos fiable. Por tanto,
la respuesta correcta es la b). El indice de aciertos en este caso es del 20 %.

Actividad 4.16

Analiza las respuestas que diste en la prueba inicial. ;Detectas errores? En caso afir-
mativo, corrigelos de manera razonada.

4.4. Laboratorio de materialesy recursos
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Juegos de azar

En la Figura 4.9 se muestran algunos materiales que se pueden utilizar para trabajar con-
ceptos de probabilidad. Ademas de las bolas, los dados y las cartas que se muestran, también
se podrian utilizar ruletas o bingos, por ejemplo.

Figura 4.9: Juegos de azar
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4.5. Practica de Estadisticay Probabilidad
A cada grupo se os asignard un articulo de los de la siguiente lista:

* Alsina, A. (2021). Estadistica en contexto: desarrollando un enfoque escolar comtin para
promover la alfabetizacién. TANGRAM-Revista de Educacao Matematica, 4(1), 71-98.

* Alsina, A., Vasquez Ortiz, C. A., Mufiz-Rodriguez, L. y Rodriguez Muiiiz, L. J. (2020). ;C6-
mo promover la alfabetizacion estadistica y probabilistica en contexto? Estrategias y re-
cursos a partir de la COVID-19 para Educacion Primaria. Epsilon Revista de la Sociedad
Andaluza de Educacién Matematica, 104, 99-128.

x Herreros, D., y Sanz, M. T. (2020). Estadistica en educacion primaria a través del apren-
dizaje basado en juegos. Matematicas, educacion y sociedad, 3 (1), 33-47.

 Alsina, A. (2016). La estadistica y la probabilidad en educacién primaria.; Dénde esta-
mos y hacia donde debemos ir. Aula de innovaciéon educativa, 251, 12-17.

* Alsina, A. (2016). La probabilidad en educacién primaria: de lo que deberia ensefiarse a
lo que se ensefia. Uno: revista de didactica de las matematicas, 71, 46-52.

x Gil, A. (2010). Proyectos de estadistica en primaria. Material editado por el Instituto Ca-
nario de Estadistica (ISTAC). Nimeros. Revista de Didéctica de las Matematicas, 75, 121-
129.

+ Flores, Abraham; Pinto, Jests (2017). Caracteristicas de la enseflanza de la estadistica
por proyectos. En Serna, Luis Arturo (Ed.), Acta Latinoamericana de Matemadtica Edu-
cativa, 263-271.

Actividad 4.17

Preparad una exposicion de las ideas fundamentales del articulo que se os asignado.
A continuacion, la presentaréis en clase.
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